Y-A-T-IL UNE CRISE DES
MATHEMATIQUES CONTEMPORAINES?

§ 1. — Une crise de sigueur en matiére de mathématique
a provoqué dés le 19 siécle, parmi les mathématiciens soucieu::
d’assurer lenr discipline, des critiques fiévreuses des notions
et principes fondamentaux de la Géoméirie et de |’ Anglyse.
Elle a posé ainsi un problémg d’un genre nouveau, essentielle-
ment philosophique: celui du fondemeni de ces disciplines.
C’est autour de ce probléme que sont nées, on le verra plus
loin, les écoles les plus opposées en mathématiques contem-
poraines.

En effet, certaines exigences du progrés intensif (1 des
mathématiques au XIX" si¢cle concourent avec celles qui ¢
sont manifestées en Géométrie (2} & la critique de 1'éuvidencs
tninitive des principes de 1'Analyse. D’abord, il y a eu le besoir
de donner une base solide 3 cella<ci en élucidant les difficultés
déja mfires pour le Calcyl Infinitésimal en ce qui concerne le-
séries divergentes, le minima, le maxima, les dérivées, eic. Ev
1826, Abel pouvait se pleindre encore qu’on raisonnit sur de-
séries divergentes: “Elles sont quelque chose de fatal, dit-il,
et c’est une bonte qu’on ose y fonder aucune démonstration.
Ce sont elles qui ont fait tant de malbeurs et causé tant de para-
doxes’’ (3), Des malheurs et dés paradoxes parce que les notions
de I'Analyse éfaient assurées jusque lA par l'évidence 'de leur
correlat géométrique (spatial). D’Abel et de Cauchy, jusqu’a
Weierstrass, lés Analystes se sont voués i la critique et 4 Ia
révision de leurs idées fondamentales — infini, continuité,
fonction, limite, dérivée, nombre complexe, irrationnel, etc. --
en les affranchissant des bomes ofi I'intuition géométrique les
avait longtémps retenu enfermées, et en les développant hors
de ses limites arbitraires. Cette critique réussit enfin depnis

(lf Au progris eztensif qui est 'adjonction de telle ou telle théorie
uouvelle, nous opposona le pro. 23 intengif qui ast le fruit d’une refle-
xion en profondeur sur los faita déja acqnis & la suite de laguelle ceux
ci epparaissent dans de nouwvelles combinaisons ou structures (Cf.
notre Extension de la Logigue et fondement des Math., oh. 11T, § 22).

(2) Nous ee pous occupons pas ici do Ja Gépmétrie, dont la critique

a révélé, on le sa.l_ta la eoexistence idéale de plusicurs géométries autres
que celles d’Euclide.

(3) Abel, daus le Journal de Crelle, t. i, 1820, p. 311.
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Weierstrass et Meray a apporter son fruit: Elle a affiné les
sciences mathématiques juzque dans leurs parties les plus déh-
cates en les édifiant entitrement sur 'idée du nombre eniier.
(est en ces deux auteurs que s’épanouit en effet ce qu'on a
appelé avec Kroneker et Klein I’ eritAméfisation des matkéma-
figiees. Mais tandis que la critique approfondie de 1’Analyse
Infinitésimale semblait chasser 1'idée de l'infini et de Vinfini-
tésimal, en rédui-ant ses théorémes aux cas des variables indé-
finiment croissanteés et décroissantes, un travail se faisait sus
I’ Anithmélique elle-roéme: Une exploration plus soignée des
principu:- de celte science, par Georg Cantor, arrivait 3 resou-
are Fenigme de U'lnfini, en déuuisant les paradoxes qui, depul:.
Zenon d'Elée, avaient arrété la pensée dans cette direction,
Cette exploration div thdéorie des ensembles ne confirme pas
senlement la tendance anthmétisante en’mathématiques, mais,
comme l'analyse de Zenon, touche de prés la Logique, surtout
sous sa forme algébrisée; ct cela en faisant appel A certaines
uofions et propriétés opératoires qui caractérisent particuliére-
ment la logique de I'Ecole de Boole. Telles par exemple la no-
tion méme d’ensemble’” qui n’est autre que celie de “classe™,
et les opérations additive ¢t multiplicative dans le domaine du
transfini qui donnent des résultats analogues a ceux du prin-
cipe de tautologic on de dualité iogique. On a ‘par exemple en
lugique :
a4+ a4 - a
a s oa = a,

ce qui est I'amnalogue, p.ex., des théorémes suivants de G. Gan-
tor concernant l¢ nombre ordinal tranfini:

noon+n
Nz o=

n {1 +nn
=7

autrement dit, dans un cas comme dans un autre les opérations
additive et multiplicative ne changent en rien ’égalité. Par con-
séquent, Vaxiome de I'inégalité (le tout est plus grand que la
partie}) d’Euclide est une proposition qui est en défaut par rap-
port aux classes logiques ainsi qu’aux nombres transfinis, "“Mais
si nous ne concidérons que la mathématique et laissons de coté
les autres sphéres intellectuelles (la logique p.ex.), la théorie
des ensembles embrasse les domaines de ’Arithmétique, de
la théoric des fonctrons et de Ja Géométrie; elle les réunit sur
la base de l'idée de puissance en une unité supérieure. Lis-
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coiling et continu se trouvent de la sorte considérés du méme
point de vue et mesurés avec une mesure commune’’ (1), Tel
est le fait supréme qu'a établi Cantor..

§ 2. — A peine la construction de sa théorie mathémati-
que du transfini est-elle terminée, aprds un départ difficile dans
une méfiance justifiée par 1'échec dés spéculations antérieures
sur I'infini actuel (Zenon, Gallilée, Leibniz, Cauchy, Bolzano,
Dn Bois - Raymond, etc), que des pardoxes sérieux viennent
en secouer lés fondements d'un ébraniement menagant de s'é-
tendre & 1'Analyse et soulevant parmi les mathématiciens des
discussions interminables quand a la justification entiére de la
théorie cantorienne ou A sa délimitation possible.

Dés 1897, Burali-Forti avait signalé une antinomie con-
cernant la considération dg la totalité des ordinaux transfinis:
Cantor démontre que les nombres ordinaux transfinis peuvent
étre rangés en une série linéaire telle que de deux nombres
inégaux, 1'un soit plus petit que I'autre, et que le plus grand
ordinal soit lc terme de'fa série. Or, Burall-l" oril remarque, en
substance, que la série peut avoir un nombre ordinal plus grand
encore que son dernier terme, et que par conséquent le plus
grand ordinal transfini n'est pas le plus grand ordinal transfini;
ce gui cst une contradiction (2'. Peu de temps apres fiit .décou-
verte ’antinomie 'de Zermelo (3} - Russell, que ce dernier pu-
blia le premier en 1g03. Elle concerne le nombre cardinal trans-
fini, et peut s’énoncer comme suit: L'ensémble de tous les en-
sembles qui n’ont aucun élément en commun peut étre regardé
[ui-méme comme I'un de ses sous-ensemples, c’est-a-dire coni-
rae un ensemble qui se contient et ne se contient pas i la fois,
ce qui cst une contradiction (4. En 1905, J. Richard publia
encore l'antinomie suivante : avec un nombre fini de mots, il
est possible de définir un nombre au sujet duquel on pent dé-
montrer en méme temps qu'il est indéfinissable par un nombre

{1) G, Cantor, dans Math. dan., t. XX, p. 182

(2} Burali-Forti: Une guestione sue numeri bransfinite, dans Fen-
diconti del Clircalo matbematico di Palermo, X1, 1687, p. 164. VoIr
aussi g1 Logica Mathematica, 1919, p. 330.

(38) «J avais trouvé moi-méme, déclare Zermelo, cotte antinomiv
indépendamment de Russell et Uavais communiquée... au proferseur
Hilbert avant 1803». (Aeuver Beweis die Wohlprdnung, Math. Aun.
t. 65, 1908, p. 1191n.)

{4) Russell: Principles of Mathematics, 1803, p. 101. — Les Para-
dozes de Ia lonigue, Rev. de Mét. et de Mpr., 19}5 p. °67; méme Ioc.,
1910 ot 181). — On Seme difficulties in Igg, dans” Pro.. of Landar
Math Sor.. 1908,
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fini quelconque de mots i+ Sulvent ensuite maintes autres an-
tinomies 2}, qui ont toutes déterminé les mathématiciens i en
chercher une solution ou & les éviter; et dans ce but ceux-ci se
sont vus amenés a jusufier la théorie des ensembles dans son
intégrité ou 4 la délimiter 4 certaines de ses parties, manifes-
tant ainsi pour la premieére fois dans 1'histoire des mathémati-
ques des divergences telles qu’ils se séparent en Ecoles non seu-
Jement 4 1'égard des ¢n-embles, mais encore 4 I'égard de toutes
leurs disciplines constituées. Cest donc 4 propos de ces antino-
mies que s'est allumde la controverse, caractéristique de notre
époqne, qui divise les mathématiciens en deux camps opposés:
idéalistes et empirisics comme iv dit Du Beis-Raymond 3}, ou
encore forialistas ot fnluitionnisfcs "comme on le dit cominuné-
ment avjourd'hut en siivant i deésignation de Brouwer 4, 11
ressort meéme de 'état actuel des disciissions que les deux atti-
tudes mentales opposdes ne paraissent pas seulement comme
historiquement liéés aux origines des quelques doctrines ma-
thématiques, mais vneore comme denx interprétations pozsi-
bles des doclrines toutes formdcs, ainsi qu’on le voit déjd dans
le dialogue de Pawd du Bo.:-Raymond entre un idéaliste et uu
npiriste, ou tout récemment doans 1o dialogue du mathémati-
cien suisse, F. Gonseth 5). Par consfquent, 1l y 2 eutre forma-
Tistes et fututtionni<!-. A'xherd nne opposition localisée dans
la thidenie des #nseinbles dont dépend le sort méme de cette ma-
thématique du transfini; en-ite ua opposition généralisée 3
coute les mathématiques consttuée:, an sujet des principes mé-
thodologiques capables de lez fonder 2t dont I'enjeu est certaines
théories rathématiques classiquement admises. Nous nous oc-
cipons pour l'instant de la premiere opposition (la seconde sera
disrutée anv § § 6 et 7). .

§ 3. — D’abord, du point de vue de 'empirisme, Poin
caré fait ressortir, le premier. que toute proposition concernant
le tranfini doit étre regardée comme une proposition concernant

{1) J. Richovd. dans Lev, Glen. des Se . 1005 ot deta Uathemotica.
13006, p. 295; 1909, pp. (77 et 195, .

{3) Telles aux celle du rafrinipe des caraiogues. des mots prédi
cables ot imprédicables. cte. et Veir an cvemple typigue de ens para
doxes dans Colerus: 3 Pythoye-e o Hilkert, tr, ir., p. 251

(3) Da Doi:--Raymeond: L allyemic e Firetfontheoriv, 1582

() Browwer: Iufwitrgiesm vl fureolisi. dane Bull. of dwer
Math. Sec.. t. XX, 1914, p. $1-96.

(5) T Qonseth: Math. of Réatite, 1035



le fini, autrement elle ne sera pas ‘‘vérifiable’’: “"Comme les
vérifications ne peuvent porter que sur les nombres finis, il
s'ensuit que tout théoréme sur les nombres infinis, ou sur ce
qu’on appelle ensembles infinis ou cardinanx transfinis, ot
ordinaux transfinis, etc... efc..., ne peut étre qu’une fagon
abregée d'énoncer des propositions sur les nombres finis. S’il
en est autrement, ce {théoréeme ne séra pas vérifiable, il n'aura
pas de sens’’ (1), Inutile donc d’isoler le transfini, de lui attri-
buer des propriétés qui ne se vérifient pas pour lé fini.

De 12 I’attitude empirique, plus explicite de Barel, de “‘re-
garder comne »éels les étres avec lesquels il (= le mathémati-
cien) vit quotidiennement et dont il parle couramment sans
avoir été jamais cxposé a un malententdu’ (2). Partant de
ce critere, il distingue entre ‘‘des pariles de la théorie des en-
sembles qui ont effectivement contribué au progrés de la théo-
rie des fonctions™. et “des constructions logiques purcment
verbales dans lesquelles on jongle avee les svimboles auxquels
ne corvespond aucune infrition” (3). Les paradoxes des ensem-
bles ont précisément leur source, selon lui, dans ces construc-
tions logiques ou vides d’intuition: “ Je ne comprends pas, s’é-
crie-t-il, le point de vue des analystes qui croient pouvoir rai-
sonner sur un individu déterminé, mais non-défini; il y a 1 une
contradiction dans les termes...”" (1). Or, qu’est ce que I’indi-
vidu défini caractéristique du systétme de Borel sinon 'intuition
— par opposition aux constructions logiques — d’une part du
nombre entier, et d'autre part du continu géométrigue? Clest
2 partir d’eux que s’étbalissent les objets mathématiques: Si
la suite indéfinie des entiers est parfaitement saisissable, ¢’est
qu’elle €st soumise au conirdle de lintuition montrant
qu’*‘aprés chaque entier, il y en a un autre’’. Par contre, la
suite des ordinaux, que Cantor appelle “‘classe I1"’, ne fait pas
partie des mathématiques réelles, “car la proposition analogue —
ay deld de¢ chaque suite indéfinie de fonctions croissantes, il
y a une autre — ne suffit pas 4 nous donmer une idée nette du
transfini’’; et il ajoute au sujet de ces ordinaux de la Classe IT:
“Lorsqu’on. raisonne sur ces nombres ou sur un ensemble de
méme puissance, on ne peut donc faire que des raisonnements
trés généraux ou symboliques, dans lesquels I’ensemble considé-

(1) Poincard: Setence et Méthode, p. 136.

(2) E. Boral: Lecang sur la thdorie des fonctions, 1614, p. 169,
(3) Ibid. p. 18L

{4) Tbid., p. 92
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ré esf représenté par un symbale unigue. De tels raisonnements
en tapt que raisonnements généraux sont légitimes du moment
qu’ils sont exempts de contradictions, mais ils sont vides de
tout contenu précis. Pour pouvoir leur donner un coniena, il
faudrait préciger la désignation des éléments de 1'ensemble, et
c’est précisement ce qui est imnpossible. La théorie des ensem-
bles non-dénombrables se réduit forcément & unc sorte d'algt-
bre de logique dont les symboles ne recouvrent aucunc réalité
accessible, les divers mathématiciens ne pouvan{ 8tre assurés
qu'ils sont d’accord sur cette réalité puisqu'ils n’en ont pas une
représentation commune’’ 1., Borel évite ainsi d’envisager une
solution des antinomies en amputant toui sinplement les nom-
bres transfinis : “‘ces constructrons logiques’” qui ne possédent
nullement cette réalité mathématique caractéristique “‘des étres
avec lesquels le mathématicien vit quotidiennement”. — Cette
position de Borel est plus ou moins partagée par d’autres émi-
nents mathématiciens tels que Baire et Lebesgue. A-t-on Je droit
de disposer ainsi de la théorie des ensembles au nom de la seule
intuition? Et Vintuition peut-elle fournir une “‘représentation
commune” qui assurera 'accord entre mathématiciens? On ver-
ra des intuitionnistes, plus radicaux encore que Borel, tels qu
Brouwer ct Weyl, qui montreront que 1’ Analyze regardée par
Borel comme l'expression méme de ces étres mathématiques
dont il était question tout & Pheure, souffre elle-méme et au
nom de la méme intuition de cerlaines imperfections dont le re-
mede sera encore une amputalion plus radicale que celle du
transfini, puisque plus menacante aux parties les plus établies
de la science mathématique: I"Arithinétique «t Ja Géométrie.
Par conséquent, Ja distinction entre é&tres mathématiques et
constructions logiques, sur laquelle s'est busé Borel ne¢ semble

. pas assurer la validité d’une doctrine wathématigue étant don-
né que Uintuition tst un évenement {fout personnel, ainsi @u'on
le voit de la division des unpiristes entre eux.

§ 4. — Si les empiristes sc fondent sur I'intuition dans Je
rejet du transfini cantorien. et par ce réjet ne s’embarrassent
point des paradoxes signalés; par contre les formalistes soutien-
nent que la cousistance logique A elle seulé suffit a valider une
doctrine mathématigue clle que la théorie des ensembles. Par-
tant de 13, ils cherchent, pour sauver intact 1’édifice cantorien,
2 triompher de ces paradoxes : soit en axiomatisant cet édifice
{Zermelo, Skolem, Fraenkel, Neumann), soit en générali-

(1Y Thid | p. 1601
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sant ces paradoxes aux objets purement logiques et en infro-
duisant une théorie deiypes logiques qui a pour but de remé-
dier au mal antinomique  sa sou.:ze lointaine (Russell, White-
head, Ramsey, Quine). Nous sommeés donc en présence de denx
solutions formalistes différentes mais aussi voisinantes en tant
que formelles.

Pour Zermelo, 2 qui revient i'initiative d’axiomatiser la
théorie des ensembles en 1608, les paradoxes sont dis & la défi-
nition canforienne de la notion d’ensemble comme ‘“Zusam-
menfassung, von bestimmten Vohlunter-schiedenen Objekten
unserer Auschaung oder unseres Denkens zu einem Ganzcn’';
_ et il établit un systéme d'axiomces ol cette notion est prize com-
me indéfinissable. *‘Partant de la théorie des ensemble histo-
riquement existante, dit-il, il faut chercher les principes qui sont
nécessaires pour la fondation de cette discipline mathématique..
J’ai I'intention ds montrer comment cette théorie créée par
Cantor et Dedekind se leisse ramener & quelques définitions et
A sept axiomes qui semblent indépendants les uns des autres’’
Il s’agit ce “restreindre assez les principes pour exclure les
contradictians et.., garder pourtant ce qui a une valeur” (1},
I.a méthode, remarque justement J. Cavaillés (2) est celle dont
D. Hilbert avait donné le modeéle pour la géométric dés 18gg
Entre les objets indéterminés qui constituent le champ de la
théorie, I'axiomatique définit par ses propriéfés une relation
fondamentale E: élément-ensemble. Les seconds termes de
cette relation seront les ensembles : ou plutét la théorie ne s’oc-
cupe que de déduire logiquement de nouvelles propriétés i
partir des propriétés initiales de la relation ¢, sans s’inquiéter de
la réalité cu de la structure des termes. L’axiome I -— de I
détermination — définit une relation : la relation d’égalité =suite
'des relations E et ¢ (M=N si McN et NcM, ou si pour tout
X EM, x E N et reciprcquement). L’axiome II —— des exnses-
bles élémentaires — pose comme ensembles : I'énsemble vide,
les erzembles constitués de un et de deux éléments. L’axio-
me JII — de séparation — . si une proposition E (x) est définie
pour tous les éléments d’un ensemble M, M posstde toujours
une partie ME constituée par tous les éléments x de M pour

(1) Zermelo: UInterschungen wber die Grundlagen der Menglehre,
I, Mfath. Ann., 1908, p. 261, ¢ité par J. Cavailles: Remargue; sur io
formation de la théoriy abstraste des ensembles, 11, 1938, p, 120.

](2) Voir av sujet des axiomes suivants Youvr. cité de Covaillks,
p. 1212,
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lesquels E (x) est vrai, Les axiomes 1V et V posent respective-
ment 'existence de Uensemble des parties. BM. d'un ensemble
donné ¢t de 'ensemble réunion CM formé par les €léments des
éléments de M. L'axiome VI —de choix — si T est un ensem-
ble dont tous les éléments sont des ¢nsembles disjoints noa
vides, leur réunion CT contient au moins une partie S, qui z,
avee chaque élément de T, un et un sew! élément commun. En-
fin 'axiome VII — de Uinfini —: il existe un ensemble Z qu
contient comme éléments ensemble vide et avec tout élément
a I'élément de forme 14} Ainsi disparait par exemple ['anti-
nomie - Russcll : de 'axiome III résulte gne tout ensemble M
contient an moins une partie qui n’est pas ¢lément de M. Mais
Zermlo ne montre pas commnent la théorie de 'ordre et des
nombres ordinanx peut se déduire de ces axiomes, comme il
reste d'ailleurs & démontrer gque ces axiomes sonf consistants,
c’est-dire ne penvent pas amener & un ensemble paradoxal. Re-
prenant cette question depuis 1922, Fsaenkel et von Neumaun
cssalent de compliter Paxiomatique de Zermelo en modifiant
les axionies t en précisant leurs rapports entre eux et avec
"édifice cantorien. Mais ¢n ce qui concerne la consistance des
axiomes, Goédel a démontré en 1928 que la non-contiadiction
ne peut pas s¢ démontrer & 'intérienr du systéme dont on veut
démontrer la consistance, ¢e qui semble limiter la portée de
I'axiomatique.

§ 5. - JL’autre tentative formaliste dc résoudre les anb-
nomies sans mutiler I'édifice cantorien est celle des logisticiens
H est évident que, quelic que soit la portée de I'axiomatique de
la théorie des ensemnbles (et en dépit de son incapacité de dé-
montrer elle-méme sa non-contradiction) cette méthode ne peuat
pies salizfaire anx logiciens tant qu’elic n'écarte que des ant-
nomies lovilisée<. ialssant ainsi & "ombre la solution de I’anti-
nomique enr géndral. It vst done d'une importance particuliére
pour les logiciens de fonder une théori¢ pouvant remédier aux
paradoxes en général ¢t permettant de régler le sort des anti-
nomies des ensembl¢s sans sacrifier les principes fondamentaux
de Cantor autonr desquels elles ont pris naissance. C’est 13 le
but de Ia théorie des types logigues de Russell - Whitehead.

Poincaré qui s'est intéressé plus que tout autre mathémati-
cien & l'aspect logique de ces antnomies, a bien remarqué
qu’elle proviennent d'un cercle impliqué dans les termes mémes
qui définissent les paradoxes signalés. Par eéxemple, dans le
paradoxe de Richard: un nombre indéfinissable par un nom
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bre fini quelconque de termes, est cffcctivement défini au mo-
yen des termes: un nombre indéfinissable par un nombre fin.
quelconque de termes, Cette définition posée antéricnrement
anx objeis définis est, dit-il, "'non-prédicative’’, ¢t une défini-
tion est non-prédicative quand elle contient un  cercle vt
cierx b, 7SI Ia définition d’une notion N dépend de /ous les
objets A, eile peut étre entachée de cercle vicieux st parmi les
objets A il y en z qu’on ne peut définir sans faire intervenir la
notion N elle-méme’” '3, ) ) i

De la méme maniére, Rossell regarde les antinomies com-
me des vercles vicieux dds 4 la supposition qu’une collection
(I’objets (un ensemblei puisse contenir des membres qui peu-
vent senicment €tre délimis an moyen de la collection prise
commne iotalité, Iles collections de cefte soriv sont absurdes of
n’ont aucun sens. ot o'est pour les éviter que s'introduit la théo-
rie des types : Celle-ct distingue une Aiérerelie de typus logiques
dans les collectoni~ ¢n question qui sont toutes déterminables
par des forclions proposifionnelles ayant des variables appa-
rentes. Ce gni importe alors c’est de délimiter le champ de I
avriabilité de ces variables de sorte qu'une tonction proposi
tonnelle donnée ne puisse avoir comme argement la fonction
propositionnelle clle-méme. Et ¢’est ainst qu'on triomphe, dit
un, des antinomies. Cetle théoric, exposée tant le long dis Pris
cipin Mathematire de Whitehead ot Ruossell, n'a pa< cu 'assen-
timent des mathématicins, va qu'elle présente un caractén
chaotique et contient un axiome dit de séduwcithihid qu’it fan
postuler sans démonstration. D’aiilcurs, Rnsszefl lui-méine dé-
clare que “la théerie des types n'appartient pas d’une fagon
absolue 4 [a partie acheviée et certaine de notre sujet Mc-d-d, du
formralisme logistiquej. Cette théorie cst encore passablement
chaotique, confuse et obscure”. Et il ajoute: ‘Le besoin d’une
doctrine des types n’est point douteux, mais cette doctrine at-
tend une forme précise’’ 3. Cette forme s’obtient-elle par i'ex
ciusion de l'axiome ¢n question: C’est du moins cc que pré-
tendent des auteurs tels que P, Ramsey "t et le polonais Chwis-
tek {8} qui ont récemment remanié, séparément, la_théorie des

{1) Poinearé: Scienier ot Meéthode, p. 207

(2 Ihid. dans Rer. de Mt ep de Muorale, 1803, ) 138; v e Meth
p. M2, -

(3) Bus:cll: Introduction a la ghifes, madn.. tv, fr.. p. 115

{4) F.P. Ramsey: Foundotions of Mathematics. 1801,

(8) Chwistek: L'ber die Antinpmen der Principer dor Matkrmatit.
dans dfath. Zeitschrift, 1922, p. 241 et suiv., Adnnales de la Speiétd Py
lonaise de. Vath., Il. Krgkaw 1624, p 915 1. 1925, p. 22-41.



— 4B -

types. Mais Russell qu: est au courant des ceuvres de ces deux
auteurs ne s’est pas déclaré en favéur de ce ramiement. D’ay-
tres tentatives pour la production d’une théorie des types plus
précise (par ex. celle de I’américain Quine {1)) ou pour s'en
débarrasser totalement, attireut actuellement l'attention d’un
certain nombre d’auteurs.

Ainsi donc, en ne s’en tepant qu’'a la doctrine classique
de Russell - Whitehead, on peut affirmer que, pas plus que les
tentatives précédentes des empiristes et des axiomaticiens, celle
des logisticiens n’a pas élucidé les difficultés de la théorie des
ensembles ni n’a rencontré un assentement général, bien que
la solution — s’il y en a une — de ces difficultés semble dépen-
dre d’une doctrine logique telle que celle des types. Quoiqu’it
en soit de toutes ces tendances opposées au sujet de la validité
intégrale ou partielle de )'édifice cantorien, on se fairait au-
jourd'hui une idée unilatéralc de cet édifice, si on se confinait
dans 'une ou l'autre d'entre elles; et en fait cet édifice n’est &
’heure actuelle qu’une juxtaposition des théories plus ou moims
différentcs de 1'oeuvre cantorienne primitive. Et comme le re-
marque justement Poincaré : “C’gst sans doute parce qu'il y a
des Ames différentes et qu’d ces dmes nous ne pouvons rien
changer: il n’y a donc aucun espoir de voir |'accord s’établir
entre les pragmatistes ¢t les cantorens’” {2),

§ 6. — Historiquement pariant, le formalisme logistique
en €laboration entre 1903 et 1910 a squlevé la critique de Poin-
caré, comme le formalisme axiomatique de Zermelo a soulevé
la réaction de Borel. Ce conilit opposant formalistes et empi-
ristes, primifivement sur le terrain limité de la théorie des en-
sembles, s’étend par la suite A toute la mathématique et enga-
gent les discussions dans des voies plus difficiles. Cette extension
du conflit .est dile d’une part au comple: affermissement de la
méthode logistiqu¢ en mathdématiques cntr: 1gro et I913 et
d’autre part & Ia réaction empiriste de Brouwer et de son école
(Weyl, Heyting, eic...) contre la construction exclusive des ma-
thématiques par des voies algébriques et sur des bases entidre-
ment logiques (3); ¢-3-d, contre des constructions basées sur le
langage mathématique et les raisonnements logiques. Cette
réaction dirigée 4 la fois contre D. Ililbert (pére de I'axiomati-

él) W. Quine: System of Logistic, 1834, Cf sussi Prpc. Naz.
deads. Sei. 22, 1938,

(2) Poincaré: Dernidres Pensées, p. 181

{3) B. Wavre: 7-i-il une crice des Math.? dans Rev. de B{éL. et
Mosn. 1924, p. 435.



~ 47

que moaderne) et les logistiviens, a pris toutetors de 'ampleur
en touchant, dans l’empire des mathématiques, des régions
plus vitales que celle de la théorie des ensembles; et c’est ce
qui a soulevé la réaction de D. Hilbert, au nom de la technique,
pour sauver cet empire de la mnenace intaitionniste. Des lors, ¢
monde des mathématiciens s’est divisé 2 partir de la seconde
décade de notré siécle en intuitionnistes — plutdt ndo-infuition-
nistgs — et formalfstes, on en browwesicus et hilberliens, sans
exchure cependant toute une gaimime d’interinédiaires.

Nul n’a songé cn effet avant les browweriens a 1netire en
doute certaines doctrines mathématiques classiquement certai-
ues, Par une réaction audacieuse, ccux-c1 montrent & présent
que les paradoxes des ensembles zont des symnptémes d'ane na-
ladiv plus protonde : "On considére fox untinomies de la théoric
des ensgmbles, dit Weyl, commne des escarmouches qui n'inté-
ressent que les confins les plus extrémes de Uempive dgs mathé-
matiques et qui ne menacent v aucune facon la séeurité et la
solidité de 'empire lui-indine... Un examen sérteux et sincérs
de la question ne peut que conduire a4 la cenviction qu'il {aut
interpréter ces iirégulurités dans les régions frontigres.., com-
ing des symptdmes; ¢’'vst par I que vient au jour le mal secret,
yue cache le jeu en apparence parfait des rouages dans les do-
maines centraux. et qui est I'inconsistance ¢t le manque dc
solidit¢ des fondements sur lesquels tout Vempire est assis™ 10,
1l y 2 denc quelque part, dans I’Analyse, un défaut grave, pen-
senf les brouweriens, source lointaine des maux : la notion du
nombre wralionnel. Cette notion leur svimble étre basée sur un
cercle vicienx: Le nombre irrationnel est défini par la cox-
pure = ; Vexistence de celleeel se démontre par Uidée d'unc
borne supérieure d’un ensemble infini dis nombres rationnels;
et finalement I’existence de cette borne par la eonstirmection d une
coupure, Ces auteurs en concluent que fous les domaines ot
ceite notion d’irrationnel intervient sont compromis dans lenr
solidité et doivent &irc abandonaés a Vouti) du ‘démolisseur .
C’est contre pareilles amputations que Hilbert s’éléve : A-t-on
le droit de rejeter ainsi l'irrationnel et tout ce gui est bati sur
ui? Cette vue, réellement ““r¢volutionnaire'’, telle que la qua-

o ——— e

(1} Weyl, dans JMuthematizche Zeitsehrift (10213, cité par ¥, Gon-
seth: Nondement des Math., 1926, p. 184,
(2} Celte définition, dfie & Dedekind ot Canter, doit étre distin-
g}.\é de cette autre basée sur Viddée de fimize ot dfie & Weierstrass et
eray.
(3) Weyrl, méme loc.
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11f1e Weyl en parlant de Brouwer (1!, ne semble. pas satisfaire
au technicien impartial, *'Si lemstence du cercle viciens; dit
F. Gonseth, ne peut éiré niée, on peut tout de méme y regarder
deux fois avant d’adopter les conclusions de Mr. Weyl: elles ne
sont pas logiquement nécessaires. Admettons méme que toute
facon de définir le nombre irrationnel comporte un cercle vi-
cieux, nous n’en pouvons jamais logiquement tirer que"cecis
il n’est pas possible de ramener sans pétiion de principes la
notion du nombre réel quelconque & celle du nombre rationnel
et du nombre entier. Mais de cette constation &4 V’affirmation
que la notion du nombre irrationnel et celle de point, de ligne
continue, etc... sont condamnées, il y a un abime”’ (8).

Si on cherche maintenant 3 décrire une doctrine d’ensem-
ble du point de vue néo-intuitionniste et & en préciser les con-
tours, on est lout de suite frappé par Vaspect d’une entreprise
qui desinit in piscem puisqu’on se trouve en présence de quel-
ques vues iragmentaires, difficilément constituables en une
doctrine qui puisse se présenter comme ¢tant La mathématique
du peint de vue néo-intuitionniste et sur laquelle il y ait accord
entre ces auteurs, Car aussi loin que je puisse en juger d’aprés
les travaux de ces auteyrs, chacun 4 son systime propre et
méme parfois des vues qui vont & l'encontre de la méthode
intuitionniste et paradoxalement en conformité avec la méthode
formaliste contre laquelle s’insurgent ces auteurs. Ainsi par
exemplc, les no_mbres réels sont construits chez Weyl de la fagon

“umfangsdefinit”’, c-i-d, 4 l'aide d’un petit nombre de princi-
pes logiques, auxquels est adjomte I'induction compléte ou ma-
thémahque en tant que principe transfini unique. D’autre part,
le méme auteur esquisse une espéce de théone des types logi-
ques semblable a celle de Russell (3},

Mais en dépit de ces différences individuelles déconcertan-
tes, 1l semble que les neo-intuitionnistes sont unanimes sur
quelques points dont le premier en importance est celui-gi:
méthode et fondement des mathématiques sont 1'unique indui-
tion. En ccla ils se reclament de Poincaré et de Borel (4), mais

{1} Wey! dit que «Brouwer est le révolutionn en matidre des ma
thénlza.blquesaguntempmulnes, vu ses amputations audacieuses, voir mé-
me loc., p

(2) F. Gonseth: Fond, des Math., 1895, p. 181.
(3) Weyl: Das Continuum, 1818,

(4) Voir sur oc_point une déclaration de Heyt.mg reprodulbe datis
tronseth: Philasophie Mathématique, 1939, p.
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ﬂlégmmement pu1squ au moins la these de Poincaré “exister
en mathemaquae ¢’'est élre ndn-contradictoire’”’, diminue par
elle-méme-s6n ‘exigénce de tout fonder sur la seule intuition,
et-que d’autre part I'intuition chez Poincaré est le “vérifiable™,
alors que pour Brouwer la démonstration de la non-contradic-
tion des mathématiques méme classiques serait sans impor-
tance pour juger de leur validité, *'de méme que l'impossibilité
de démontrer la culpabilité de V'accusé ne constitue pas unc
preuve pour sen innocence’” (1). Et en ce qui concerne l'intui-
tion, les brouweriens se refusent tous 4 l'intuition géométfrique:
quant A ce qu’ils admettent, on trouve des explications obscir-
rum per obscurius qui concernent, cc me semble, I'infuition
lemporelle comme génératrice des entités arithmétiques {nom-
bres naturels) grice & 'activité de I'esprit qui isole par abstrac-
tion ces entités du contenu psychologique de cefte intuition ct
surtout des symboles linguistiques qui les extériorisent (2, <t
c’est de ces entités que se constroisent dans la conscience md1
viduelle tous les objets mathématiqucs, dv sorte qu’existence
en mathématique signifie constructibilitd (et par non-contradic-
tion comme chez Poincaré). Aiusi dong, alors que les forma-
listes hilbertiens regardent les objets mathématiques commr
des possibilités logiques dont l'existence se révéle universellc-
ment, objectivement et indépendamment de la conscience indi-
viduelle par Ie fait qu’ils sont non-contradictorres, les néo-intui-
tionnistes se reéplient sur des actes de conscience individuelle qui
révélent comment ces objets peuvent étre coustruits meniale-
ment. C'est pourquoi une explication de Vintersubjectivité s’est
montrée depuis longtemps nécessaire, et c’est ce qu’a recem-
ment tenté de faire, pour combler la lacune néo-intuitionniste,
G. Mannoury (3).

Un deuxiéme point sur lequel il y 2 .iccord entre néo-in-
tnifionnistes est I'indépendance des mathématiques 4 1’égard
des signes du language mathématique que les hilbertiens ont
voulu Soumettre (dans leur ¢héoric de la démonstration ou de la
mélamathématique) i un traitement lui-méme mathématique

Brouwer: Zur Begrundung dev fntuitionwtzschen Uatkematik,
da.ns ath. dnn., t. 95, 1926.

(2) II est trt:s difiicile de dégaper unc nceeption commune et nette
de cs quo Jes néo-intuitionnistes entendent du mot sndyition. En cela,
comparer Heytin (Fdans Qonseth: Philos. Matl., p. 73-44) ¢t Brouwer:
Intuitioniam a ‘ermaitsm dens Bull. of Am. Math Sge., 1014,
p. B5-6.

(3) Mannoury: Die signifaschen Grundlagen der Mathematek, 1934
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pour lul precwrer  da padoison o la stabilité d'un instrument
matériel’” 1, «t dont lv- signe- sont par conséquent regardés
comme étant en cux-mémes des éalités mathématiques des que
le traitement avgued ils sunt ~oumis démontre leur consistanc.
logique (non-contradictionr. Ceite iondance marque aussi le.
travaux de I"Ecole de Vierne:  Ce qui nous séparent des adep:
tes de cette dcole dit un brouwericn, c’'est l'estimation du rdle
du langage. Nons maintenions qui la tiche ne consiste pas dun-
I’étude des langues, nj dois colies des 1dées que la langue tache
d’exprimer, mais dans Lo cieadon dves ildées Cies-mémes®” 2

Un worsidme point - b rojot Ga kerdican kon datin [ Comunc
tondement valide dis 1 - anomiehis mathématiques, surtowt
tels qulila e venvouuen s Ll et alsioo e des ensembles
En eftet, 1ex camorious Connrdistes) regaidenst tutte guestios.
cn mathénutique wummae poasont Hre traachée par 'alierna-
tve, et G. Captor regued o e wnserable coinrme saffisamment
déterminé dés qu'on peuvail dirc d'nn élémenr guelconqgue
qu'il lot appartenait ow won. Falksnt preuve de grande timi-
dité en présence de 'iubit. o= uén-inmntionaistes acceptent in-
distinctemenr comem dogine (it Pesprit n'est capable qué d'un
iwombye find A uctes de frsse conzéquence nécessaire du
point de vue psvehologisie qui veat gue Uexistenice en mathd-
matique soit I coustinsniid L o par suite =i Von pose par
exemple la yynesiion e sivoir si au cours du développement dé-
cimal d¢ N -argiry & un sgonnnt donué ke snite 0, 1, 2, 3...4.
cette question est absorde et ne peat pas se trancher par oui ou
non, vu qu’elle implique des actes de pensée d’un nombre in-
fini . "Remarquens, précist Heyting, que nous ne rejetons
pas le principe du ticrs excly comnme étant faux, nous noms:
bornons i le considérer comme trop mal fondé pour servir de
base aux mathématiqu:-" 1. Powr wrancher une question ma-
thématique, il ne faut donc par recourir au raisonnement abs-
trait au moyen du &ertiem nou detier; il faut montrer seulement
la possibilité de construite mentalement, c-i-d, de calculer sur
des objets cxistant préadablemont dans PVintuition . On est
done loin des ensembles absiraits qui posent des existences,car

{1 Brouwer: Mathematid 0 fegenschafl upd Spracke. dans Mo
neatakefte f. Math, n. Phy2, t 38, 1929, p. 158.

(2) Heyting, loc. eit., p. 7a

{0 Qonzoth: Foend, de: Hath , (uvn

(1 Heyting. loe at o 7u

(6 Ibid.
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tout ensemble doit &tre construit des éléments indiscutablement
préexistants. D’oll une transformation radicale des mathéma-
tiques classiques. Surtout le conftnuun traditionnel depuis De-
dekind ne peut subsister commt un ensemble infini parfait ().
Nous avons déja vu le rejet, par Weyl, du nombre irrationnel,
gardien dn coniinu géoméirique. Brouwer montre aussi que le
“point’’ dans un continu n’est jamais actuel, mais peut étre
siulement regardé comme limite des divisions infinies; auwme-
ment dit, le nombre irrationnel n’est pas actuel, mais peunt étre
seulement déterminé approximativement par des fractions dé-
cimales infinies dont la continuation devient selon son expres-
sion unuedium de libae devensr qui né se compose pas de §'élé-
ment (points) mais des parties elles-mémes continues. Préciser
est assez difficile: on peut dire que le continuum ne peut pas
étre regardé commme un ensemble infini dosé, mals comme
- I'expression d’'un processus continuable indéfiniment, comme

" cin medium Ireies Werdens'' = .

Tels sont quelques principes fondamentaux de la recons-
ttution des mathématiques du points de vue des brouweriens.
‘Ces principes du néo-intuitionnisme, comme le remarque ¢
mathématicien bien avisé, Fraenkel, font perdre sa validité &
la plus grande partie de I’Analyse classique €t de la théorne
des enscmbles. Mais il est encore plus impressionnant que mé-
me les domaines conservés ne se laissent fonder qu’avec de
grandes difficultés, ct de petites parties seulement ont vraimen:
réussi @ &tre prouvécs jusqu’d maintenant’’ (5. I est vral que
la reconstruction néo-intuitionniste des maihématiques n’est
pas encore achevée; mais puisque les vues des intuitionnistes
dans ce gu’ils amputent aussi bien que dans ce qu'ils édifient
ou conservent, renconire la plus vive résistance non seulemen:
dans le camp de leurs adversaires les formalistes, mais aussi
parmi les purs techniciens peu soucienx du probléme du fonde-
ment, nous nous abstenons d’insister davantage sur cette doc-
trine et nous passons aux formalistes.

§ 7. — Ceux-ci se sont réunis longiemps autour de D.

{1) Un cnsemble est parfai¥ quand il est en mine temps depse et
Jermé. Et 1] est denss quand ses aéments sont tous priagpaur (Haup-
teleent); et il est fermé (abgeschloszenc) quend toute sériz fonds-
mentale & un élément-limite dans Uensemble.

{2) Brouwer: [ie Strukter des Kontinusms, 1830,

(3) Fracokel: Discontinu et contina, IX¢ Coug. Intern. de Philos,,
Parig 1937, t. VI, p. 168
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Hilbert, dont la méthode axiomatique appliquée dés 1899 & la
(Géoméirie est restée célébre et a provogué I'admiration indivi-
sible des mathématiciens modernes au nombre de gqui figure
en premitre place le nom de Poincaré. Entre 189g et 1918,
année ol Hilbert a commencé sa campagne contre les brouwe-
riens, un événement important s’est produit: I’apparition des
Principia Mathematica (1910-1913) de Whitehead - Russell,
ouvrage qui donne le point de vue des logisticiens au sujet des
fondements simplement logiques - des mathématiques. Aussi,
Hilbert en tient-il compte dans sa compagne, de sorte gqu’entre
ses mains, axiomatique e# logistique collaborent ensemble dans
Védification de sa théoric de la démonsiration ou mélamathé-
matigee, destinée 3 fonder les mathématiques sur nn formaiis-
_ me intégral.

En 18qg, par conséquent avant la méthode logistique et Ia
méthode néo-intuitionniste, Hilbert ne pouvait distinguer en
maticre de méthode que la méthods génetigr. en théore de-
nombres, a laquelle il opposait sa méthode aviomatiqueen Ceo
miétrie. La premiére est celle de la doctring arithimétisante qu
reconstituait toute I’Analyse 4_partir de I'iddée du nombre en-
tier et des opérations dont jl est susceptible. Ainsi procédaient
\WVeiersttass ¢t Kroncker ¢n Allemagne, Meray et §, Tannery
¢n Prance. — C'est seulement a la spite des géométries non-
enclidiennes et de Ja conception la plus large qu’on s’cst faite du
principe de la dualité projective qu'on est parvenu d lidée
d’une méthode axiomatique en géométrie; c'est & dire A I'idé»
d’étres géométriques abstraits, susceptibles d’une multitude
d’interprétations ‘dans 1c domaine de |’intuition (pure ou empi-
riquej, dont les seules propriétés sont enoncées au moyen d’un
systéme d’axiomes, librement choisis, congus comme simples
relations logiques (appartenance, inclusion, égalité, etc...) et
qui ne prétendent pas étre vrais en éux-mémes. Ce sont, selon
I’éxpression de Mr, Lalande {2;, des fexss dont la vérité, s’il en est
question, estla possibilit¢ d’endéduire d’autres propositions; ou
encore selon V'expression des logisticiens des fonctions propor-
tionnelles qui ne disent rien de particulier sur les choses comme
les propositions proprement dites, mais qui sont des cadres dis-
ponibles & recevoir une multitude de pareilles propositions, par
consequent des expressions variables ou indéterminées que G.

(1) Lalande: Fue Phel, suppl. — olexis»
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Frege a légiimement qualifié de pseudoaxiomes 1 par oppost-
tion aux axiomes déterminés d’Euclide, -— ’est précisement
‘cette nature variabl¢ ou indéterminée d’un systéme moderne
d’axiomes qui a posé le probléme épinenx {longuement discuté
par Hilbert) et présque insoluble de fa non-confradiclion  des
axiomes, étoffe commune de la safurdfion {un sysiéme cst sa
turé ou fermé si I’adjonction d’un nouvel axiome le rend con-
tradictoire) et de 1'indépendcnce (un axiome est indépendent
des autres si le systéme f{ormé dc ceux-ci et dec sa négation est
non contradictoire}. En 18gg, dans I’aménagement d'une axio-
matique en Géométrie, Hilbert 2 résolu ce probléme épineux
indiretterment et par délégation : Ja non-contradiction de I’arith-
métique est déléguée 4 la géométric. C'est 1 Ja ~onséquencs
nécessaire de 'arithmétisation des mathématiques.

Ce sont 14 les deux méthodes qu’opposcnt Hilbert 1'une &
I'autre en 18gg. La question qu’il se pose alors est de savoir
“si la yméthode génétique est Ja seule approprife wux nembre:,
la méthode axiomatique pour Je¢ fondement de Ia Jéométric. .
Voici mon opinion, dit-il: malgré Ta haute valeur nédagogique
¢t heuristique de Ia méthode gérstique, la méthoed~ axiomati-
que est préférable pour une repré=tntation définitive -t un com-
plet affermissement logique'de Ja théorie des nombres réels’” /2
Et dans un mémoire : Sur le Concepl du Nosrbre, il donne un
systéme d’axiomes destinés 3 fond-r les nombres ~#els, et cal-
qués @t peu prés sur ceux de la géométrie ™. Lo Xifficulté ~st
tci d'établir directement la non-contradiction de cetie axiema
tique inifizle sur laquelle repose la non-contradiction dc toutc
la mathématique v comprise la géomeétrie.

Hilbert reconniit de bonne heure ’obstacle : d¢< 1g00, lors
du II° Congres des mathéinaticiens (Paris), il regarde comme
un grand probléme 2 résoundte la démonstration de la non-con-
tradiction de I’arithmétique, pour laquelle, 4 1a différence de
ce qui a lien en géométrie, “il faut cette fois prendre la route
directe’’ (5). En 1g04, ayant en connaissance des travaux les

(1) G. Frege, dans Jakresherich' Ior deutechen Mathematiker —
Wereinigung, 1903.

(2) 6. Elfendi: Eztencipn de la logique ot Fond. des Muath., § 23.
p- 178-203. i

(3) Hilbert: Grundlagen der Geometric (Anhang VI) p. 246.

(4} Voir Pexposé de ces axiamés dans Poirrier: Le nombre.

(5) Hilkert, dans 77* Congrés Inter. des Mathématiciens, Paris
1900, t. IV, p. 300.
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phus reents de Frege - pére de ta logistique - il retnargue
que fonder I’arithmétique sur la logique'’ n’est pas posstble
parce Que pour exposcr les lois logiques, certains concepts
rrithmftiques comme celui d'ensemble et celui du nombre car-
dinal sont indispensables”. Reste donc la scule ressource d'un:
“1éédification wriiltande de la mathématique ot de 1a logi-
que’” 1. Mas crite démonstration reste 4 P'état d’un projet
jusqu'en 020 tors deia constitation véritable ue =1 théorie 4-
o ddinonstieiers on méamathématique, destinée 4 sauver ses
méthodes ¢t ses resultats des ampertations, réclamées par les
mtuitionnistes, cuxquelles il ne veut pas se résoudre.
Nt ie reget de Ty ténrie absraite des -n-embles, (n parti-
cohier Parithi tque do transfing “la plus admirable, cffiores-
o de Peermit mathématique” . ni suriout le renoncenient aux
Cilrenles dumooii-deLons o citervient e tiers exclu, oe le
votvent re-ipne. =3 cencde signulé par Weyl (cf. § 6) est in-
Sunieostabic, du moins il st ineifonsit. "Brouwer a’est pas la
tvelution come croit Wovl (~he § 6, mais le renouvellement
d e wenictive o pidtseh avee d’apciennes inéthodes qui, A
i'ur L'poqm sruinue pits éns 1giqu ment utilizées, ont comple-
STl LLFl‘Jut. t mintoant qtic e pouvoir ceniral est armé

Coenforce piany D e Dedebiad - £ Canter, sont a Pavance
crace s Dinseecd?t 2 T <plution véritable de toutes ces
Looibs =g 0 pay b breawerniens est done une formali-

conoeh s rseaniign, - ordee & 1 logique symbolique
eonpe s oot AR 0 o Whitehead - Russell.

Fa dorrliv gon fde Venisembir des mathématiques pro-
voo-yvatein goodrel dues siga s ou des formules concernant

wf e qui pewt elre dit mathérnadque et logique; et la méta-
matacinatique devient b scicnee dont 'objet est 1'assemblage
aec signes on tormiles, feur organisation en unités de dépen-
deqree ou théeries™ ¢l u pour tiche primordiale la démons-
tratien de Iz non. wntrudn tion formelle. Dans son article : Dir
wesschen Grondsge . der Mathen ik ¥ Hilbert fonde Ce 5y5-
reme de soe s iy avatp groupes d’axiomes: ceux de
Vimplheaiio: , do la sédgetic i (désignée par un trait hori-
zental), de I"édgediic et du nombre entier. 11 prétend avoir dé-

« a1 Tilhedt. don: "nha.r'rdiun-g;q d 11l Intern. Math Kangress
ik par oevatdés Jiam, eé Yyeb. Form., p. 90,
B Hnb-un. dins Cavallles, p. ©35-1.
(3) Hilbert, dans ath. Aun., 1925, p. 1716
v Dans Mot gerlsehe daaden, 1023
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montré la non-contradiction des axiomes métamathémabques
sujvants :

L..c... A>(B=>4A . . . . . dansPM 202
{A>@A>B}-[Bax (>0} . . 45
{(A>B->CQ}-{B>MA>0Q}. . 04
B>C>{@Aa+B>mA>0} . . .05

IL..... A3 @AB. .. . . . . .. 25
A>B>{(R>8->B}. . . . .6

Moo a=a . . . . . . « . . . . 15
a=b>A@->»>AMHmB . . . . . .21

IV, .... a4+1 =10
d(atl) =a

. Ce sont la selon lui les axiomes mélamathématiques sur

lesquels se fondent toute la mathénatique positive. Nous

avons noté par des nombres leurs analogues dans Principia
Muathénatica auquel nous avons donné le sigle PI. Le procéds
de démonstration des formules dériviées i partir de ces formules-
axiomes est celul gni vaut dans tout systtme formel : la réglh
de I smbstitnlion qu’on rencontre chez les logisticiens : Peano
¢t Russzell, ot dant le schéma chez Hilbert se présente comme
<uit

S=>T
¥ .

La démoustration cst vxemple du 1 maniére a la fois dout
la théoric des enscmples peut étie intégrée au formnalisme et
dont ja métamathématique situe ot résoud les problémes, Nous
ne pouvons pas toutefois suivre ici ves problémes délicafs .¢
de caractére technique dont le mathématicien avisé est ic seul
juge pour savoir si oui ou non les amputations brouweriennes
sont par la refutées. Ce qui est certain pour nous, ¢'est que le
probléme fondainental de Ia non-contradicton des mathéma-
tiques n'est pas vncore résolu une fois gue Jogique et arithmé-
tque sont simultapément édifiées. Cela est di essentiellement
au fait que les axiomes de base sont des fonctions proposition-
nelles et non des propositions proprement dites. A supposer
méme que tous les axiomes soient, actuellement et dans les
limjtes des épreuves faites, consistantes, rien ne peut nous
assurer que dans de lointains développements ils ne révéleront
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pas de contradiction. D'aulre part nous croyons qu'ung fois
appelée métamathématique, les difficnltés n’ont pas cessé
d’exister, ellrs ont sculement changé de nom. D’ailleurs, 'c
mathématicicn Gocdel o démontré en 1928 I'impossibilité de 1
démonstration de la non-contradiction au sein d'un méme sys-
ttme d’axiomes. Notons cependant que Hilbert n’élait pas
satisfait de ses premiers résultats et qu’il n'a cessé de revenir
a la question de la non-contradiction d'une axiomatiqur méta-
mathématique. Une fois de plus, il a déclaré en 1928 que ses
recherches ont abouti & des résultats définitifs. Mais nous igno-
rons 5°il les a publié avant sa mort survenue en 1937. Ce que
nous savons c’est que la théorie hilberenne, 2'é€tant pas com
pleétement ¢élaborée, o animé, dans cette direction, d: 2 travaux
ireportants tels que ceux de W, Ackermann, de Bernays, de
J- Herbrand, de v. Ncumann, de Frasnkel, de Destouches ete.
Nous savons aussi que quel que soit le résultat de ces travaux,
il ne peut pas satisfaire aux néo-intutionnistes qui refusent
d’admettre la non-contradiction comme preuve de 1’existence
des objects mathématiques... Lo crise continue, mais la tech-
nique mathématiqgue n’en souffre réellement pas.

S. ELFENDI



