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Connu dés le 14 siécle par une traduction latine de sa
«Réfutation des Juils», as-Samaw’al ibn Yalwya al-Magribi (1)
a été étudié en tant que médecin par Leclerc dans son «Histoire
de la Médecine chez les Arabes» (2). Mais ses éerits mathématiques.
dont quelques rares manuscrits sont conservés a Istanbul et A
Berlin, ne semblent pas avoir fait 'objet d’unc étude compléte.
Or, un travail que nous préparons sur le mathématicien al-Karagi,
nous ayant amené a rechercher son influence sur les mathématiciens
postéricurs, nous avons pris connaissance des deux ccuvres suivantes
d’as-Samaw’al :

Al-Magaz al-Midawi (3)
Al-Béhir fi-I-Hisab (4)

Si al-Muagaz cst d’un. caractére élémentaire et.ne 'rcnscignc
pas sur la vraie valeur de son auteur (3), par contre le second qui
présentc Ialgcbrc de ’époque, a son stade le plus avancé, nous
révele un as-Samaw’al, mathématicien de classe, qui mérite d’érre
placé au tout prcmicr rang des algébristes arabes.

L'objet de cet article est de présenter au lecteur quelques
extraits d’al-Bahtr (6) montrant la part de l'auteur dans 'avan-
cement de ["algébre.

Les contributions d’as-Samaw'al méntent, d’ailleurs, d’étre
soulignées. Grace a lw, un progrés décisif est réalisé dans ['usage des
nombres soustractifs ou a‘qﬁmnu (7). On en jugera micux si on voit
ol en €tait leur emploi & son époque.

Chez lc premier algébriste de langue arabe, al-Hudrizmi, la
régle de multiplication des signes est clairement énoncéc et couram-
ment emplovée (8). Dans le développement des produits (10—x)3,
{10 —x) (10 + x), al-Hudrizmi écrit textuellement: moins x par
moins x égale plus x% moins x par plus x égale moins x* (9).
Sans doute ne faut-il voir 1A qu'une convention, un abus dec
langage destiné& énoncer certains résultats sous une forme commodec,
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ct al-Huirizmi, suivi en cela par les mathématiciens uliéricurs,
dont as-Samaw’al {ui-méme, ne reconnait pas ['existence ¢n soi
de — 10.

Mais Je fait est quc cet abus, dont le caractére antigrammatical
cl illogique ¢tait reconnu par les mathématicivns, a continué d'étre
utilisé au titre de régle opératoir: et a rendu d'immenses services
4 Palgébre. Pour la soustraction des signes. ricn d’analoguc. Al-
Huiirizmi énonce les résultats suivants :

(20 — 200) — ( +200 — 10, = 30 --2 V200
(100 + X2 ——20x) + 30 — 10X — 2 x% = 150 —x*— 10 x.

Il donne de la premiére égalité une justification Jahorieuse
sur figure, dénuéc de tout intérét opératoire, mais avouc son in-
succés a représenter I'addition des deux trindémes par dcs lignes.
Cependant, dit-il, le résultat de I'addidon se justifie par le discours:
«Tu sais que tu as 100 4 x* — 20 x; en lui ajoutant 50 4 10 x,
cela devient 150 + x* — 10 x, car les 10 x additifs ont restauré
(gabar) 10 x des 20 x manquants et il est resté 150 + x2 — 10 x.
D’autre part, il y avait un x® avec [e 100; en retranchant de 100 +
x® les 2 x% soustraits de 50, un x* emporfe un x° ct tu dois
encore un x?; ce qui fait 1350 — x* — 10 x C.Q.F.D.» (11). Ainsi
donc Pattention du mathématicien est détournée du mondme
soustractif en sof, vers la quantité dont il cst soustrait, d laguelle
on ajoutera justement le termie qui lui mangque (gabr); et 'addition d'un
terme soustractif avec un terme additif, comme — 2 x* avec =2
se présente avec l'idée sous-jacente de «gabry: restituer ici la plus
grande partie manquante: un x2 sur deux.

Cette décomposition de Paddidon — 2 x? + x? cn plusieurs
temps (— x* — x* + x?; x* — x*; — x?), sur lesquels l'attention
du mathématicien se porte avec la méme force, scmble le distraire
du résultat final et de !z _formulation d'une régle générale pour
I’obtenir.

Deux siécles plus tard, la question a progressé 4 peine. Dans
al-Fahkri, al-Karagi cffectue, par Jabr, I'opération:

(8 x + 20 +x% — 710 x — 4+ —x?) {12},

c'est-d-dire qu’il ajoute x* aux deux polynémes, pour restituer
au deuxiéme le terme qui iui manque; et il évite ainsi
la sousiraction de nombres soustractifs, opération dont la signification
et Ja justification lui échappent.

La soustraction continue ainsi: «otez 8 x de 10 x, le reste 2x

cst soustractifs ce qui représente un progrés sur la maniére
d’al-Huianzmi. Mais la soustraction d’un nombre soustractif sera
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toujours €ludée par al-Karagi ¢t aucune audace de langage ou de
pensée ne Paménera 4 dire x* — (— x%) = 2 x* Or, cette défail-
lance va pescr sur son mcuvre ¢t entraver son développement dans
la théoric de Pextraction de la racinge carrée. On doit 4 ce mathé-
maticten e premier caleul de la racine carrée d'un polynéme.
Voici comment il en énonce la régle sur fe polyndme (13):

Plx) = x* + 1257 — Ox% + 2p x5 £ 427 4 [B P — 25 0

4+ 30x -4

La racine de 4 x% est 2 x¥; olons do P(‘() le carmé de 2 X3, nous
obtenons: R, {x) = 12x% 4+ 9x° A .49

Cherchons le tcrrm :"\' tel que A(2.2 x') = [2 %7, nous trouvons
3x% Ouons alors de R, (x), la quantité 3 x? (2.2 x4 + 3 x%),
Hreste: Ry(x) = 20x™ 4+ 42 x* +18x% + .., + 9.

La partic trouvée de la racins est 2 x* 4- 3 x% Calculons B el que
2{2 x* + 3 x%)B <~ B® puisse se retrancher de R, (x). Nous trou-
vons B = 5 x ele...

On voit que lextraction de la racine carrée de P(x) repose
sur le développement du carré d’un polyndéme suivant la formule
survanlte :

(N —-B4+C+ 4+ K4-L)r=A2 - 2A '+ B)B+(2AJ—‘7B
+ C)C +... : (2A+2B+QC+...+2K+L,L

ot l'on rcconnait la somme decs carrés des termes ot le double

produit de chacun des termes par ceix qui le précédent.

Or, malgrc la généralité de la rcglc qu’il vient de¢ découvrir,
al- I\aragl n'cn saisit pas I"application i des polynémes contenant
des termes soustractifs. Analysant la formation du carré P? d'un
polynéme P, en vue de surprendre un moyen d’en retrouver la
racine, on le sent visiblement géné par le fait que certains coefficicnts
de P? soicnt le résultat d’additions et de soustractions combinées;
de méme qu'on lc sent embarrassé par la disparition de certaines
puissances dans P% C'est cn vain qu’il multiplic les remarques
ingénicuscs, et qu’il divise la question cn cas ct sous-cas. Il réussit
a trouver la racine quand clle cst formée de trois termes ou quatre,
(de cinq aussi, mais trés péniblement); cependant sa résolution
se lait par des considérations pardculiéres 3 chaque cas et non
par I'uulisation dc la régle générale qu'on lut doit.

Est-il vraiment inutile de notcr qu’al-Karagi a utilisé Ia seule
régle des S|gncs connue A I'cpoquc, cclle de la multiplication,
et que s'il avait été familiarisé avec la soustraction des nombres
soustractifs ct additifs, les altérations subics' par les coefficients
dans I’élévation cn carré n'auraient pas été pour lui un obstacle?
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[l appartenait 4 as-Samaw’al de reconnaitre que la régle
trouvée par al-Karagi pouvait devenir tout & it générale, moven-
nant l'introduction de nouvelles régles e soustraction. Clest a
cetle occiusion qu’il énonce textuclHement (14): «Si nous sous-
trayons un nombre additil’ d'un nombre soustracuil le resue est égal
4 leur somme soustractive; st nous soustravons un nombre sous-
raclil d’un nombre soustractil plus grand. Te reste égab- leur dif-
[érence soustractive; si e nombre dont on sousirait st inléricur
au nombre oté, le reste est leur différence additive; si Pon soustrait
e nombre soustractif d’un nombre additif, le resie égale leur somme
additive; si nous soustrayons un nombre additif d*une puissance
absente (13}, 1l reste le méme nombre négatil; st nous soustravons
le nombre négatif d'unc puissanct: abscate, il en reste le méme
nombre positif»,

Ce texte renferme toutes les audaces. Pour la premiére [ois,
semble-t-il, dans [histoire des mathématiques arabes, un auteur
soustrait un nombre additil d’un nombre soustractil, un nombre
soustractil d’un nombre soustractil (16;. De plus, fait d’une grande
portée, zéro cst traité comme un nombre, et on imaginc den
soustraire aussi bien un nombre additif qu'un nombre soustractil.

Il est une autre circonstance ou as-Samaw’al a sent. le besoin
des régles de soustraction. Clest dans la division des polynémes
dont on lui doit la théoric. Ces régles y sont appliquées, sans énoncé,
biecn que le chapitre de la division précéde celui de {*extraction
de la racine carrée. Ceci semble indiquer que la premiére idée
des reégles de soustraction s'est imposée & as-Samaw’al, par I'éude
critique d’al-Bakir dont il reproduit des dizaines de pages, et que
Ie chapitrc de ’extraction de la racine carréc, bien que classé aprés
celui de Ja division, a été probablement congu ct rédigé avant.

Une deuxiéme contribution importante est réalisée par as-
Samaw’al dans le domaine des puissances. Tout en conservant la
nomenclature de son époque: chosc, carré, cube, carré-carré,
carré-cube, cubo-cube, carré-carré-cube, ..., pour désigner x, x5
x?, x4, x5, x5 x7, ..., il introduit aux symboles prés, nos idées expo-
nentielles actuelles. Al-Karagi, dans le: premier chapitre d’al-

’ = = y o= ' - . .
- ¥
Fahri, avait eu le mérite remarquable d'inclure, indistinctement,
I 11

dans la notion de puissance les quantités x, x2, %3, ..., TR

As-Samaw’al qui a cité ce passagc d'al-Fahri, dispose alors sur
une méme droite (17;, 4 partir de l'unité, en allant vers la gauche
les puissances successives: x, x% x3, x4, ...; affectant P'unité (et les
termnes constants) du rang {ou degré) zéro, ct les autres puissances
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des rangs: 1, 2, 3, 4... Puis, sur la méme droite, il dispose 4 la
. A T S A
droite de¢ Punité iR N B

qu'il affecte également des rangs 1, 2, 3, 4.

5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 35
I : :

xPjoxt | oxt | x® | L l .

| l I X xPpXT ]

a Ia suite de quot, 1l établit les régles de muitiplication ct de divi-

sion des mondmes qu'il énonce ainsi pour la multiplication {18):

X

«Si lus deux puissances sont de part ct d'autre [de Punité],
a partr de Punc d’entre clles nous comptons dans la direction
de P'unité, autant {de casicrs] qu'il y a entre P'unité ct [Mautre
puissance. Si les deux puissances sont d’un méme c6té de l'unité,
nous comptons dans lc sens opposé 4 I'unités.

A quclques siécles de distance, cctte régle n’évoquce-t-clle pas
notre addition de vecteurs portés par un axc ct la distinction des
dcux sens de parcours sur une droite, qui s’cst avérée si féconde
dans notrc géométric modcrne?

A coté de cette régle que nous qualificrions de graphique,
as-Samaw’al énonce expressément dans les exemples traités, que
le rang (ou degré) du produit de decux puissances est la somme
des rangs des deux puissances, si ¢lles sont d’un méme c6té de 'unité,
et leur différcnce si les puissances sont de part ct d'autre (19).
Le rang de (::1—3 %; est 3 + 4 = 7. Celui de (;li -‘3) est3 — 2
= I, pris du c6té de 3 qui est lc plus fort.

Plus loin, dans le chapitre: «Division des monomes» (20),
as-Samaw’al s'cxprime ainsi: «Pour divisce une puissance par une
autre, si clies sont d'un méme coté [de l'unité] nous comptons
A partir du dividende vers Punité-autant [de casicrs] qu'il y cn
a de Punité au diviseur. Si les puissances sont de part ct d'autre
[de Punité] nous comptons & partir du dividendc cn sens contraire
de 'unité. La puissance ot 'on aboutit est celle du quoticnt».
As-Samaw’al explique l'usage de cette régle sur les exemples :

1 L I
G g =9 x3: 2ot =H—]: -] — ]=8x"...
8 x3:4x 2x%; 24 x%:6x 4(-\:4),16(‘(3 '2(3:5) 8x
Aux apports fondamentaux relatifs aux puissances et 4 la

soustraction des nombres additifs et soustractifs, i la remarquable
théorie de la division des polyndmes, 4 Pextraction de la racine
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carrée d'un polyni. e A coeflicients soustractils et additifs, vient
encore s'ajouter la résolution d’un nombre important de questions
laissées sans réponse par ses prédécesseurs. Clest ainsi qu’as-
Samaw’al vient & bout de la formule 17 + 2% + 32 5+ . + n? =

n(n + 1)6{2n )

ot avait échoué al-Karagi (22).
11 démontre également:

2[1.24-3. 44-5.6+ ...+ (2n—1) (2n)] +n=12+22+...5 (2n)*(23).
1.243.445.6 +... + (2n—1) (2n) = 14+3+5 + ... + (2n—1) ~
12 4+ 3% 4 5% = .. + (2n—1)2 (24).

et bon nombre de propositions analogues, comme la sommation
des cubes des n premiers nombres entiers (25) dont al-Karagi
avait donné une solution géomérrique. Opérant un travail de base,
as-Samaw’al donne systématiquement la démonstration des régles
opératoires dont I'évidence ct le caractére théorique avaicnt, peut-
étre, rcbuté les mathématiciens antéricurs. Les régles

a.c ac &
= = :C (26)

' d bd d b
W 2% = ab (28)

ct bien d'autres analogucs sont impitoyablement passées au crible
de la déduction mathématique.

Il serait trop long d'énumeérer toutes les richesses contenues
dans al-Bahir, Signalons-y cependant pour terminer I'apparition
des combinaisons (29). Le probléme qui provoque la naissance
de cette notion est celui du calcul de dix inconnues connaissant
leur somme six a six (30), ce qui améne as-Samaw’al a écrire un
prodigieux systéme dc 210 équations & dix inconnues; et la maniére

.dont il s'v prend montre qu’il est, évidemment, en possession
d’une régle raisonnée pour former les combinaisons. Dans la réso-
lution du systéme, as-Samaw’al déploie, d’ailleurs, les qualités
d’un trés habile calculateur ct d'un esprit vigoureux qui ne recule
pas devant Pexamen de la compatibilité d’'un nombre aussi grand
d'équations. A une époquc ou tout symbolisme était inexistant,
poscr un tel probléme était déja unc gageure, mais 'auteur trouve
tout naturel de désigner les dix inconnues par les dix premiers
nombres écrits cn chiffres indiens. Le systéme se présente sous
la forme d’un tableau en deux pages, de 35 lignes chacune, et ol
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la page est divisée en trois colonnes. Voici un fragment de la
l¢re colonne:

a 123456(65 |oka,b, g dh,w zontla valeur des
b 12325770 lettres de Ialphabet numéral: 1, 2, 3, 4,
G T23458]75 5, 6,_‘7 et désigr_'u:nt, ici, ‘Ic r‘nng._La
premucre ligne sc lit donc: lére équation,
d 12345980 || six premiércs inconnues onl
3 pour
h 1 234510605 somme 63.
w 1 23467135
(z 123468]|60

Remarquons qu‘t':' dans le texte, as-Samaw'al désigne les
inconnucs par les mots: le premicer, le deuxiéme, ete... sans user
d’abréviation. Cc possagc montre, d’aprés nous, quc la découverte
des notations nc posait pas pour les Arabes un probléme de diffi-
culté maJeurr: et que c'est surtout Iétat élémentaire de l’a]g:.brc
chez cux, _;omt aux exigences spéciales de leur langue et & un

certoin sentiment des convenances (313, qui les détourna durane des
sitcles du symbolisme algébrique.

Tel est un apergu rapide et forcément incomplet d’une ceuvre
qui s¢ place au premicr rang des algébres arabes. Ajoutons qu'a
sa valeur mathema.thuc, s’ajoutc un intérét historique. AI-Bdakir
nous a conscrvé un bon nombre de fragments d'ccuvres antérieures
perdues, dont le fameux triangle arithméuque, dit de Pascal ou
de Tartaglia, découvert par al- harngl (32). De plus, as-Samaw’al
v mpporfa les’ propositions qu'il énonce A leur prcmlcr auteur,
ce qui peut rendre de grands services dans les questions de priorité
ct, d’unc fagon plus généralc, dans la connaissance de histoire
des mathématiques chez les Arabes.

Dans les pages qui suivent, nous donnons la traduction de
quelques-uns des extraits publiés plus loin.

DIVISION DES POLYNOMES

[Aucun mathématicien w’ayant, avant lui, énorcé de régle pour la
division des, polynimes, as-Samaw'al se¢ propose d'en exposer une sur un
exemple. La méthode s'inspire de la division des nombres écrits dans la
numérolation indienns (de position), ¢t se lrouos flre, en substance, la mé-
thode clnssique utilisée de nos jours. On admirera la remavquable généralité
gu'as-Samaw'al a donnfe & sa rigle et Paisance avec laguelle il [utilise
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dans des polynémes généralisés formés, comme nous dirions de nos jours,
de puissances enfiéres posilives el négalives de ['inconnue].

(fol. 172). Soit i diviscr:
1
20x® + 2x% 4+ 58 x* 4 75 x% ~ 125x% — 9h x + 94 — 140 —

1 1 |
— 50—+ 90— 4 20—
X kY

. . |
par 2x* -+ 5x 4+ 5 + 10?

o ] 1 1

o] -5 1T | 3 2 H — — — —
X X X’ X X X unies . <7 " =
20 2 S8 | 75 [ 125} 96 | 9+ | 140 50 | 90 | 20

2.1 0 5 5 10

Disposons les polyndmes généralisés dans leur ordre naturel,
comme ci-dessous, en mettant 0 dans les cases vides

. Divisons Ia plus haute puissance du dividende par la plus haute
- -haute puissance du diviseur, nous obtenons 10 x3 pour quotient
~ quc nous écrivons dans le casier des x3, en face de 73; puis multi-
pliens 10 x* par le diviseur ct soustravons lc produit de 10 x3
par chaque puissance du diviscur du terme situé au-dessus, et
déplagons le diviscur vers la droite d'un casier, comme dans le
calcul indien. Il en résulte le tableau suivani:

i

. [ 1
X3 x1 x3 x= X | unités —i - | =7
. X ! X
|

10

2 18 | 25| 259 | 94 140} 350 | 90 { 20

10

)
o
[}
wn
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Nous cherchons alors le plus grand nombre dont le produit
par le diviseur n'excéde pas be reste obteau. Nous trouvens 1 que
nous multiplions par e diviseur en dtant e produit par | de chaque
puissantce, du terme qui est en face dCelles Puis nous déplagons le
divizeur dtun casier vers la droie; i en résulte Je tableau suivant:

: . N ! |
x¥ | X ow® X juets) — o — | — | =
x | x* | x X
. 10 1
—— ——

8 |20 20| 8 | 94 |140| 50| 90| 20

(g
o
wn
w
=

Puis nous cherchons le plus grand nombre dont le produit
par les diflérentes puissances du diviscur ne soit pas supéricur
aux puissances [du dividende] situées au-dessus. Nous trouvons
4 que nous plagons avani le [ et nous le multiplions par les puissances
du diviscur cn 6tant les produits respectils des termes situés au-
clessus. Puis nous déplagons le diviseur vers Ia droite [d’un c:tsmr]
Il ¢n résulie le tableau suivant:

“l
N . I 1 1 |1
x? X* X junits| — | — | — | —
X x2 x? x1

10 1 4

20 O p 66 | 54 [ 150} 50 | 90 | 20

Puis nous cherchons Ie plis grand nombre dont le produit
par la derniére puissance du diviscur n'excéde pas e tprme situé
au-clessus d'elle. Nous trouvons 10, que nous mettons ~vant e 4.
¢t nous le multiplions par la derniére ligne; puis, nous sbustrayons
le produit de la ligne du milicu. Ensuite, nous déplagons le diviscur
vers la droite d’un casier.
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(fet, as-Samaw'al juge inutile de donner wu lablean, qui aurait été
le suiwant):

1. N
X bt X funies -:{- _\: E_\_s _\T

P |

woor o ! 0, o
( 16 i 4 40 a0 0 90

i I. ._ o I

W2 01+ 3 3 T I

| | !

Nous recherchons un nombre comme précédemment ot nous
n'en trouvpns pas. Nous metions zéro avant le 10 de la ligne
supéricure cf nous déplagons Ie diviscur d'un rang vers la droite.
Il vient le tableau V. .

1

l
X3 %7 xi

(L]

X |unités

o |-

10 1 4+ | 10

16 4| 40 [ 30 | 90 | 20

2 0 5 5110

Nous recherchons un nombre comme précédemment ¢t nous
trouvons 8 que nous plagons avant le zéro ¢t que nous muluplions
par la demniére ligne. Nous soustrayons de cc qui est dessus ct
nous déplagons le diviseur d'un rang vers la droite, il vient lc

tableau VI,

el oL L] LT
S R il Bl (R e I %t
e 1f4|0loy] sl
— = T
' 4 0 10 i 1n 1 20
' . I .
i 2 0 IR 10

Nous recherchons un nombre comme précédemment ¢t nous
trouvons 2. Nous le multiplions par le diviseur ¢t nous 6tons e
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praduit du dividende, il ne reste rien. Nous additionnons alors
a premiére bune et nous avons:

0% = %= 35 = 10+ B - 2t
x° X

Tel est le quotient de la division.

[Ls-Samuaw’al donne cusuite un exemple swr la division de polyndmes
termes  soustractifs).
Hxh - 2887 =68 - 38 &% 4 02 3 4 20 x — B0 NP — 200 x*

3.

t
a cliviser par
Xt — 8:\:‘-—20.\:'-'.

[ V]

[# n Poceasion d'r appliquer la régle de soustraction des nombres
soustraclifs ef additifs qu'il vient de découvrir. Voici le tableau de disposition
de fa division):

X8 X’ xf x5 x? x3 2 X

———

moins moins

6 |28 | 6 |"go-| 38 | 92 |00 20

moins

2l 8 0 [Ty

(Dans le chapitre relatif au rapport de deux polynimes, as-Sumaw'al
denne des exemples de divisions illimiltées).

(fol 192) Nous voulons prendre le rapport de 20 x* - 30x a
6 x2—12 ou bicn diviser la premiérc quantité par la seconde. Nous

les disposons comme dans le tableau I et nous I
opérons pour le rapport commec pour la :
division. Le quotient est 3 1/3 unités que nous | *° | X unites

metons dans le casicr des unités, et que nous
multiplions par 6, en retranchant le produit

de ce qui est au-dessus de 6. Il nc reste rien. | o4 | 3g
Le produit de 3 1/3 par 12 est 40 que nous |~
otons de ce qui cst au-dessus de 12, Et nous 6 0| 12

déplagons la ligne inféricure d'un rang vers
la droitc comme dans la tableau II.




100 AS-SAMAW'AL IBN YAHYA aL-MaGRioi

" Nous cherchons un nombre dont fe pro-
duit par 6 donne 30: nous trouvons 3 que
nous multiplions par e diviscur, en sous-
travant le produit de la ligne médiane ot
nous déplagons, d'un rung vers In droite, fa
quantité & laquelle Pautre o été rapportée
comme dans le tubleau III.

Puis nous cherchons un nombre donu le
produit par 6 donnc moins 40, nous trouvons
moins 6 2/3 que nous mulliplions par le
diviseur en soustrayant le produit de ce qui
est dessus, vt nous déplagons le diviscur d'un
rang vers la droite; il vient le tableau IV,

Puis nous cherchons un nombre
dont le produit par 6 donne moins 60;

nous trouvons moins 10 que nous pla-
gons avant 6 2/3 ct que nous multiplions | 3'/.

par toute la derniére ligne, ct nous dtons
cela de ce qui est au-dessus; il vienr

le tableau V.,

Puis nous cherchons un nom-

brc dont le produit par 6 donne
80, nous trouvons 13 1/3 que nous [unités

plagens aprés e 10 et que nous !
multiplions par toute la ligne infé- | 3' .-

ricure, ¢t nous otons de c¢ qui est .
au-dessus, puis nous déplagons lc :

diviscur d'un rang vers la droite;
il vient le tableau VT

[
!
RN e ——
X
31
F EICaens
30 0
5 0 12
[rr
T 1] 1
unités ~ e
3L | 3
moins | moins
H) &0
6 | O 12
IV
L[ L1
tinites -'? _'.\T ?
- moins
2 | 8%,
mgans 80
6 D 12
\.'
1 4 1 1
R R RS
- moins | moins
2 1,1
BO | 120
6 D 12
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I*uis nous cherchons un

nombre dont le produit par
B donne 120, nous le pla-
gons awvanl 3 [ 3, nous (¢
muluplions par le diviseur,
et nous otons de ce qui e
au-clessus, puis nous deépla-
cons e diviscur d'un rang
vers la deite; il vien e

tablean VIIL

Puis nous cher-y
chons un nombre dont
le pruduit par 6 donne
meins 160, nous trou-
vons moins 26 2/3 que
nous plagons, ¢t nous

déplagons Je diviseur
d’un rung vers la droi-
te; tl en résulie e

tableau VIII.

Puis nous
cherchons  un
nombre dont lc
produit par 6
donne meins 240,
nous  trouvons
moins 40 quc
nous plagons i
la suite de 26 23

V]
L 1. | I I l
, meins | mnins
3 9 gy | |13
|'||,l'|i.l:l.\
120 K
B () 12
VII
- [ | ! 1 1 1
unitds| - = _}._3— _\4_ = _,{-r;"'
rnains | mnins '
3.0 05 Ty | |130s] 20
moins | moins
168 ] 240
6 0 12
VIl
. 1 [, 1 | | 1 i
skl el (e g e o e et RO 2
) moins| moins moins
3| 5 T s 20 |Gen
o | 320
[ 6 0 2

¢t que nous multiplions par le diviscur; puis nous dtons le produit
de ce qui est au-dessus ct nous déplagons le diviscur d’un rang vers
la droite; il en résulic le tableau IX,

X

T[T jr 11T ] T1Iq1

i el Bl el Rl Rl Rl Rl Ry
moins| moins moins ) motns
3] 5 fey, | 10 [13'] 20 | aey,| a0
320 480

6] o [ 12
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contentant ici de 'approximation obtenue, nous nous arrétons la~
et nous additionnons le quotient de la division. Nous trouvons
dans cet exemple:

e o) 30 () 2ot () ()
— (264 (=) — 0 (=)

Telle c¢st la réponse approchée.
Pour la vérifier, nous la multiplions par le diviseur, lequel
est 6 x* 4+ 12; il vient: - '

20 x* - 30 x + 40 + 60 (%) 1 80 (t—l) + 120 (%) _
160 (Ll) + 240 (;l—) — 40 —60 (-l—) — 80 (\i) ~ 169 (=)
— 240(—'5-) — 320 (—1-) — 480 (-'—)

Aprés la réduction des termes addm[’s par les soustracu&

ilreste 20 x%2 — 30 x— 320 (—) — 480 ( ) La différence entre

cette quanme ct le dividende est 320 (——-) — 480 (—) qui est
le reste dans le tableau.

Si nous cherchons le quotient -exact du Tapport nous ajoutons
au quotient obtenu, le reste, ici 320(—-) — 480 (—-) divisé par

6 x* 4+ 12. Il faut répéter la division {comme nous I'avons fair,
de nombreuses fois, pour reconnaitre la relation entre les rermes
du quotient ou pour. pousser ['approximation.

Voici quant 4 la relation entre les termes. Dans la division
de 20 x* + 20 x par 6 x* =+ 12, nous avons ohrenu:

3% unités a(—i) as-; (%) 20 =
el e —eGh

Nous trouvons quc 3 I/3 cst la moitié du nombre de la 3¢
puissance a partir de lui, c.-a-d. 6 2i3; de méme, 62/3 est [a
moitié du nombre dc la 3¢ puissance a partir de lui, c.-a-d. 13 1/3;
13 1/3 est la moitié du nombre de la 3¢ puissance a partir de lui,
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soit 26 2/3. Nous trouvons de méme que 5 cst la moitié du noinbre
de la 3¢ puissmce a partir de lui, c.-i-d., 10; 10 est la moitié
du nombre de la 3¢ puissance i partir de lui, soit 20, ct 20 est Ia
moitié du nombre de Ja 3¢ puissance a parnr de Iui, soit 40. Ceci

provient de cc que (le nombre de) 1a prcm:crc puissance du divi-

scur cst la moitié (du nombre de) 1a 3¢ puissance 3 partir d clle,
c.-a-d.,, 6 et 12, )

Quant a l'ordonnance des puissances, nous avons trouvé
toujours deux puissances consécutives additives, suivies de deux
puissances conséculives soustractives. Par suite, nous connaissons
les nombres (i,,-} du quotient et son ordonnance; nous cn
écrivons autant de puissances que nous voulons, san sbesoin d’autre

opération que d’écrire lus casiers.

_ ] 1 I 1 ! 1 i 1 i 1 1
'I!'nllés - x: x3 xd x.& ¥ X X3 x® xln 11
z moins [ moins moins | moins muins | moins
3] 3 Ley, | 10 |’3"='-| 20 Logy | 40 |3l 80 |106Y,| 160
1 1 i ] T [ .1.] 1| ] I ] 1 T
x= x| x™ X | xId | g1 | x1f | 16 < | x| xB ]
10940 | enne| 5120 | 34131 Tetn t7oge, | 1280 18531/, Py st | 320 (213
1 1 T |1 i 1 1 ] 1 1 1

< xH x33 xa2 X3 %30 0 <20 <27 T D) x24
54613 0060 [27305,| 20480 {13653"

[Nows citons ci-aprés nne extraction de racine mrm d'un polynime

carré- parfail]:

‘ fol. 270) Soit & extraire Ia racine carrée du

1 1
1558 — 9 x¥ - B x4 64 — IUUT; —54?—30&5"—40&3

1 I
— 116 x — 48 — -— 96—
X X
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Nous écrivons le polynéme sur le platcau [de sable] tel que

dans l¢ wableau:

x5 x4 ’ xi x* x*? N unitds ! 'I,_. 13 L
i X ~ X X
25 | —30 9t _40| 84 |—116] 64 | —48} 100 | —06 | 64
| ! 5| —3
% | —30| 9 |—0| 84 |—116| 64 | —48| 100 | —96 | 64
5 10 | —3
5| —3
‘ —40 | 84 |—1161 64 | —48| 100 | —96 | 64
10 | —6
5| —3 o] —
—40 | 84 (—I16| 64 | —48| 100 | —96 | 64
10| —6 0] —4
5| —3 0| —+
60 |—116| 48 | —48 | 100 | —96 | 64
10, -—6| 0| —8
5| —3 o| — 6
—80| 48 0| 6+ | —96 | 64
10| —6 0| —8 12

(En cue de faciliter la lecture du texte, nous en avons groupé les tablequx
(non numcrotés, d'ailleurs, dons le manuscrit) en y ajoutant les tableaux
{I et IV. Dans Uoriginal, les casiers vides ne sont pas tracés]. (37)

Commengant au casier des unités [puis passant aux autres]
nous disons: racine pas racine, racine pas racine (33), comme dans
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[Pextraction de] la racine carrée des nombres connus ¢t nuus
marquons (34) & droite et & gauche des unités les puissances ou
tombe [le mot] racine. Le dernicr tombe sur x% Nous cherchons
l¢ plus grand nombre dont le produit par lui-méme 6 de 25
donne pour reste zéro. Nous trouvons 3 X3 que nous placons dans
la ligne supéricure face & x7 ¢ dans [a ligne inféricure sous 25;
nous multiplions le 5 supéricur par le 3 inféricur ct nous dtons
e produit de ce cqui est dessus: o dernier s'annule. Nous doublons
le 5 inférieur ¢t nous le déplagons d’un rang vers Ia droite. Nous
cherchons, alors, le plus grand nombre qui multiplié par le 10
inféricur donne moins 30; nous trouvons, moins 3, que nous placons
clans la iigne supéricute aprés le 3 — au-dessus de 84 — ct dans
Ia ligne mnféricure aprés le 10 — sous le 9. Nous multiplions l¢
moins 3 supércur par le 10 inf¢ricur, ce qui fait moins 30 que
nous étons de co qui est dessus: [e casier se vide.

Nous multiplions le 3 supéricur par le 3 inférieur, ce qui fait
plus ncul parce que le produit de deux soustractifs cst un addidif;
nous lUenlevons de ce qui est dessus, lequel s’annule alors. Puis
nous cloublons le 3 inféricur ct nous le déplagons, avec ce qui est
avant, d'un rang vers la droite: il vient ee qui est dans tc tableau
(IL}. : L

Nous cherchons un nombre dont le-produit par 10 donnc zére,
nous trouvons 0, que nous plagons avant Ic 3 qui cst dans la ligne
supéricurc ct aprés (33) le 6 inféricur et rious déplagons la ligne infé-
ricure, v gompris Ic 0, d’un rang vers la droite.

Nous cherchons un nombre qui multiplié par 10 donne moins
40, nous trouvons moins 4 quc nous mettons aprés le O des lignes
supéricure et inférieurc ct nous le multiplions par 10, puis nous
otons le résultat de cc qui est au-dessus de 10, celui-ci s'annule;
nous multiplions le moins 4 supéricur par moins 6, il vient plus 2+
que nous cnlevons de ce qui est au-dessus de 6, il reste 60 unités;
nous multiplions le moins 4 supéricur par le moins 4 inférieur,
il en résulte plus 16 que nous soustrayvons dec ce qui est au-dessus
de 4, il reste 48. Puis nous doublons lc 4 et nous déplagons la ligne
inférieure d’un rang vers la droite, il vient coriime dans le tablean
(IV).

Tuis nous cherchons un nombre qui multiplié par 10 donne
60, nous trouvons 6 que nous plagons aprés le 4 supéricur ct le
8 inféricur et nous le multiplions par 10 et nous cnlevons le résultat
de cc qui est au-dessus de 10, lequel s'anrule; nous le multiplions
par moins 6, il en résulte moins 36 que nous enlevons de ce qui st
au-dessus, il reste moins 80; et nous multiplions 6 aussi par moins 8,
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il vient moins 48, que nous otons de ce qui est au-dessus de 8:
il s'annule; puis nous multiplions 6 par lui-méme, il vient 36;
nous l'enlevons dv ce qui est au-dessus de 6, il reste 64. Nous
doublons le 6 inféricur ct nous déplagons la ligne d’un rang vers
la droitc comme dans le tableau V.

Puis nous cherchons un nombre qui multiplié par 10 donne
moins 80, nous trouvons moins 8; nous l¢ mettons aprés le 6 de
ta ligne supéricure et le 12 de la ligne inféricure; puis nous mul-
liplions l¢ 8 par toute la ligne inlérieurc et nous cnlevons chaque
chose de ce qui est dessus. La quantité dont nous prenons la racine

s'annule, et sa racinc est la ligne supéricure soit 5x3 4+ 6 -~

1
Jx*—4—8 —. Clest ce qui est demandé.

Le principe dans I'extraction de la racine des quanutés 2
lermes soustractifs cst que le produit du soustractif par I'additif
est soustractif ¢t par le soustractif, additif. Si nous soustrayons un
nombre additif d'un nombre soustractif, Ic reste est la somme des
deux nombres prise suostractive. Si nous suostrayons un nembre
soustractifl d’un nombre soustracuf plus grand, le reste.est leur
"différence prisc soustractive; si-.celui dont on soustrait est plus
petit que lc nombre soustrait, le reste est leur différence prise
additive. Si nous soustrayons lc soustractif de I’additil, il reste leur

» «~s. Somme prisc additive. Si nous soustrayons un nombre additif (36)
- d’ume puissance vide, il reste de cette puissance le méme nombre

-

pris soustractif. Si nous soustrayons un nombre soustractif d'une
puissance vide, il reste le méme nombre positif.




NOTES

(1} Nouws renvovons pour la vie et la bibliographic d’as-Samaw'al a:
Thbde al<* Ulamd®, aL-( ety art as-Samaw'al; ' Upin al-'Anbd’, d"ipx Ani Usav-
ni'A, €d, Muller, Le Caire, vol. [1, p. 30,

G. SarTon, [ntrad, t Hre History of Seience, vol. 11, p. 401 e (1227); (vol.
I1I, p. 418 et 596).

H. Suter, Die Afathematiker und Astinpamen der Araber, n® 302,

Aux ceuvres d’as-Samaw'al citées par les historiens, ajoutons; 1) Ag-Zdhir,
livre d'algtbre; 2°9) Un mémoire sur Panalyse; 3°) Un commentaire de PArith-
métique de Diophante. — Ces trois cuvres, apparemment perdues, sont men-
tionnées dans al-fdhir, respectivement, aux pages 24r, |. 8; 30r, 1. 7 et der-
nere pacge.

D'autre part, noter Pattribution par Haggi Halila a4 as-Samaw'al, d’un
ahrégé de Hitdh ad-dirkamt wed-dindr (Kaff ag-Zunin, éd. d’Istanbul, col. 1377).

{2 in vel. II, p. (12-17),

(3 Ms. 343913, Faih, [stanbul.

(4) Ms. 2718, Aya Selya, Istanbul,

(5; 1l existe un autre traité élémentaire d'as-Samaw’al, af-Tabgira fi-I-
Hisds, ms. Bibl, Nat. Berlin,: actuellement & Tibingen {n. 3862 du eat.
d'Ahlwardy).

(6) Signalé. par Max Kravse, dans -Slambuler Hundschriflen islenicher
Mathematiker (Quellen und Swudien. Band. 3, 1936, p. 437-332}, a la page 487,
avec lcs caractéristiques suivantes: 116 feyillets. 19 lignes la page, [5 < 21,53 em,
copié en 725 H.,

{71 Ngus appclons ainsi les nombres arithmétiques qui doivent étre sous-
traits {cle nombres plus grands). Bien qu'ils jouent dans la pratique des opéra-
tions le role des nombres nématifs, nous évitons Pemploi de ce mat qui pourrait
fairc croire que les Arabes connaissaient les nombres refatifs: positifs e1 négatils.

(8} Cette régle se trouve déja dans ’Arithmétique de Diophante. CIL
T.L. Hratu, A Afanual of Greck Mnthematics, p. 481. ’

(9 Al-Hudricmd Kitdb al-3abr wa-l-muqdbals, &d.Le Caire, 1939, p. 28 et 29.

{10, i, p. 33 et 34

{11, Le vocahulairc employé ¢t I'idée d’annuler une partic du nombre
soustractif par le nombre additif égal &. cette partie montrent assez le réle que
la notion de detic ot davoir jmaient dany Vintroduction ot Vexplication des
oprrations sur o< anmbres,

H12 L W-Fabris A an-Kanui, ms. de Ia Bib. Nat. du Cawe. V1, 212, [ol.
10r. I. b, M-Karhi o le o erroné d'al-Kacagi.

A3 i-Badi, d'a-Karasi, ms. Barh, Q. 36, [ Bibl. du Vatican,
ful. 77r et n.

I M-Bihir, tol. 29, 114

113 Js-Samawal venr dire qu'on svustrait a.x8 de o.xo,

(18; Cependant as-Samaw’al. qui donne la démonsiration de toutes Ies
prn;wsitions ne justific pas fes régles de soustraction ou daddition des nombres,
ctn t..tpusn. pas quelle signification pourrait avoir pour lut | — x* — (—— 2 x%,
ou ) — {— 4],
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(17)  ell-itdmr, ol v

(1B} Ad-Biler, [ol, Gr. 1. 4,

(19} Ad-Baidbir, [l Gr. 1. 13.

20y Dty Tl e, 10020

(28 . M-Bdker. Tl 35r-3hr.

J2y Clest 4tort que certains hiatoriens attabuent & al-Raragi bosofution
e ceite question, G notee aeticle sure al-Karaei, dioe la revae L-dirasde of -
Adabivpat, V011 ot L 1959, Univ, Lib. Bevroutlt,

23y Al-Ndaie, ol S8¢ 1L 3.

24y Ad-Beanir, b, 5By, 10 IT.

2531 df-Bisir, ol Bir,

(20,  Al-Bikir, Tl 7 e1 B,

'".’7} .ﬂu"r!.. I'ul. l.; el l"l'. -

(2H)  fbrd., ful. 47r. .

{29)  Le it mérite d'éuwre souligné. d'owant plus que cette nulion n'a
pas €té signalée, jusqu'd prisent, dans unc auvre antéricure 4 celle de Lévi
Len Gersan (1288134, Vnie, (. SARTONE, Inirod. ta the Hist. af Science, vol. 111,
p. U,

(30)  sM-Bilir, Tol. 104411101,

8  Dans l: manuserit, par erreur, 20,

(313 On pent en rapprocher le seniiment actuel des auteurs [rangais qui
répugent & utilizer des signes abeéviatifs pour ddsigner, par excmple, des
droites puerpencdiculaires ou parailéles.

(32} Voir nnic 22,

33} C'ost *équivalent de notre méthode actuclle consistant 3 diviser le

, rombre en tranches de deux chiffres. ]

(34} De petits ronds servent de marque dans 'original; nous ne les avons
Pas maintenus ici,

{(35) .\s-Samaw'al emploie ici avant et aprés pour dire a droite.

{(36) 1! s’agit d'un certain nombre de [ois une certaine puissance de x,
comnic a.x" & cnlever de 0.x5.

{(37) Lesigne — a €1€ utilisé dans les tableaux pour des raisons d’ordre
typographique.




