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اأول في الجبر المجرد 350 مقرر 

Introduction to Extension Fields مقدّمة لامتداد الحقول 

 الهدف الاأ�صا�صي المراد تحقيقه

مب�صطة  ب�صورة  ي�صعى  والذي  الاأ�صا�صي،  هدفنا  الذي يمكننا من تحقيق  الو�صع  اإننا في   
اإلى اإثبات اأنّ لكل كثيرة حدود غير ثابتة �صفرًا، وهذا ما �صتن�ص عليه المبرهنة 3.29. �صنقدم في  

البداية بع�ص التعريفات لاأفكار �صابقة.

■  F ≤ E اإذا كان ،(Field Extension) F امتدادًا للحقل E يكون الحقل

ال�صكل 2.29

.ℚ و ℝ امتداد للحقلين ℂ و ،ℚ امتداد للحقل ℝ ّلذا، فاإن

الجزئية  للحقول  التخطيطي  الر�صم  ا�صتخدام  دائمًا  المنا�صب  من  �صيكون  الزمر،  درا�صة  في  وكما 
لتو�صيح امتدادات الحقول، حيث يكون الحقل الاأكبر في الاأعلى كما هو مو�صح في ال�صكل 2.29، 
وي�صمى ال�صكل الذي يكون فيه عمود واحد من الحقول برج الحقول (a tower of fields)، كما هو 

مو�صح اإلى الي�صار في ال�صكل 2.29.

             لنبداأ في تحقيق الهدف الاأ�صا�صي، فهذه النتيجة المهمة والعظيمة تاأتي ب�صورة �سريعة 
وممتازة با�صتخدام الطرق التي باتت في متناول اليد.

 f (x) حقلًا، ولتكن F هدف: اأ�صا�صي(، ليكن( (Kronecker’s Theorem  مبرهنة كرونكر(
 كثيرة حدود غير ثابتة في F[x] ، عندئذ، يوجد امتداد E للحقل F و α∈ E، حيث اإنّ

.f (α) = 0

بح�صب المبرهنة 20.23، يمكن تحليل f (x) في F[x] اإلى كثيرات حدود غير مختزلة على F، لتكن 
p(x)  اإحدى كثيرات الحدود غير المختزلة في هذا التحليل، فمن الوا�صح اأنه يكفينا اأن نجد امتداد 

.p(α) = 0 ّحيث اإن ،α يحوي عن�سًرا F للحقل E

 [ ] / ( )F x p x〈 〉 بح�صب المبرهنة 25.27، 〈p(x)〉 مثالي اأعظمي في F[x]، وبهذا يكون   
] بطريقة طبيعية با�صتخدام  ] / ( )F x p x〈 〉 ا من  حقلًا، يمكننا الادعاء اأنّ F يطابق حقلًا جزئيًّ

: : ψ المعرّفة بـ: [ ] / ( )F F x p xψ → 〈 〉 الدالة 

الف�صل 29

1.29 تعريف

3.29 مبرهنة

البرهان
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الوحدة ال�صاد�صة الف�صل 29: مقدّمة لامتداد الحقول  351

 ψ (a) = a + 〈P(x)〉

 حيث a ∈ F. هذه الدالة اأحادية؛ لاأنه اإذا كان ψ(a) = ψ (b)، بمعنى اأنّ 
 (a – b) ّوهكذا، فاإن ،(a – b) ∈ 〈P(x)〉 ّفاإن ،a,b ∈ F حيث a + 〈P(x)〉 = b +  〈P(x)〉 

يجب اأن تكون م�صاعفًا لكثير الحدود p(x)، التي تكون درجتها ≥ 1. 

 .a = b اأي   ،a – b = 0  اأن يكون a – b ∈ F، وهكذا، فيجب  اأنّ  اإلى  a, b ∈ F يوؤدي  الاآن، 
 a ∈ (a + باختبار اأيّ ممثلين، وهكذا يمكننا اختيار [ ] / ( )F x p x〈 〉 نعرّف الجمع وال�سرب في 
 ، [ ] / ( )F x p x〈 〉 (〈P(x)〉. اإذن، ψ تمثل ت�صاكلًا يربط  F بطريقة اأحادية وغامرة بحقل جزئي من 
    [ ] / ( )E F x p x= 〈 〉 ونطابق F مع {a + 〈p(x)〉| a ∈ F} با�صتخدام الدالة ψ. وهكذا، ن�صع
بو�صفه امتدادًا للحقل F، فنكون هكذا قد �صنعنا الامتداد المطلوب E للحقل F، ويبقى علينا اإثبات 

اأنّ E يحوي  �صفر األـ p(x)، لنعرّف

.α = x + 〈p(x)〉

] ϕα الذي �صبق تعريفه في المبرهنة   ]: F x Eαφ → وهكذا، فاإنّ α ∈ E. با�صتخدام ت�صاكل التعوي�ص 
0 حيث ai ∈ F، فاإن: 1( ) .. n

np x a a x a x= + + + 4.22، اإذا كانت 

■ نبذة تاريخية

عُرِفَ ليوبولد كرونكر باإ�سراره على بناء الاإن�صاءات الريا�صية، فقد ذكر في ملاحظة له: “اإنّ الله خلق الاأعداد ال�صحيحة، 
وكل ما عداها هو من عمل الاإن�صان”؛ لهذا اأراد اأن ين�صئ “مجالات ن�صبية” )حقول( بالا�صتعانة بتوافر الاأعداد ال�صحيحة 

وغير المعينات.

لم يوؤمن كرونكر في البداية بالاأعداد الحقيقية اأو المركبة، وذلك وبح�صب تطلعاته باأنّ هذه الحقول لا يمكن تعيينها بطريقة 
اإن�صائية؛ لذلك، اأن�صاأ في بحث له عام 1881م حقلًا ممتدًا بمنتهى الب�صاطة، باأن األحق بحقلٍ معطى الجذر α لكثيرة الحدود 
غير المختزلة من الدرجة p (x) ، n، اأي اإنّ حقله الجديد تكوّن من تعبيرات ن�صبية في عنا�سر الحقل الاأ�صلي والجذر α مع 

.p(α) = 0  ّال�سرط اأن

اإثبات المبرهنة المذكورة في الكتاب )مبرهنة 3.29( تمت كتابته في القرن الع�سرين، وقد اأكمل كرونكر اأطروحته للدكتوراة 
ا، فعاد اإلى برلين  عام 1845م في جامعة برلين، وقام بعدها باإدارة اأعمال العائلة �صنين عدة، ثمّ اعتمد على نف�صه ماليًّ

حيث انتخب في اأكاديمية العلوم، و�صُمِحَ له باأن يحا�سر في الجامعة. 

(Karl Weierstrass) واير�صترا�ــص  كارل  بم�صاركــة  واأدار  برلــين،  جامعــة  في  اأ�صتــاذًا  تقاعــده  في  كرونكــر   �صــار 
)1897 – 1815( ندوة ريا�صية غاية في التاأثير.
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اأول في الجبر المجرد 352 مقرر 

؛ باختيار الممثلات    في  ولكن يمكننا الح�صاب في 
وx هي الممثل للمجموعة الم�صاركة α = x + 〈p(x)〉. وهكذا: 

p(α) = (a0 + a1 x + … + an x
n) + 〈p(x)〉

 = p(x) + 〈p(x)〉 = 〈p(x)〉 = 0

 ، في  ، وهكذا نكون قد اأوجدنا عن�سر α في 
  . ، ما يعني اأنّ  بحيث اإنّ 

واإليك تو�صيح البناء الذي تّم في اإثبات المبرهنة 3.29 بهذين المثالين:

 ليكن  F =ℝ، ولتكن f (x) = x2 + 1، التي لي�ص لها اأ�صفار في ℝ، وبهذا فهي غير 
مختزلة على ℝ بح�صب المبرهنة 10.23. اإذن: 〈x2 + 1〉 مثالي اأعظمي في  ℝ[x]، ما 
+ r في 2  1x〈 + 〉 و   r ∈ ℝ اأن يكون  حقلًا. طابق بين  اإلى  يوؤدي 
ا من  = E،  لتكن ، يمكننا اأن نعدّ ℝ بو�صفه حقلًا جزئيًّ

، نجد اأن:  بالح�صاب في 

وهكذا، فاإنّ α تمثل �صفرًا لـ x2 + 1، و�صوف نطابق بين  و ℂ في ختام 
▲ هذا الف�صل. 

f (x) =  x ، ففي هذه الحالة تتحلل 
4 – 5 x2 + 6 وخذ في الح�صبان ،F = ℚ ليكن

f (x) في ℚ [x] اإلى (x2 – 3) (x2 – 2)، وكلا العاملين غير مختزلين على ℚ، كما 
 راأينا �صابقًا. ويمكننا البدء مع x2 – 2، واإن�صاء امتداد E للحقل ℚ يحوي α، بحيث اإنّ

 .β2 – 3 = 0  α 2 – 2 = 0، اأو يمكننا بناء امتداد K للحقل ℚ يحوي العن�سر β، حيث 
▲ الاإن�صاء في الحالتين هو تمامًا كما في المثال 4.29. 

العنا�صر الجبرية والمت�صامية.

كما ذكرنا �صابقًا، �صنكرّ�ص معظم بقية هذا الكتاب لدرا�صة اأ�صفار كثيرات الحدود، 
حيث ن�صتهل هذه الدرا�صة بو�صع عنا�سر الامتداد E للحقل F �صمن اأحد �صنفين.

4.29 مثال 

5.29 مثال 
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الوحدة ال�صاد�صة الف�صل 29: مقدّمة لامتداد الحقول  353

كان6.29 تعريف اإذا   ،F على   (algebraic) ا  جبريًّ  F للحقل   E الامتداد  اإلى  ينتمي  الذي   α العن�سر   يكون 
 α ّفاإن ،F غير جبري على α كثيرة حدود غير �صفرية، واإذا كانت  f (x) 𝜖𝜖 F[x] حيث ،f (α) = 0 
               ■  .F على (transcendental)  ٍمت�صام

عن�سر جبري على ℚ، وكذلك i عن�سر  2 2 �صفر لـ x2 – 2 ، فاإنّ   ℂ تمدد للحقل ℚ، ولاأنّ 
  ▲                                                                                             .x2 + 1 ؛ لاأنه �صفر لـℚ جبري على

من المعروف )ولكن لي�ص من ال�صهل اإثبات( اأنّ العددين الحقيقيين π  و e مت�صاميان على ℚ، حيث 
▲ e هي الاأ�صا�ص للوغاريتم الطبيعي. 

 ،F لا نتحدث بب�صاطة عن كثيرة حدود غير مختزلة، بل عن كثيرة حدود غير مختزلة على         
كذلك لا نتحدث بب�صاطة عن عن�سر جبري، ولكن عن عن�سر جبري على F. التو�صيح الاآتي يبيّن 

ال�صبب في هذا.

العدد الحقيقي π مت�صامٍ على ℚ، كما ذكرنا في المثال 8.29، ولكن π جبري على ℝ؛ لاأنه  �صفر 
▲                                      .(x – π) ∈ ℝ[x] لـ

1 جبري على ℚ؛ وذلك لاأنه اإذا كانت  3+ من ال�صهل اأن نرى اأنّ العدد الحقيقي 
، وهكذا فاإنّ  و      اإذن  ، فاإنّ

▲  .ℚ [x]التي تمثل عن�سًرا في ، 4 22 2x x− − ، وبهذا تكون α �صفرًا لـ

للربط بين هذه الاأفكار وتلك التي في نظرية الاأعداد، نقدم التعريف الاآتي:

ا (algebraic number)، والعدد المت�صامي  ي�صمى العن�سر الجبري في  ℂ على ℚ عددًا جبريًّ
■  .ℚ مت�صامٍ على ℂ هو عن�سر في (transcendental number)

هناك الكثير من الجمال في نظرية الاأعداد الجبرية )انظر المراجع(.

 ،E في التمدد F تعطي النظرية الاآتية و�صفًا مفيدًا للعنا�سر الجبرية والمت�صامية على الحقل
. لاحظ مرة اأخرى اأننا ن�سف مفاهيمنا با�ستخدام  اإ�صافة اإلى اأنها تبين اأهمية ت�صاكل التعوي�ص 

الدوال.

 F[x] ليكن  ت�صاكل التعوي�ص من ،α ∈ E ولتكن ،F تمددًا للحقل E ليكن الحقل
اإلى E، بحيث اإنّ ϕα (a) = a لكل a ∈ F و ϕα (x) = α ، ويكون α مت�صاميًا على F، اإذا وفقط اإذا 

كان ϕα تماثلًا من F[x] مع مجال جزئي من E، بمعنى اأنه اإذا وفقط اإذا كانت ϕα دالة اأحادية.

7.29 مثال 

8.29 مثال 

9.29 مثال 

10.29 مثال 

11.29 تعريف

12.29 مبرهنة

()
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�صفري غير  حدود  كثير  لكل  كان   اإذا  وفقط  اإذا   ،F على  ا  مت�صاميًّ  α العن�سر  يكون 
  f (x) ∈ F[x] ، الذي يكون �صحيحًا )وبح�صب التعريف( اإذا وفقط اإذا كان  لكل 
كثير حدود غير �صفري f (x) ∈ F [x]، الذي يكون �صحيحًا  اإذا وفقط اإذا كانت نواة  ت�صاوي 
                                                                           .{0}، اأي اإذا وفقط اإذا كانت  دالة اأحادية

F على α كثيرة الحدود غير المختزلة لـ

 2 2 جبري على ℚ؛ لاأنه �صفر لـ x2 – 2، وبالطبع، فاإنّ  ليكن التمدد ℝ للحقل ℚ، ونعلم اأنّ 
�صفر كذلك لـ x3 – 2x  ول x4 – 3 x2 + 2 = (x2 – 2) (x2– 1). كثيرتا الحدود هاتان – واللتان 
2 �صفرًا لهما – من م�صاعفات x2 – 2. حيث تثبت النظرية الاآتية اأنّ هذا تو�صيح للحالة  يكون 

ا في عملنا المقبل.                                        العامة، و�صتوؤدي هذه النظرية دورًا محوريًّ

ليكن الحقل E تمددًا للحقل F، ولتكن α ∈ E، حيث α جبرية على F، فاإنه يوجد كثيرة حدود غير  
مختزلة  بحيث p(α) = 0، كثيرة الحدود غير المختزلة p(x) يمكن تحديدها ب�صورة 
وحيدة مع ال�سرب في عامل ثابت من F، وتكون كثيرة حدود من اأ�صغر درجة ≥ 1 في F[x]، بحيث 
.  f (x) تق�صم  p(x) فاإن ، f (x) ≠ 0 و f(x) ∈ F[x] حيث ،f (α) = 0 صفراً لها، فاإذا كان� α تكون

ا،  نواة  مثاليًّ 4.22، فتكون  المعطى في المبرهنة   E اإلى   F[x] التعوي�ص من  ت�صاكل  ليكن  
يتكوّن   .p(x) ∈ F[x] متولد من عن�سر  رئي�ص  مثالي  يكون  اأن  يجب   24.27 المبرهنة  وبح�صب 
  f (𝛼𝛼) = 0 كان  فاإذا  وهكذا،  لها،  �صفرًا   α يكون  التي   ،F[x] في  العنا�سر  تلك  من   〈p(x)〉 
وf (x) ≠ 0، فاإنّ f (x) ∈ 〈p (x)〉 ، ما يعني اأنّ p(x) تق�صم f(x). اإذن،  p(x) كثيرة حدود من اأ�صغر 
درجة ≥ 1، بحيث تكون α �صفراً له، وكل كثيرة حدود تحقق هذا ال�سرط ومن درجة p(x) نف�صها، 

.a ∈ F حيث ،(a) p(x) يجب اأن تكون على ال�صورة

يبقى فقط اأن نثبت اأنّ p(x) غير مختزلة، فاإذا كان p(x) = r (x) s (x) يمثل تحليلًا لـ   
p(x) لكثيرات حدود من درجة اأ�صغر، فاإنّ p(α) = 0 يوؤدي اإلى اأنّ r(α) s (α) = 0، وهكذا، فاإما 
اأن يكون r(α) = 0، اأو s(α) = 0؛ لاأن E حقل، وهذا يناق�ص الحقيقة اأنّ درجة p(x) اأ�صغر درجة 
 ≥ 1 بحيث p(α) = 0. وهكذا، فاإنّ p(x)  غير مختزلة.       

x في  لـ  اأكبر قوة تظهر  اأنّ معامل  F، يمكننا الافترا�ص  بال�سرب في ثابت منا�صب من   
p(x) في المبرهنة 13.29 ت�صاوي (1)، وت�صمى كثيرة الحدود هذه، الذي يكون (1) معامل اأكبر قوة 

.(monic polynomial) فيها كثيرة حدود اأحادية x تظهر لـ

البرهان

13.29 مبرهنة

البرهان
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الاأحادية 14.29 تعريف فت�صمى كثيرة الحدود   ،F α ∈ E جبرية على  ولتكن   ،F للحقل  امتدادًا   E ليكن الحقل 
 α الذي تمتع بال�صفات المذكورة في المبرهنة 13.29 كثيرة الحدود غير المختزلة لـ ،p(x) الوحيدة
على F  (irreducible polynomial for α over F)، و�صيرمز لها بالرمز irr (α,F)، وت�صمى 
       ■  .deg (α, F) و�صيرمز لها بـ ، (degree of α over F) F على α بدرجة irr (α,F)  درجة

 irr، وبالعودة اإلى المثال 10.29، نرى اأنّ  عن�سر 
 
= x2 – 2 ّنعلم اأن

 ℚ غير مختزلة على x4 – 2 x2 – 2 ّولاأن ،ℚ[x] التي تقع في ، x4 – 2 x2 - 2 صفر لـ� α و ،ℝ في
)بح�صب اأيزن�صتاين مع p = 2، اأو بتطبيق طريقة مثال 14.23(، فاإننا نرى اأنّ:

▲ 1 جبري على ℚ من الدرجة 4.  3+ وبهذا، فاإنّ 

ا على F ولي�ص مجرد جبري، فيجب اأن  وكما يجب اأن نتحدث عن α بو�صفه عن�سًرا جبريًّ  
فاإنّ         جبري  ب�صيطًا،  تو�صيحًا  𝛼𝛼، وبو�سفه  درجة  F ولي�ص مجرد  𝛼𝛼 على  درجة  نتحدث عن 

. من الدرجة 2 على ℚ، ولكنه جبري من الدرجة 1 على ℝ؛ لاأنّ 

يعود التقدم ال�سريع في النظرية هنا اإلى تقنيات الت�صاكل ونظرية المثاليات، التي هي   
.ϕα تحت ت�سرفنا الاآن، لاحظ ب�صورة خا�صة ا�صتخدامنا الثابت لت�صاكل التعوي�ص

الامتدادات الب�صيطة

ليكن الحقل E امتدادًا للحقل F، ولتكن α ∈E، وليكن ϕα ت�صاكل التعوي�ص من F[x] اإلى E، بحيث  
ϕα (a) = a لكل a ∈ F و ϕα(x) = α،  كما في المبرهنة 4.22 يمكن اأن نعدّ حالتين، هما: 

الحالة الاأولى: افتر�ص اأنّ 𝛼𝛼 جبري على F، فبح�صب المبرهنة 13.29 تكون نواة ϕα ت�صاوي   
يكون  وبهذا   ،F[x] في  اأعظمي  مثالي   〈irr(α,F)〉 فاإنّ   25.27 المبرهنة  وبح�صب   ،〈irr(α,F)〉
 ϕα [F[x]] وهذا الحقل الجزئي ،E في ϕα [F[x]]  حقلًا متماثلًا مع ال�صورة 

.F(α) و�صنرمز لهذا الحقل بـ ،α و F يحوي كلًاًّ من E هو اأ�صغر حقل جزئي من E من

          الحالة الثانية: افتر�ص اأنّ α مت�سامٍ على F، فبح�صب المبرهنة 12.29 يكون ϕα تماثلًا من 
واإنّا مجال �صحيح،  ϕα [F[x]] حقلًا،  يكون  لا  الحالة  E، وفي هذه  اإلى مجال جزئي من   F[x]
 ،F[α] لـ  E يحتوي على حقل خوارج الق�صمة  8.21، فاإنّ  F[α]، وبح�صب النتيجة   و�صنرمز له بـ 
الاأولى، ف�صنرمز لهذا  وكما في الحالة   ،αو  F E يحوي كلاًّ من  اأ�صغر حقل جزئي من  الذي يكون 

 .F(α) الحقل بـ

15.29 مثال 
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لاأنّ π مت�صامٍ على ℚ، فاإنّ الحقل ℚ (π) متماثل مع الحقل ℚ (x) للدوال الك�سرية على ℚ بغير 
المعين x، وهكذا ومن وجهة النظر الاإن�صائية، يت�سرف العن�سر المت�صامي على الحقل F بو�صفه 

▲  .F غير معين على

ي�صمى الامتداد E للحقل F امتدادًا ب�صيطًا (simple extension) لـ F، اإذا كانE = F(α)  حيث   
■  .α ∈ E

ظهرت الكثير من النتائج المهمّة خلال هذا الف�صل، وقد طوّرنا الكثير من الاأ�صاليب التي   
بداأت توؤتي ثمارها ب�صورة لافتة للنظر، حيث تعطي المبرهنة الاآتية نظرة في العمق على طبيعة 

.F جبرية على α في حال كانت ،F(α) الحقل

 irr (α,F) وافتر�ص اأنّ درجة ،F جبرية على α ولتكن ،F للحقل F(𝛼𝛼) الامتداد الب�صيط E ليكن
ت�صاوي n ≥ 1، فاإنّ كل عن�سر β في E = F(α) يمكن كتابته بطريقة وحيدة على ال�صورة: 

.i لكل  F عن�سر في bi حيث

بالا�صتخدام العادي لت�صاكل التعوي�ص ϕα، فاإنّ كل عن�سر في 

  F(α) = ϕα[F[x]]

.F ومعاملات من α يكون على ال�صورة  كثيرة حدود في

                              ليكن 

ما يعني اأنّ p(α) = 0، وهكذا، فاإنّ

هذه المعادلة في F(α) يمكن اأن ت�صتخدم للتعبير عن اأي وحيد الحد αm، حيث m ≥ n با�صتخدام 
قوى α الاأقل من n، على �صبيل المثال: 

 

وهكذا، فاإذا كانت β ∈ F(α)، يمكن التعبير عن β بال�صورة المطلوبة 

16.29 مثال 

17.29 تعريف

18.29 مبرهنة

البرهان
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لاإثبات اأنّ هذه الكتابة وحيدة، افتر�ص اأنّ:

' لكل i، وهكذا، فاإنّ: 
ib F∈ حيث 

1
0 0 1 1 1 1) ( ) ( )' ' '( ... ( )n

n nb b b b x b b x g x−
− −− + − + + − =

تمثل عن�سًرا في F[x] و g(α) = 0، وكذلك فاإنّ درجة g(x) اأقل من درجة  irr(α,F)، ولاأنّ 
irr(α,F) كثيرة حدود غير �صفرية ذات اأقل درجة في F[x]، حيث تكون α �صفراً لها، فاإنه يجب 
، ما يبرهن اأنّ bi وحيدة.       i ib b ′−= ، وهكذا، فاإنّ 0i ib b ′− = اأن يكون g(x) = 0، فن�صتنتج اأنّ 
                

المثال الاآتي لتو�صيح المبرهنة 18.29 مثير للاإعجاب.

p(x) = x2 في  ℤ2 [x] غير مختزلة على ℤ2، وذلك بح�صب المبرهنة 
 + x + 1 كثيرة الحدود

 .p(x)  0 و 1 لي�صا �صفرين لـ ،ℤ2  10.23؛ لاأن كلا عن�سري

 ،x2 + x + 1 لـ α يحوي �صفرًا ℤ2 امتدادًا لـ E با�صتخدام المبرهنة 3.29، نعلم اأنه يوجد حقل
وبح�صب المبرهنة  18.29، يحوي ℤ2(α) العنا�سر 1α ،1 + 0α ،0 + 0α + 0 و 1α + 1، اأي 0، 

α ،1 وα + 1، وهذا يعطينا حقلًا جديدًا من اأربعة عنا�صر!

جداول الجمع وال�سرب بهذا الحقل معطاة في الجدولين 20.29 و 21.29، على �صبيل المثال: 
 لح�صاب )α( )1 + α + 1( في ℤ2 (α)، نلاحظ اأنّه لاأنّ p(α) = α2 + α + 1 = 0، فاإنّ

α2 = - α - 1 = α + 1 

وهكذا، فاإنّ: 

▲                            (1 + α) (1 + α) = 1 + α + α + α2
  = 1 + α2 = 1 + α + 1 = α 

4.29، ونثبت اأن  اأن نفي بالوعد في المثال   18.29           اأخيًرا، ن�صتطيع وبا�صتخدام المبرهنة 
 متماثل مع حقل الاأعداد المركبة ℂ، فقد راأينا في المثال 4.29 اأننا ن�صتطيع اأن 

نرى بو�صفه حقل امتداد لـ ℝ، لتكن: 
α = x + 〈x2 + 1〉

19.29 مثال 
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الجدول 21.29الجدول 20.29

1 + αα10+
1 + αα100
α1 + α011
101 + ααα
01α1 + α1 + α

1 + αα10
00000

1 + αα101
11 + αα0α
α11 + α01 + α

اإذن،  وتتكون من العنا�سر جميعها على ال�صورة a + bα لكل a,b ∈ ℝ بح�صب مبرهنة 
 ،ℝ(α) ⋍ℂ ؛ ولهذا(a + bi) ∈ ℂ  توؤدي دور a + b α و ، i ∈ ℂ توؤدي دور α ّفنجد اأن ،α2 + 1 = 0 ّ18.29، لكن لاأن

.ℝ من ℂ وهذه هي الطريقة الجبرية الممتازة لاإن�ساء

 ■ تمارين 29

ح�صابات

f(α) = 0 حيث ، f(x) ∈ ℚ [x] باإيجاد ،ℚ جبري على α ∈ ℂ في التمارين 1 اإلى5، اأثبت اأنّ العدد المعطى

1 2+    .12 3+  .21 + i .3

31 2+  .43 2 i−  .5

في التمارين 6 اإلى 8، اأوجد irr (α,ℚ) و deg (α,ℚ) للعدد الجبري المعطى α ∈ ℂ،  وكن م�صتعدًا لتبرهن اأنّ كثيرات 
الحدود غير مختزلة على ℚ اإذا طلب منك ذلك.

3 6−  .61( ) 7
3
+

 
.72 i+  .8

ا  ا على الحقل المعطى F واإذا كان α جبريًّ ا اأم مت�صاميًّ في التمارين 9 اإلى 16، �صنّف العدد المعطى α  ∈ ℂ اإذا كان جبريًّ
.deg (α,F) فجد ،F على

 α = i ,  F = ℚ .9α = 1 + i, F = ℝ .10
 .11  .12
 .13α = π2, F = ℚ .14

α = π2, F = ℚ )π( .15α = π2, F = ℚ )π3) .16
17. ارجع اإلى المثال 19.29 في الكتاب. كثيرة الحدود x2 + x + 1 لها �صفر α في ℤ2(α)؛ ولهذا يجب اأن تتحلل اإلى 

م x2 + x + 1 على x – α ق�صمة طويلة  حا�صل �سرب عوامل خطية في [x] (ℤ2(α)). اأوجد هذا التحليل. ]م�صاعدة: قَ�صِّ
.[α2 = α + 1 با�صتخدام الحقيقة

.ℤ3[x] غير مختزلة في x2 + 1 18. اأ. اأثبت اأنّ كثيرة الحدود
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    ب. لتكن α �صفرًا لـ x2 + 1 في حقل ممتد لـ ℤ3. كما في المثال 19.29، فاأعطِ جداول ال�سرب والجمع للعنا�سر الت�صعة 
 .2 + 2 α2 و + α ،1 + 2α ،1 + α ،2 α ،α ،2 ،1 ،0 مكتوبة بح�صب الترتيب ℤ3(α) في

مفاهيم 

في التمارين 19 اإلى 22، �صحّح تعريف الحدّ المكتوب بخط مائل دون الرجوع اإلى الكتاب- اإذا كانت هناك حاجة 
للت�صحيح- بحيث يكون ب�صيغة قابلة للن�سر.

ا على F ، اإذا وفقط اإذا كان α �صفرًا لكثيرة حدود. 19. يكون العن�سر α من التمدد E للحقل F جبريًّ

.F[x] لي�ص �صفرًا لاأيّ كثيرة حدود في β اإذا وفقط اإذا كان ، F ا على 20. يكون العن�سر β من التمدد E للحقل F مت�ساميًّ

21. كثيرة الحدود الاأحادية في F[x] هي من كانت معاملاتها جميعها ت�صاوي 1.

 E حيث لا يوجد اأيّ حقل جزئي فعلي من ،α ∈ E اإذا وفقط اإذا توافرت ، F امتدادًا ب�سيطًا  للحقل الجزئي E 22. يكون الحقل
.α يحتوي

21. �صع اإ�صارة �صح اأو اإ�صارة خطاأ:

.ℚ مت�صامٍ على π ـــــــــ  اأ. العدد

.ℝ امتداد ب�صيط لـ ℂ .ـــــــــ  ب

.F جبري على F ـــــــــ  جـ . كل عن�سر في الحقل

.ℚ2 حقل ممتد لـ ℝ . ـــــــــ  د

.ℤ2 حقل ممتد لـ ℚ . ـــــــــ  هـ

ا على ℚ من الدرجة n، اإذا كانت f(x) ∈ ℚ [x]  كثيرة حدود غير �صفرية، و f(α) = 0 تكون  ـــــــــ  و.  لتكن α ∈ ℂ جبريًّ
.) f(x) درجة( ≥ n 

، فاإن ا على ℚ من الدرجة n، اإذا كانت f(x) = 0  للدالة غير ال�صفرية   ـــــــــ  ح. لتكن α ∈ ℂ جبريًّ
.n اأي اأكبر اأو ت�صاوي ،) f(x) درجة(≥ n 

.F لها �صفر في حقل ممتد لـ F[x] ـــــــــ  ط.  كل كثيرة حدود غير ثابتة في

ـــــــــ  ي. كل كثيرة حدود غير ثابتة في F[x] لها �صفر في الحقول الممتدة لـ F جميعها.

.ℚ [π[ ⋍ ℚ[x] ّغير معين، فاإن x ـــــــــ  ك. اإذا كان

.ℚ مت�صاميان على e و π ّ24. ذكرنا من غير برهان اأن

.F جبري من الدرجة 3 على π حيث ،ℝ من F  ا اأ. اأوجد حقلًا جزئيًّ

.E جبري من الدرجة 5 على e2 ّحيث اإن ،ℝ من E  ا ب. اأوجد حقلًا جزئيًّ

.ℤ2 غير مختزلة على  x3 + x2 + 1 ّ25. اأ. اأثبت اأن

ثلاثة  اإلى  تتحلل   x3 + x2 + 1 اأنّ  فاأثبت   ،ℤ2 من  الممتد  الحقل  في   x3 + x2 + 1 الحدود  لكثيرة  �صفرًا   a لتكن  ب.      
ال�صورة على  يكون   ℤ2(α) من  عن�سر  كل  ]م�ساعدة:  ا.  فعليًّ العوامل  هذه  باإيجاد  وذلك   ،(ℤ2 (a)) [x] في  خطية   عوامل 
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ا في  م x3 + x2 + 1 على x –a ق�صمة طويلة، واأثبت اأنّ خارج الق�صمة له �صفر اأي�صً a0 + a1 α + a2 α، حيث  ai = 0,1 قَ�صِّ
2   

ℤ2 (α)، وذلك بتجريب العنا�سر الثمانية بكل ب�صاطة، ثمَّ اأكمل التحليل].

 〈(ℤ2(α))*〉صنِّف الزمر  و� .ℤ2 ا من الدرجة 3 على 26. ليكن الحقل E امتدادًا للحقل ℤ2 ، وليكن α ∈ E جبريًّ
 تبعًا للمبرهنة الاأ�صا�صية للزمر الاإبدالية منتهية التولد، وكالمعتاد *(ℤ2(α)) هي مجموعة العنا�سر غير ال�صفرية 

.ℤ2(α) لـ

ا على F. حيث يُ�صار اإلى كثيرة الحدود irr (α , F) اأحيانًا بكثيرة  27. ليكن الحقل E امتدادًا للحقل F، وليكن α ∈ E جبريًّ
الحدود ال�صغرى  (minimal polynomial for 𝛂𝛂 over F) على F. لماذا يعدّ هذا الا�صم ملائمًا؟

براهين مخت�صرة

28. اأعطِ جملتين اأو ثلاث جمل توجز اإثبات المبرهنة 3.29. 

براهين

 β ّفاأثبت اأن ،F(β) وجبرية على F مت�صامٍ على α ّوافتر�ص اأن ،α,β ∈ E وليكن ،F امتدادًا للحقل E 29. ليكن الحقل
.F(α) جبرية على

 .n من الدرجة F ا على 30. ليكن الحقل E امتدادًا للحقل المنتهي F، حيث F يحتوي على q عن�سًرا، وليكن α ∈ E جبريًّ
فاأثبت اأن F(α) يحتوي على qn  عن�سًرا. 

.ℤ3[x] 31. اأ. برهن اأنه توجد كثيرة حدود غير مختزلة من الدرجة الثالثة في

    ب. برهن با�صتخدام الفرع )اأ( اأنه يوجد حقل منتهٍ يتكوّن من 27 عن�سًرا  ]م�ساعدة: ا�صتخدم تمرين 30].

.p ≠ 0 ذا المميز ℤp 32. ليكن الحقل الاأولي

12 في ℤp. ا�صتنتج 
 = (p – 1)2 = 1  :م�صاعدة[ .ℤp مربعًا لعن�سر في ℤp فلي�ص كل عن�سر في ،p ≠ 2 اأ. برهن اأنه اإذا كانت

النتيجة المطلوبة  بالعد].

.ℤ+ في p عن�سًرا لكل عدد اأولي p2 ب. ا�صتخدم الفرع )اأ( لتبرهن اأنه توجد حقول منتهية تتكوّن من

ا على F. برهن اأنّ كل عن�سر في F(α) ولي�ص في F ، يكون  33. ليكن الحقل E امتدادًا للحقل F ، وليكن α ∈ E مت�صاميًّ
.F ا على ا اأي�صً مت�صاميًّ

34. برهن اأنّ  حقل جزئي من ℝ با�صتخدام الاأفكار الواردة في هذا الف�صل، ولي�ص 
با�صتخدام التحقق العادي لم�صلمات الحقل. ]م�صاعدة: ا�صتخدم المبرهنة 18.29].

35. با�صتخدام النهج نف�صه الوارد في تمرين 31، برهن اأنه يوجد حقل من 8 عنا�سر، و 16 عن�سًرا، و25 عن�سًرا.

 F* م�صاعدة: ليكن[ .ℤp ≤ F جبري على حقل اأولي F برهن اأنّ كل عن�سر من عنا�سر .p حقلًا ذا مميز F 36. ليكن

؛ لتبرهن اأنّ كل *α ∈ F هي �صفر لكثيرة  *, .F مجموعة العنا�سر غير ال�صفرية في F، طبّق مبرهنة الزمر على الزمرة 
.[ xn – 1 على ال�صورة ℤp [x] حدود في

37. ا�صتخدم التمرينين 30 و 36 لتبرهن اأنّ عدد عنا�سر اأي حقل منتهٍ ي�صاوي اإحدى قوى عدد اأولي، اأي اإنه يحتوي عددًا 
من العنا�سر ي�صاوي اإحدى قوى عدد اأولي.
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Vector Spaces ف�صاء المتجهات  

قد تكــون مفاهيم ف�صاء المتجهات، والقيا�صيات، والمتجهات الم�صتقلة والاأ�صا�ص مفاهيم   
معروفــة، و�صنقــدم في هــذا الف�صــل هــذه المفاهيم، حيــث تكون القيا�صيــات عنا�ــسر في اأي حقل، 
و�صن�صتعمل الاأحرف الاإغريقية مثل α و β للمتجهات، وبح�صب تطبيقاتنا �صتكون المتجهات عنا�سر 
ــا البراهين مطابقة لتلك التي تعطى في العادة في المقرر  مــن حقل تمدد E للحقل F، و�صتكون اأي�صً
الدرا�صي الاأول للجبر الخطي، فاإذا كانت هذه الاأفكار معروفة، فنقترح درا�صة الاأمثلة 4.30، 11.30،  
14.30و22.30، ثــمّ قراءة المبرهنة 23.30 وبرهانها، واإذا كانــت الاأمثلة والنظرية مفهومة، فحلّ 

بع�ص التمارين، ثم اذهب اإلى الف�صل الاآتي.  

التعريف والخ�صائ�ص الاأ�صا�صية

لي�ص  الخطي  الجبر  ولاأنّ  الخطي،  الجبر  في  الزاوية  حجر  هو  المتجهات  ف�صاء  مو�صوع   
الكتاب، ف�صتكون معالجتنا لف�صاء المتجهات مخت�سرة، وم�صممة فقط  الدرا�صة في هذا  مو�صوع 

لتطوير مفهومي الا�صتقلال الخطي والبعد، اللذين �صنحتاج اإليهما في نظرية الحقول. 

و�صتكون  والتكامل،  التفا�صل  من  معروفين  يكونان  ربما  والقيا�سي  المتجه  مفهومي  اإن   
القيا�صيات هنا عنا�سر من اأي حقل، ولي�ص مجرد حقل الاأعداد الحقيقية، اإ�صافة اإلى اأننا �صنطور 

النظرية با�صتخدام م�صلمات، تمامًا كتلك التي در�صناها للاأنظمة الجبرية. 

ليكن F حقلًا. ف�صاء المتجهات على F (vector space over F) يتكوّن من زمرة اإبدالية V مع 
عملية الجمع وعملية �سرب بعدد قيا�صي لكل عن�سر في V مع كل عن�سر من F من الي�صار، بحيث 

 :α, β ∈ V و a, b ∈ F تتحقق ال�سروط الاآتية لكل

aα ∈ V :V1

a(bα) = (ab)α :V2

(a+b)α = (aα) + (bα)  :V3

a(α + β) = (aα) + (aβ) :V4

1α = α :V5

ت�صمــى عنا�ــسر V متجهــات وعنا�ــسر F اأعــدادًا قيا�صية، وعندمــا نناق�ص حقــلًا واحدًا   
∎ فقط F، ف�صن�صقط الاإ�صارة اإلى F، ون�صير اإلى ف�صاء المتجهات. 

لاحظ اأنّ ال�سرب القيا�صي في ف�صاء المتجهات لي�ص عملية ثنائية على مجموعة واحدة   
بالمفهوم الذي عرفناه في الف�صل 2، فهي تربط العن�سر aα في V  بالزوج المرتب (a,α) والمكوّن 
 ،V اإلى   F×V من  دالة  القيا�صي هو  ال�سرب  فاإنّ  V، وهكذا  α من  والعن�سر   F a من  العن�سر  من 
و�صيرمز للعن�سر المحايد لعملية الجمع على V – المتجه 0 − والعن�سر المحايد لعملية الجمع على 

 F – العدد القيا�صي 0 − بالرمز 0.  

الف�صل 30

1.30 تعريف
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اأول في الجبر المجرد 362 مقرر 

لتكن الزمرة الاإبدالية n ، 〈ℝn, +〉 = ℝ × ℝ × … × ℝ من المرات، التي تتكوّن من المتعددات 
جميعها من الرتبة n مع الجمع. عرّف ال�سرب القيا�صي على القيا�صيات من ℝ بالطريقة الاآتية:

rα = (ra1, …, ran)

2.30 مثال 

■ نبذة تاريخية 

�صبيل  التا�صع ع�سراأو قبله، فعلى  القرن  اأمثلة محددة في  تبلور المفهوم المجرد لف�صاء المتجهات في  بداأ   
المثال: تعامل ويليام روان هاملتون (William Rowan Hamilton) مع الاأعداد المركبة على نحو وا�صح بو�صفها 
اأزواجًا من الاأعداد الحقيقية – كما ذُكر في الف�صل 24- كذلك تعامل مع ثلاثي مرتب من الاأعداد الحقيقية، واأخيًرا 
تعامل مع رباعي مرتب من الاأعداد الحقيقية عندما ابتكر المرباعيات، وفي هذه الحالات اأ�صبحت المتجهات كائنات 
يمكن جمعها و�سربها في قيا�صي، وذلك با�صتخدام قوانين منا�صبة لتلك العمليات، وهناك المزيد من الاأمثلة على هذه 
الكائنات بما فيها الاأ�صكال التفا�صلية )مفاهيم مرتبطة باإ�صارات التكامل( والاأعداد ال�صحيحة الجبرية، وعلى الرغم 
ا�صتنباط مبرهنة مف�صلة لف�صاءات  اأنّ هيرمان جرا�صمان )(Herman Grassman 1809 - 1877 نجح في  من 
ذات البعد n ، في كتابه  (Die lineale Ausdnungslehre) عامي 1844م و1862م، اإلّا اأنَّ اأول ريا�صي اأعطى 
 ،(Giuseppe Peano 1858 – 1932) تعريفًا مجرّدًا لف�صاء المتجهات يكافئ التعريف 1.30 كان جو�صبي بيانو 
في كتابه  ( Calcolo Geometrico) عام 1888م. كان بيانو يهدف في كتابه – كما يت�صح من عنوان الكتاب – 
اإلى تطوير تفا�صل وتكامل هند�صي، وتبعًا له، فاإنّ مثل هذا التفا�صل والتكامل يتكوّن من نظام من العمليات، ي�صبه 
تلك التي في التفا�صل والتكامل الجبري، والفرق اأنّ الكائنات التي تتم بها الح�صابات هي كائنات هند�صية بدلًا من 
الكائنات الجبرية، لكنّ الغريب في الاأمر، اأنّ عمل بيانو لم يكن له اأي اأثر في ال�صاحة الريا�صية، ومع اأنّ هيرمان وايل 
 (Space اأعاد ب�صورة اأ�صا�صية تعريف بيانو نف�صه، حيــــث ورد ذلك في كتـــابه (Herman Weyl 1885 – 1955)
( Time – Matter – عام 1918م، اإلّا اأنّ تعريف ف�صاء المتجهات لم يدخل حقل الريا�صيات اإلا عندما اأعُلن عنه 
للمرة الثالثة من قبل �صتيفان باناخ (Stefan Banach 1892 – 1945)، في ر�صالة للدكتوراة طُبعت عام 1922م، 

.(Banach Spaces) التي تعاملت مع ما ن�صميه اليوم  ف�صاء المتجهات المعياري الكامل

حيث r ∈ ℝ و α = (a1, …, an) ∈ ℝn، ومع هاتين العمليتين، ت�صبح ℝn ف�صاء متجهات على 
اإلى النظر  يمكن  خا�ص،  وبوجه  ب�صهولة،  المتجهات  ف�صاء  م�صلمات  من  التحقق  يمكن  حيث   ،ℝ 

ℝ2= ℝ× ℝ بو�صفها ف�صاء متجهات على ℝ، الذي يتكون من المتجهات جميعها المنطلقة من 
نقطة الاأ�صل، كما تدر�ص في العادة في مادة التفا�صل والتكامل.                                                        ▲

 لاأيّ حقل F، يمكن اأن نعدّ F[x] ف�صاء متجهات على F، حيث جمع المتجهات هو الجمع الاعتيادي 
لكثيرات الحدود في F[x]، وال�سرب القيا�صي aα لعن�سر من F[x] مع عن�سر من F هو ال�سرب 
العادي لعنا�سر F[x]، حيث يمكن التو�صل اإلى م�صلمات ف�صاء المتجهاتV1 اإلى V5 ب�صهولة، وذلك 
       ▲ من حقيقة اأنّ F[x] يمثل حلقة لها عن�سر محايد. 

المتجهات  جمع  حيث   ،F على  متجهات  ف�صاء   E نعدّ  اأن  يمكن   ،F للحقل  تمددًا   E الحقل  ليكن 
حيث  ،E الحقل  في  العادي  ال�سرب  هو   aα القيا�صي  وال�سرب   ،E في  العادي  الجمع   هو 
E، وفي هذه الحالة حقل  α ∈ E، فتتحقق الم�صلمات هنا مبا�سرة من م�صلمات الحقل  a ∈ F و 

القيا�صيات هو في الحقيقة مجموعة جزئية من ف�صاء المتجهات. 
هذا هو المثال المهم بالن�سبة اإلينا.                                                                 ▲

3.30 مثال 

4.30 مثال 
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لا نفتر�ص اأي �صيء بالن�صبة اإلى ف�صاء المتجهات من عملنا ال�صابق، و�صنبرهن كل �صيء   
نحتاج اإليه با�صتخدام التعريف، على الرغم من اأن النتائج قد تكون ماألوفة من التفا�صل والتكامل. 

  .α ∈ Vو    a ∈ F لكل (−a)α = a(−α) = −(aα) و a0 = 0 ،0α = 0  ّفاإن ،F ف�صاء متجهات على V اإذا كان

وكذلك  ،”)0 − )القيا�صي   α = )0 − “)المتجه  كالاآتي-:   0α = 0 المعادلة  تقراأ  اأن  يجب 
المبرهنة في  بتلك  �صبيهة  هنا  والبراهين   ،”a)0 − )المتجه   =  )0 − “)المتجه  تقراأ:   a0 = 0 

8.18 على الحلقات، التي تعتمد ب�صورة مكثفة على قوانين التوزيع V3 و V4. الاآن: 

(0α) = (0+ 0)α = (0α) + (0α)

 .0 = 0α ،؛ وهكذا، وبا�صتخدام قانون الحذف في الزمر ,V + تمثل معادلة في الزمرة الاإبدالية 
وكذلك، فمن: 

a0 = a(0+0) = a0 + a0

ن�صتنتج اأن a0 = 0. اإذن: 
0 = 0α = (a + (− a))α = aα  + (− a)α,

وهكذا، فاإنّ  α  = − (aα)(a −). وبالمثل، فمن 
0 = a0 = a(α  + (−α)) = aα  + a(−α),

♦                                                                                             .a(−α) = − (aα) ّن�صتنتج كذلك اأن
 

الا�صتقلال الخطي والاأ�صا�ص 

تولد  V من   S = {αi| i ∈ I} المجموعة  في  فالمتجهات   ،F على  متجهات  ف�صاء   V ليكن 
 ،β ∈ V اإذا كان لكل V (span or generate) 

β = a1αi1
+ a2αi2

+ … anαin

 .j = 1, …, n ،aij ∈ S و aj ∈ F بحيث 
∎  .αij من (linear combination) المتجه  تركيب خطي

في ف�صاء المتجهات ℝn على ℝ في المثال 2.30 من الوا�صح اأنّ المتجهات:

(1,0,…, 0), (0,1,…, 0), … , (0,0, … ,1) 

تولد ℝn؛ لاأن 

5.30 مبرهنة

البرهان

6.30 تعريف

7.30 مثال 
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(a1, a2, …, an) = a1(1,0, …, 0) + a2 (0,1, … , 0) + … + an (0,0, …,1)

وكذلك اأحاديات الحد xm حيث m ≥ 0 تولد F[x] علىF  ف�صاء المتجهات في المثال 3.30.       ▲

ف�صاء   F(α) فاإنّ   ،F على  جبرية   α ∈ E ولتكن   ،F لـ  امتدادًا   E الحقل  وليكن  حقلًا،   F ليكن 
حيث  ،{1, α, …, αn-1} المتجهات  من  يتولد  وهو   ،18.30 المبرهنة  بح�صب   F على   متجهات 

 .n = deg (α,F)

هذا مثال مهم لنا.                                                                                                                                                 ▲

توافرت  اإذا   ،(finite dimensional) البعد  منتهي  ف�صاءً   F على   V المتجهات  ف�صاء  ي�صمى 
  ∎                                                                                                           .V تولد V مجموعة متجهات منتهية من

F لي�ص منتهي البعد؛  F[x] على  ℝn منتهي البعد، ولكن ف�صاء المتجهات  اأنّ   7.30 يرينا المثال 
ا من عنا�سر اأيّ مجموعة  لاأنّ كثيرات الحدود ذوات الدرجات العليا لا يمكن اأن تكون تركيبًا خطيًّ
منتهية من كثيرات الحدود.                                                                                                                     ▲

 F(α) فيرينا المثال 8.30 اأنّ ف�صاء المتجهات  ،F جبرية على الحقل α ∈ E ولتكن ،F ≤ E ليكن
منتهي البعد على F. وهذا اأكثر الاأمثلة اأهمية.                                                                                                                                 ▲ 

ت�صمــى المتجهــات في المجموعــة S = {αi| i ∈ I} مــن ف�صــاء المتجهــات V م�صتقلـــة خطيًّـــا 

 aj ومعامــلات   αij ∈ S مختلفــة  عنا�ــسر  لاأي  كان  اإذا   ،F علــى   (linearly independent)

اأمّــا   ،j = 1,…, n لــكل aj = 0 اإذا كان F ∋ و +n∈ℤ  يكــون  في V فقــط 

F فاإنهــا ت�صمــى مرتبطـــة خطيًّـــا علــى ،F ــا علــى  اإذا كانــت المتجهــات لي�صــت م�صتقلــة خطيًّ

  ∎                                                                                                         .(linearly dependent) 

اإذا كانت الطريقة الوحيدة لكتابة   ،F ا على  {αi: i ∈ I} م�صتقلة خطيًّ اإذن، تكون المتجهات في 
ا من المتجهات αi، هو لاأنّ المعاملات القيا�صية جميعها ت�صاوي 0،  المتجه 0 بو�صفها تركيبًا خطيًّ
 ، ا على F، فيوجد aj ∈ F، حيث j = 1,…, n  و  فاإذا كانت المتجهات مرتبطة خطيًّ

 .aj = 0 ولي�ص كل

ا على ℝ، وكذلك المتجهات  لاحظ اأنّ المتجهات التي تولد ℝn المعطاة في المثال 7.30 م�صتقلة خطيًّ
(1,−1), (2,1) اأنّ  ولاحظ   ،F على   F[x] من  متجهات  بو�صفها  ا  خطيًّ م�صتقلة   {xm: m ≥ 0} 

و(2 ,3−) مرتبطة خطيًّا في ℝ2 على ℝ؛ وذلك لاأن: 

▲                                                      7(1, −1) + (2,1)+ 3(−3,2) = (0,0) = 0                           

 .F جبرية على α ∈ E ولتكن ،F امتدادًا للحقل E ليكن الحقل

بطريقة  يكتب   ،18.29 المبرهنة  وبح�صب   F(α) كل عن�سر في  فاإن   ،deg(α, F) = n كانت  اإذا 
وحيدة على ال�صورة:

8.30 مثال 

9.30 تعريف

10.30 مثال 

11.30 مثال 

12.30 تعريف

13.30 مثال 

14.30 مثال 
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b0  + b1α + … + bn-1α
n-1

 .bi ∈ F حيث

العنا�سر فاإنّ  وهكذا،   ،0 لـ  وحيدة  �صورة  هي   0 = 0 + 0α +…+ 0αn-1 خا�ص،   بوجه 
 .F على الحقل F(α) 1 متجهات م�صتقلة خطيًّا في, α,…, αn-1 

ا لـ  وهي كذلك تولد F(α)، وهكذا وبح�صب التعريف الاآتي، فاإنّ α,…, αn-1 ,1 ت�صكل اأ�سا�سً  
 F(α) على F، وهذا مثال مهم بالن�سبة اإلينا، وفي الحقيقة هذا هو �صبب درا�صتنا لهذه المادة من ف�صاء 
المتجهات.                                                                                                                                        ▲

الجزئيــة المجمـــــوعــة  متجهــات  فــاإنّ   ،F الحقــل  علـــــى  متجهـــــات  ف�صـــــاء   V كـــــان  اإذا 
ا.       ∎ B  = {βi| i ∈ I} من V ت�صكل اأ�صا�صًا لـ V على F (basis)، اإذا كانت تولد V وم�صتقلة خطيًّ

البعد 

ف�صاء  كل  اأنّ  هي  الاتجاهات،  ف�صاء  عن  برهنتها  نود  التي  المتبقية  الوحيدة  النتائج   
متجهات ذو بعد منتهٍ له اأ�صا�ص، وكل اأ�صا�صين لف�صاء متجهات منتهيتا البعد لهما عدد العنا�سر 
البراهين  ولكن  البعد،  منتهيا  اأنهما  ا�صتراط  دون  �صحيحتان  كلتاهما  النتيجتان  هاتان  نف�صه، 
تحتاج اإلى المزيد من المعرفة بنظرية المجموعات بما يزيد على ما افتر�صناه، وحالة البعد المنتهي 

هي كل ما نحتاج اإليه، و�صنبداأ اأولًا بتمهيدية �صهلة. 

 βi تركيبًا خطيًّا من المتجهات α فاإذا كانت ،α ∈ V ولتكن ،F ف�صاء متجهات على الحقل V ليكن
 ،j = 1, …, m حيث ،V في γj تركيب خطي من المتجهات βi وكل ، i = 1, …, m حيث ، V في

 .γj تركيب خطي من α ّفاإن

 .F عنا�سر في bij و ai حيث ،
 

، ولتكن  لتكن 

وهكذا، فاإنّ: 

و

♦                                                                                                          

15.30 تعريف

16.30 تمهيدية

البرهان
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في ف�صاء متجهات منتهي البعد، كل مجموعة منتهية من المتجهات مولدة للف�صاء تحوي مجموعة 
جزئية ت�صكل اأ�صا�صًا. 

ليكن V منتهي البعد على F، ولتكن المتجهات αi ,…, αn في V تولد V. �صع األـ αi  في �صف، واختبر 
ا من αi  ال�صابق  من ثم كل αi بادئًا من الي�سار مع i = 1، واحذف اأول αj تكتب بو�صفها تركيبًا خطيًّ
ا من  لها، حيث i < j، ثمّ اأكمل بادئًا ب ـ αj+1، ثم احذف αk  اللاحقة التي تكتب بو�صفها تركيبًا خطيًّ
 αi بعد عدد منتهٍ من الخطوات، فاإنّ اأي αn العنا�سر المتبقية ال�صابقة لها، وهكذا. عندما ن�صل اإلى
متبقية في القائمة لا تكتب  بو�صفها تركيبًا خطيًّا من �صابقاتها في القائمة المخت�سرة، اأ�صف اإلى 
ا من المجموعة αi الاأ�صلية،  ذلك، تبرهن التمهيدية 16.30 اأنّ اأي متجه يكتب بو�صفه تركيبًا خطيًّ
يظل يكتب بو�صفه تركيبًا خطيًّا من القائمة المخت�سرة - وربما الاأ�صغر – التي لا يكتب فيها اأي 
ا من المتجهات ال�صابقة له، وهكذا فاإنّ المتجهات في القائمة المخت�سرة لـ  αi بو�صفه تركيبًا خطيًّ

αi تولد V كذلك.

في القائمة المخت�سرة، افتر�ص اأنّ: 
a1 αi 1+ … + ar αir = 0

حيث i1< i2< …< ir وبع�ص األـ aj ≠ 0. يمكننا اأن نفر�ص من المبرهنة 5.30 اأنّ ar ≠ 0، اأو اأن 
نحذف ar αir من ي�صار المعادلة، وهكذا وبا�صتخدام المبرهنة 5.30 مرة ثانية، فاإننا نح�صل على:

,

الذي يثبت اأنّ  تكتب بو�صفها تركيبًا خطيًّا من �صابقاتها، ما يناق�ص عملنا. اإذن، المتجهات 
♦  .F على V ا، وهكذا فاإنها ت�صكل اأ�صا�صًا لـ في القائمة المخت�سرة تولد V وم�صتقلة خطيًّ

يكون لف�صاء المتجهات منتهي البعد اأ�صا�ص منتهٍ. 

بح�صب التعريف، يكون لف�صاء المتجهات منتهي البعد مجموعة مولدة منتهية من المتجهات. 

المبرهنة 17.30 تكمل الاإثبات.                                                                                                      ♦

والمبرهنة الاآتية هي اأوج عملنا في ف�صاء المتجهات.   

متجهات  ف�صاء  في  خطيًّا  الم�صتقلة  المتجهات  من  منتهية  مجموعة  لتكن  
منتهي البعد V على الحقل F، ويمكن تكبير S لت�صبح اأ�صا�صًا لـ V على F، واأكثر من ذلك، اإذا كانت 

 .r ≤ n ّفاإن ،F على V اأ�صا�صًا لـ  

بح�صب النتيجة 18.30، يوجد اأ�صا�ص  لـ V على F، لتكن المتتالية المنتهية 
من المتجهات. 

هذه المتجهات تولد V؛ لاأن B اأ�صا�ص، وباتباع الخطوات الم�صتخدمة في المبرهنة 17.30 بحذف 

مبرهنة 7.30

البرهان

18.30 نتيجة

البرهان

19.30 مبرهنة

البرهان
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ا من المتجهات ال�صابقة له وبالترتيب من الي�صار اإلى اليمين،  كل متجه يكتب بو�صفه تركيبًا خطيًّ
 S ا، وهكذا يمكن تكبير �صن�صل اإلى اأ�صا�ص للف�صاء V، لاحظ اأنه لن يحذف اأي  لاأنها م�صتقلة خطيًّ

 .F على V لت�صبح اأ�صا�صًا لـ

لاإثبات الجزء الثاني من الا�صتنتاج، افتر�ص المتتالية 

ا  ا على F؛ لاأن  تكتب بو�صفها تركيبًا خطيًّ هذه المتجهات لي�صت م�صتقلة خطيًّ

لاأن βi تمثل اأ�صا�صًا، وهكذا فاإنّ: 

وحذف  اليمين  اإلى  الي�صار  من  بالعمل  اأ�صا�صًا  اأوجدنا  واإذا   ،V تولد  المتتالية  هذه  في  المتجهات 
 βi ا من المتجهات المتبقية ال�صابقة له، ف�صتحذف على الاأقل كل متجه يكتب بو�صفه تركيبًا خطيًّ

واحدة، ما يعطي الاأ�صا�ص.

حيث m ≤ n-1. وبتطبيق الخطوات نف�صها على متتالية المتجهات 

ن�صل اإلى اأ�صا�ص جديد 

حيث s  ≤  n – 2. ون�صتمر في العمل حتى ن�صل في النهاية للاأ�صا�ص 

♦                                                                                              .r  ≤  n 0. اإذًا ≤ t  ≤  n − r حيث

اأي اأ�صا�صين لف�صاء متجهات منتهي البعد V على F لهما عدد العنا�سر نف�صه. 

وعدّ  19.30 المبرهنة  وبح�صب  اأ�صا�صين،  و    ، لتكن 

20.30 نتيجة

البرهان
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B مجموعة م�صتقلة من المتجهات و 'B بو�صفها اأ�صا�صًا، نرى اأنّ n ≤ m ، وبطريقة مماثلة نح�صل 
 ♦                                                                                                                              .m = n  ،اإذن .m ≤ n على

اإذا كان V ف�صاء متجهات منتهي البعد على الحقل F، فاإنّ عدد عنا�سر اأيّ اأ�صا�ص )بغ�ص النظر عن 
∎  .(dimension of V over F) .F على V ا( ي�صمى بعد اختيار الاأ�صا�ص، كما اأثبتنا توًّ

F على  جبرية   α كانت  اإذا  اأنه   14.30 المثال  ويثبت   ،α∈E و   F للحقل  امتدادًا   E الحقل  ليكن 
 و deg(α, F) = n، فاإنّ بعد F(α) بو�صفه ف�صاء متجهات على F ي�صاوي n، وهذا اأكثر مثال مهم
▲  لنا. 

تطبيق على نظرية الحقول 

 14.30  ،11.30  ،8.30  ،4.30 الاأمثلة  في  الواردة  الحقول  نظرية  حول  النتائج  �صنجمع   
ا  22.30 وندمجها في مبرهنة واحدة، حيث تعطي العبارة الاأخيرة في هذه المبرهنة تطبيقًا اإ�صافيًّ

جميلًا لاأفكار ف�صاء المتجهات على نظرية الحقول. 

α ∈ E جبرية علىF، فاإذا كانت deg(α,F)=n، فاإنّ  F، ولتكن  E امتدادًا للحقل  ليكن الحقل 
F(α) يكون ف�صاء متجهات ذا بعد ي�صاوي n على F مع الاأ�صا�ص{α, … , αn-1 ,1}، وكذلك يكون 

    .deg (𝛽𝛽, F) ≤ deg (α,  F)و F ا على كل عن�سر β في F(α) جبريًّ

هذه  في  الاأخيرة  العبارة  في  المذكورة  المهمة  النتيجة  عدا  ال�صابقة  الاأمثلة  في  �صيء  كل  برهنا 
المبرهنة، لتكن β𝜖𝜖 F(α)، حيث α جبرية على F من الدرجة n، لتكن العنا�سر 

1, β, β2, … , βn

ا على F؛ لاأنه وبح�صب المبرهنة  لا يمكن لـ n + 1 عن�صر في F(α) اأن تكون مختلفة وم�صتقلة خطيًّ
19.30، اأي اأ�صا�ص لـ F(α) على F يجب اأن يحوي على الاأقل عددًا مماثلًا لاأي مجموعة من المتجهات 
ا على F، وفي كل حال، فاإنّ الاأ�صا�ص {α, …, αn-1,1} يحوي n عن�سًرا فقط، فاإذا  الم�صتقلة خطيًّ

كانت β i   = β j، فاإنّ β i  − β j  = 0، وهكذا وفي اأي حالة يوجد bi  𝜖𝜖 F، بحيث اإنّ 

 F[x] 1  تعطي عن�سًرا لا ي�صاوي ال�صفر في 0( ) ...n
nf x b x b x b= + + + ولي�ص كل bi = 0. اإذن، 

 ♦                                                  .n على الاأكثر deg(β, F) و F جبرية على β ّوهكذا فاإن ، f(β) = 0 بحيث

21.30 تعريف

22.30 مثال

23.30 مبرهنة

البرهان
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■ تمارين 30

ح�صابات 

1. اأوجد ثلاثة اأ�صا�صات لـ ℝ 2 على  ℝ، بحيث لا يكون لاأي اثنين منهما متجه م�صترك. 

.ℝ  على ℝ 3 في التمرينين 2 و 3، حدّد اإذا كانت مجموعة المتجهات المعطاة ت�صكل اأ�صا�صًا لـ

 {(−1,1,2), (2,−3,1), (10, −14,0)} .3   {(1,1,0), (1,0,1), (0,1,1)} .2

في التمارين 4 اإلى 9، اأعطِ اأ�صا�صًا لف�صاء المتجه المعيّن على الحقل. 

  ℝ  على ℝ ( 2 ) .5      ℚ على ℚ ( 2 ) .4

 ℝ على ℂ .7    ℚ  على ℚ ( 3 2 ) .6

 ℚ على ℚ ( 4 2 ) .9      ℚ  على ℚ(i) .8

10. تبعًا للمبرهنة 23.30، العن�سر α + 1 من ℤ2(α) في المثال 19.29 جبري على ℤ2. اأوجد كثيرة الحدود غير المختزلة 
 .ℤ2[x] 1 في + α  لـ

مفاهيم

في التمارين 11  اإلى 14، �صحّح التعريفات للفقرات المكتوبة بخط مائل، دون  الرجوع اإلى الكتاب – اإذا كانت هناك حاجة 
للت�صحيح – وذلك حتى ت�صبح في �صكل قابل للن�سر. 

كل كان  اإذا  وفقــط  اإذا   ،V يولــد   F الحقــل  علــى   V المتجهــات  ف�صــاء  مــن   S جزئيــة  مجوعــة  في  المتجهــات   .11 
.S يمكن التعبير عنها ب�صورة وحيدة بو�صفها تركيبًا خطيًّا من متجهات β 𝜖𝜖 V

ا على F، اإذا وفقط اإذا كان المتجه  12. المتجهات في المجموعة الجزئية S من ف�صاء المتجه V على الحقل F م�ستقلة خطيًّ
 .S ال�صفر لا يمكن اأن يكون تركيبًا خطيًّا من متجهات في

 .V هو اأ�صغر عدد مطلوب من المتجهات ليولد ،F على الحقل V لف�صاء متجهات منتهي البعد F 13. البعد على

ا.  14. الاأ�سا�س لف�صاء المتجهات على الحقل F، هو مجموعة متجهات في V تولد V وتكون مرتبطة خطيًّ
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15. �صع اإ�صارة �صح اأو اإ�صارة خطاأ:

ــــــــــــــــ اأ. مجموع متجهين يكون متجهًا. 

ــــــــــــــــ ب. مجموع قيا�صيين يكون متجهًا. 

ا.  ــــــــــــــــ جـ. حا�صل �سرب قيا�صيين يكون قيا�صيًّ

ــــــــــــــــ د. حا�صل �سرب قيا�صي في متجه يكون متجهًا. 

ــــــــــــــــ هـ. كل ف�صاء متجهات له اأ�صا�ص منتهٍ. 

ا.  ــــــــــــــــ و. المتجهات في اأ�صا�ص تكون مرتبطة خطيًّ

ــــــــــــــــ ز. متجه ال�صفر يمكن اأن يكون جزءًا من اأ�صا�ص. 

 .F جبري على 𝛼𝛼2 ّفاإن ،F ا على الحقل ــــــــــــــــ ح. اإذا كان F ≤ E و 𝛼𝛼 𝜖𝜖 E جبريًّ

  .F جبري على α + α2 ّفاإن ،F ا على الحقل ــــــــــــــــ ط. اإذا كان F ≤ E و 𝛼𝛼 𝜖𝜖 E جبريًّ

ــــــــــــــــ ي. كل ف�صاء متجهات له اأ�صا�ص. 

بع�ص  نعرّف  باأن  مطالبين  نكون  الحالات  من  كثير  وفي  المتجهات،  لف�صاء  م�صتقبلية  درا�صات  تتناول  الاآتية  التمارين 
لنتعرّف  قدراتنا  التمارين  هذه  �صتطور  اأخرى،  جبرية  لبنى  درا�صتها  تّمت  التي  لتلك  م�صابهة  المتجهات  لف�صاء  المفاهيم 

حالات متوازية ومرتبطة بالجبر.  

لا يعتمد اأي من التمارين الاآتية على المفاهيم المعرفة في التمارين ال�صابقة.

 .F ف�صاء متجهات على الحقل V 16. ليكن

.F على V  ا لف�صاء متجهات أ. عرِّف ف�صاءً جزئيًّ

 .F على V ا ف�صاء جزئي من ب.  برهن على اأنّ تقاطع ف�صاءات جزئية من V هو اأي�صً

 .V ولتكن  مجموعة غير خالية من المتجهات في ،F ف�صاء متجهات على الحقل V 17. ليكن
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 .S المتولد بـ V أ. با�صتخدام التمرين )16 ب(، عرّف الف�صاء الجزئي من

الخطية  التراكيب  بالتحديد  هي   S بـ  المتولد   V من  الجزئي  الف�صاء  في  المتجهات  اأنّ  على  برهن  ب.  
)المنتهية( للمتجهات في S. )قارن بالمبرهنة 6.7(. 

 Vi لف�صاءات  المتجهات V1 ⊕…⊕Vn نف�صه. عرِّف الجمع المبا�سر F ف�صاءات متجهات على الحقل V1, …, Vn 18. لتكن
    .F ا ف�صاء متجهات على لكل i = 1, …, n، واأثبت اأنّ الجمع المبا�سر هو اأي�صً

م المثال 2.30 لتح�صل على ف�صاء المتجهات F n لمتعددات مرتبة من الرتبة n لعنا�سر من F على الحقل F، ما  19. عمِّ
الاأ�صا�ص لـ F n؟ 

20. عرِّف تماثلًا لف�صاء المتجهات V على الحقل F مع ف�صاء متجهات 'V على الحقل F نف�صه. 

براهين 

الجزئيــة المجموعــة  فــاإنّ   ،F الحقــل  علــى  البعــد  منتهــي  متجهــات  ف�صــاء   V كان  اإذا  اأنــه  علــى  برهــن   .21 
 {βi, β2, … βn} من V هي اأ�صا�ص لـ V على F، اإذا وفقط اإذا كان كل متجه في V يمكن التعبير عنه ب�صورة وحيدة بو�صفه 

 .βi تراكيب خطية من

22. ليكن F اأيّ حقل. خذ في الح�صبان النظام المكوّن من m معادلة خطية اآنية تحتوي على n من المجاهيل: 

aij , bj 𝜖𝜖𝜖F حيث

المتجه كان  اإذا  وفقط  اإذا  معادلة،   m األـ  تحقق   1,..., nx x F∈ توجد  اإنه  اأي  حل«،  »له  النظام  اأنّ  على  برهن   اأ. 
النتيجة يمكن برهنتها مبا�سرة؛  ، )هذه  للمتجهات  F m  هو تركيب خطي   من 

ا تعريف للحل، لكن يجب اأن تعد النظرية الاأ�صا�صية لتوافر حل اآني لنظام المعادلات الخطية(.  لاأنها عمليًّ

ب. من الجزء )اأ(. برهن  على اأنه اإذا كان n = m و  هي اأ�صا�ص لـ F n، فاإنّ النظام يكون له دائمًا حل وحيد. 

23. برهن على اأنّ كل ف�صاء متجهات V منتهي البعد، وله البعد n على الحقل F يماثل ف�صاء المتجهات F n  في التمرين 19. 
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(linear transforma� هي تحويل خطي ϕ : V →V' نف�صه، فالدالة F ف�صائي متجهات على الحقل V' و V 24.  ليكن
 :a 𝜖𝜖 F و 𝛼𝛼, β 𝜖𝜖 V اإذا تحققت ال�سروط الاآتية لكل ،V′ اإلى V من tion)

𝜙𝜙 (𝛼𝛼 + β) = 𝜙𝜙 (𝛼𝛼) + 𝜙𝜙 (β)

𝜙𝜙 (a𝛼𝛼) = a (𝜙𝜙(𝛼𝛼𝛼)

   𝜙𝜙 (βi) ∈ V' ا بالمتجهات اأ. اإذا كانت { βi | i 𝜖𝜖 I} اأ�صا�صًا لـ V على F، فبرهن على اأنّ التحويل الخطي '𝜙𝜙 : V →V يتعين كليًّ

' βi} اأي مجموعة من المتجهات من 'V – التي لي�صت بال�سرورة
 | i 𝜖𝜖 I} وليكن ،V اأ�صا�صًا لـ {βi | i 𝜖𝜖 I} ب. ليكن 

 مختلفة – برهن على اأنه يوجد تحويل خطي وحيد  '𝜙𝜙 : V →V، حيث اإنّ
 .𝜙𝜙 (βi) = βi' 

ا.  25. ليكن V', V ف�صائي متجهات على الحقل F نف�صه، وليكن '𝜙𝜙 :V → V تحويلًا خطيًّ

اأ. ما المفهوم الذي �صبق اأن در�صناه للبنية الجبرية للزمر والحلقات، ويطابق مفهوم التحويل الخطي؟ 

 .V وبرهن على اأنه ف�صاء جزئي من ،𝜙𝜙 لـ (nullspace) اأو الف�صاء ال�صفري (kernel) ب.  عرّف النواة

الق�صمة خـــارج  فــ�ــصــاء  فــعــرّف   ،V مــن  ــا  جــزئــيًّ فــ�ــصــاءً   S ولــيــكــن   ،F الحــقــل  عــلــى  متجهات  فــ�ــصــاء   V ليكن   .26 
 .F وبرهن على اأنه ف�صاء متجهات على ،V S  (quotient space) 

لف�صاء  البعد    dim(V) وليكن   ،F على  البعد  منتهي   V وليكن   ، نف�صه   F الحقل  على  متجهات  ف�صائي   V'  ،V ليكن   .27
ا.  المتجهات V على F، ولتكن '𝜙𝜙 : V →V تحويلًا خطيًّ

.V' ف�صاء جزئي من 𝜙𝜙 (V) ّاأ. برهن على اأن

ب. برهن على اأنّ dim (𝜙𝜙 [V]) = dim (V)− dim (Ker(𝜙𝜙)). ]م�صاعدة: اختر الاأ�صا�ص المنا�صب لـ V با�صتخدام المبرهنة 
 .[V] اإلى اأ�صا�ص لـ Ker (𝜙𝜙)  19.30، على �صبيل المثال: و�صّع اأ�صا�صًا لـ
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                Algebraic Extensions الامتدادات الجبرية  

الامتدادات المنتهية  

ا على  راأينا في المبرهنة 23.30 اأنه اإذا كان الحقل E امتدادًا للحقل F، وكان 𝛼𝛼𝛼∈ E جبريًّ  
 ،F[x] وفي درا�صتنا لاأ�صفار كثيرات الحدود في ،F ا على F، فاإنّ كل عن�سر في F(𝛼𝛼) يكون جبريًّ

�صنكون مهتمين وب�صورة ح�سرية تقريبًا بامتدادات F التي تحوي عنا�سر جبرية عليه. 

ي�صمى الامتداد E للحقل F  امتدادًا جبريًّا على F. (algebraic extension)،  اإذا كان كل عن�سر في 
■   .F ا على E جبريًّ

اإذا كان الامتداد E للحقل F ذا بعد منتهٍ n بو�صفه ف�صاء متجهات على F، فاإنّ E امتداد منتهٍ من 
 E لـ n لتكون الدرجة [E : F] صوف ندع� .(finite extension of degree n) F على n الدرجة
■   .F على

عندما نقول: اإنّ الحقل E امتداد منتهٍ على الحقل F، فاإنّ هذا لا يعني اأنّ E حقل منتهٍ، اإنه   
يوؤكد فقط اأنّ E ف�صاء متجهات منتهي البعد على F، بمعنى اأنّ [E : F] منتهٍ. 

اإذا كان اإذا وفقط   [E : F] = 1 ّفاإن ،F E امتدادًا منتهيًا لـ  اإذا كان  اأنه   �صن�صتعمل غالبًا حقيقة 
 E = F، ونحتاج فقط اإلى اأن نلاحظ اأنه وبح�صب المبرهنة 19.30، يمكن دائمًا تو�صيع {1} لت�صبح 

 .E = F(1) = F اإذا وفقط اإذا كان [E : F] = 1 ،وهكذا .F على E اأ�صا�صًا لـ

دعونا نعيد النقا�ص في المبرهنة 23.30، لنثبت اأنّ اأيّ امتداد منتهٍ E للحقل F يجب اأن 
 .F ا على يكون امتدادًا جبريًّ

 .F ا على يكون الامتداد المنتهي E للحقل F امتدادًا جبريًّ

كان  اإذا   ،1930 المبرهنة  وبح�صب   ،F على  𝛼𝛼 جبرية  فاإنّ   ،𝛼𝛼 ∈ E كانت  اإذا  اأنه  نثبت  اأن  يجب 
n = [E : F]، فاإنّ العنا�سر

1, 𝛼𝛼, …, 𝛼𝛼n

ا. اإذن، يوجد ai ∈ F بحيث: لا يمكن اأن تكون عنا�سر م�صتقلة خطيًّ
an 𝛼𝛼n + … + a1 𝛼𝛼 + a0 = 0

غير  حدود  كثيرة  فاإنّ   وهكذا   .ai = 0 كل  ولي�ص 
♦  .F جبرية على 𝛼𝛼 ،اإذن .f(𝛼𝛼) = 0 و F[x] صفرية في�

لا نغالي عندما نوؤكد اأهمية المبرهنة الاآتية، فهي توؤدي دورًا في نظرية الحقول م�صابهًا   
عملنا  با�صتخدام  ب�صهولة  برهانها  يتمّ  بينما  الزمر،  نظرية  في  لاجرانج  نظرية  اأدته  الذي  للدور 
الموجز في ف�صاء المتجهات، فاإنها اأداة ذات قوة لا ت�صدق، وبو�صفه تطبيقًا رائعًا لها في الف�صل 
المقبل يبرهن ا�صتحالة اأداء بع�ص الاإن�صاءات الهند�صية با�صتخدام الم�صطرة والفرجار؛ لذا لا تقلل من 

قيمة المبرهنة التي تعد �سيئاً.

الف�صل 31

1.31 تعريف

2.31 تعريف

3.31 مبرهنة

البرهان
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اأول في الجبر المجرد 374 مقرر 

اإذا كان الحقل E امتدادًا منتهيًا للحقل F، وكان الحقل K امتدادًا منتهيًا للحقل E، فاإنّ K امتداد 
[K : F] = [K : E][E : F]و ،F منتهٍ لـ

اأ�صا�ص

اأ�صا�ص

اأ�صا�ص

ال�صكل 5.31

لتكن {αi | i = 1, · · · , n} اأ�صا�صًا لـ E بو�صفها ف�صاء متجهات على F، ولتكن المجموعة

 {βj | j = 1, · · · ,m} اأ�صا�صًا لـ K بو�صفها ف�صاء متجهات على E، حيث تُثبت المبرهنة اإذا اأثبتنا 
اأنّ األـ mn عن�سر 𝛼𝛼i βj ت�صكل اأ�صا�صًا لـ K بو�صفها ف�صاء متجهات على F. )انظر ال�صكل5.31(.

ليكن γ اأي عن�سر في K، ولاأنّ βj ت�صكل اأ�صا�صًا لـ K على E، فاإنّ:

iα ت�صكل اأ�صا�صًا لـ E على F، فاإنّ: حيث bj ∈ E، لاأنّ 

، اإذن: حيث 

 .F على K تولد i jα β وهكذا، فاإنّ األـ mn متجه 

اأنّ  افتر�ص   .F على  م�صتقلة  عن�سر      mn األـ  اأنّ  نثبت  اأن  علينا  تبقى   
. اإذن:  حيث 

  

و    لاأنّ العنا�سر   م�صتقلة على E، فاإننا نح�صل على:

4.31 مبرهنة

البرهان
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لكل j. ولكن 𝛼𝛼i الاآن م�صتقلة على F، وهكذا، فاإنّ                            تقت�صي اأنّ             
 K اإذن، هي ت�صكل اأ�صا�صًا لـ .F ولكنها كذلك م�صتقلة على ،F على K وهكذا، فاإنّ   لا تولد فقط
♦  .F على

اإذا كانت  اأنه  اأ�صا�ص، ومن الجدير بالتذكر  باإيجاد  اأثبتنا هذه المبرهنة في الحقيقة  اأننا    لاحظ 
 ،E على   K لـ  اأ�صا�صًا  وكانت    ،F على   E لـ  اأ�صا�صًا   
للحقول F ≤ E ≤ K، فاإنّ المجموعة  من حوا�صل ال�سرب األـ mn ت�صكل اأ�صا�صًا لـ K على 

F، يعطي ال�صكل )5.31( تو�صيحًا لهذه الحالة، و�صوف نو�صحه اأكثر. 

،F1 امتداد منتهٍ لـ Fr ّفاإن ،Fi امتدادًا منتهيًا لـ Fi + 1 وكان ، i = 1, …, r حقولًا، حيث Fi اإذا كانت

[Fr : F1] = [Fr : Fr – 1][Fr – 1 : Fr – 2] … [F2 : F1] و

  deg(β, F) ّفاإن ،β∈ F(𝛼𝛼) و F جبرية على 𝛼𝛼 ∈ E وكانت ،F امتدادًا للحقل E اإذا كان الحقل
 .deg(𝛼𝛼, F) تق�صم

،deg (β, F) = [F(β) : F] و   deg(𝛼𝛼, F) = [F(𝛼𝛼) : F]  ،23.30 المبرهنة  بح�صب 
♦  .[F(𝛼𝛼) : F] تق�صم [F(β) : F] ّاإذن وبح�صب المبرهنة 4.31، فاإن .F ≤ F(β) ≤ F(𝛼𝛼) ولكن

يو�صح المثال الاآتي الطريقة التي تتبع عادة با�صتخدام المبرهنة 4.31. اأو اإحدى نتائجها. 

، بينما �صفر  بح�صب النتيجة7.31، لا يحوي  �صفرًا لـ x3 – 2، لاحظ اأنّ 
x3 – 2 من الدرجة 3 على ℚ، ولكن 3 لا تق�صم 2.                                       ▲

ليكن الحقل E امتدادًا للحقل F، ولتكن  و  عن�سرين في E – لي�صا بال�سرورة جبريين   
، وكذلك يمكن اأن  على F - ، وبح�صب التعريف،  هو اأ�صغر امتداد للحقل  F في E ويحوي 
. كذلك بالاإمكان وب�صورة  تُعدّ  اأ�صغر امتداد للحقل  F في E يحوي كلاًّ من   و 
، كذلك  ، �صنرمز لهذا الحقل بـ  ، اإذن:  مكافئة البداية بـ 
E ويحوي  كلها، حيث اأ�صغر امتداد للحقل F في  ، فاإنّ  هو   اإذا كان 
 ،F اإلى E باإ�صافة العنا�صر  من F ونح�صل على الحقل  من الحقل ،i = 1, …, n
يثبت التمرين 49 في الف�صل 18 – ب�صورة مماثلة لتقاطع زمر جزئية محتواة في زمرة – اأنّ تقاطع 
حقول جزئية من الحقل E هو كذلك حقل جزئي من E. وهكذا، فاإنه يمكن اأن تُعدّ  
حيث جميعها،  والعنا�سر    F تحوي  التي   ،E من  كلها  الجزئية  الحقول  تقاطع   بو�صفها 

  .i = 1, …, n 

6.31 نتيجة

7.31 نتيجة

البرهان
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 ،ℚ على  لـ   اأ�صا�صًا  ت�صكل  اأنّ    23.30 المبرهنة  تثبت  حيث   ، اعتبر 
�صفر   2  3+ اأنّ  اكت�صاف  يمكننا   ،10.29 المثال  في  عر�صت  التي  الخطوات   وبا�صتخدام 
اأنّ كثيرة  اإثبات  لـ x4 – 10x2 + 1، وبا�صتخدام الطريقة التي عر�صت في المثال 14.23، يمكننا 

الحدود هذه غير مختزلة في ℚ[x]، اإذن:   

. اإذًا  ، وهكذا، فاإنّ 
؛ لذلك  ت�صكل اأ�صا�صًا ، ما يعني اأنّ 

. اإثبات المبرهنة 4.31 - انظر الملاحظة الاآتية  لـ  على 
                                                                      ▲  .ℚ للمبرهنة – يرينا اأنّ  ي�صكل اأ�صا�صًا لـ  على

اإذن:   ،2 لـــ  المــوجــب  الــتربــيــعــي  الجــــذر  و    2 لـــ  الحــقــيــقــي  التكعيبي  الجــــذر  لــيــكــن  
وهــكــذا   ، ــم  قــوا�ــص ــن  م لي�صت  لاأن  و2  ؛ 

ℚ على  لـ   اأ�صا�صًا  ت�صكل  اأنّ   يعني  ما   ،

، اإ�صافة اإلى ذلك، وبح�صب المبرهنة 4.31   و  ت�صكل اأ�صا�صًا لـ  على 

– انظر الملاحظة الاآتية  للمبرهنة – 
1 5 2 71
3 6 3 621,  2 ,   2 ,   2 ,  2 ,  2

 
 
 

 . ، نح�صل على اأنّ  ت�صكل اأ�صا�صًا لـ  على ℚ، ولاأنّ 

 يمثل �صفرًا لـ x6 – 2، وهي غير مختزلة على ℚ – بح�صب معيار اأيزن�صتاين – حيث
1
62 الاآن،  

 p = 2. اإذن:

وبح�صب المبرهنة 4.31

                               

9.31 مثال 

10.31 مثال 

] ]

]
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[
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لذلك يجب اأن نح�صل على:

▲ ، بح�صب التعليق ال�صابق للمبرهنة 3.31.   وهكذا، فاإنّ 

يثبت المثال 10.31 اأنه من الممكن للامتداد F(𝛼𝛼1, …, 𝛼𝛼n) على الحقل F اأن يكون في الحقيقة 
 .n > 1 امتدادًا ب�صيطًا، حتى لو كانت

  .F كلها جبرية على 𝛼𝛼i في حالة اأنّ األـ F(𝛼𝛼1, …, 𝛼𝛼n) من ال�صورة F لن�صف امتدادات

ا للحقل F. فاإنه يوجد عدد منتهٍ من العنا�سر   في E بحيث  ليكن الحقل E امتدادًا جبريًّ
اإذا  اأنه  F، بمعنى  E ف�صاء متجهات ذا بعد منتهٍ على  اإذا كان  اإذا وفقط   ،

 .F امتدادًا منتهيًا لـ E وفقط اإذا كان

لذلك  F؛  على  جبرية  وكل    ،F لـ  جبري  امتداد   E ولاأنّ   ، اأنّ  افتر�ص 
F، وبوجه عام  F(𝛼𝛼1) جبري على   كل  جبرية على كل حقل امتداد لـ  F في E ، وهكذا، فاإنّ 
6.31 على  النتيجة  لتطبيق   .j = 2, …, n لكل   F(𝛼𝛼1, …, 𝛼𝛼j-1) F(𝛼𝛼1, …, 𝛼𝛼j) جبري على   

متتالية الامتدادات المنتهية

 .F امتداد منتهٍ لـ E ّهذا يثبت اأن 

 ،E = F(1) = F ّفاإن ،[E : F] = 1 فاإذا كان ،F امتداد جبري منتهٍ على E ّفي المقابل، افتر�ص اأن
 .𝛼𝛼1 ∉ F بحيث ،𝛼𝛼1 ∈ E لتكن ،E ≠ F وبذلك نكون قد انتهينا، واإذا كان

 ،α2∈E نكون قد انتهينا، اأمّا اإذا لم يكن كذلك فلتكن ، F(𝛼𝛼1) = E اإذا كان .[F(𝛼𝛼1) : F] > 1 ثم
بحيث α2∉F (𝛼𝛼1)، وبالا�صتمرار بهذا العمل، نرى من المبرهنة 4.31 ولاأنّ [E : F] منتهٍ، فيجب 

اأن ن�صل اإلى 𝛼𝛼n بحيث: 

♦                                                   

ا والاإغلاق الجبري الحقول المغلقة جبريًّ

 ،F جبرية على 𝛼𝛼, β ∈ E وكانت ، F امتدادًا للحقل E لم نلاحظ بعد اأنه اإذا كان الحقل  

فكذلك الحال مع 𝛼𝛼 + β, 𝛼𝛼β, 𝛼𝛼 − β و  اإذا كانت β ≠ 0، ينتج هذا عن المبرهنة 3.31، وكذلك 
فاإنه مت�صمن في المبرهنة الاآتية:

ليكن الحقل E امتدادًا لـ F. فاإنّ: 
 

E
F  = {α ∈ E | F جبرية على α}

 .(algebraic closure)  E في F  وي�صمى الاإغلاق الجبري لـ ،E ا من ت�صكل حقلًا جزئيًّ

11.31 مبرهنة

البرهان

12.31 مبرهنة
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، تثبت المبرهنة 11.31 اأنّ F(𝛼𝛼, β) امتداد منتهٍ على F، وبح�صب المبرهنة 3.31،  لتكن 
، وهكذا يحوي  كلاًّ من  اأن                    F، بمعنى  F(𝛼𝛼, β) جبري على  كل عن�سر في 
♦   .E اإذن:  حقل جزئي من ،β ≠ 0 وكذلك يحوي   اإذا كانت ،

مجموعة الاأعداد الجبرية ت�صكل حقلًا.

برهان هذه النتيجة مبا�سر من المبرهنة 12.31؛ لاأن مجموعة الاأعداد الجبرية هي الاإغلاق 
♦  .ℂ في ℚ الجبري لـ

اإنه من المعلوم اأنّ الاأعداد المركبة تتمتع بخا�صية اأنّ كلّ كثيرة حدود غير ثابتة في   
 لها �صفر في ℂ، وهذا معروف باأنه النظرية الاأ�سا�سية في الجبر، فهناك اإثبات تحليلي لهذه 

النظرية معطًى في المبرهنة 18.31، ونقدّم الاآن تعريفًا يعمّم هذا المفهوم المهم للحقول الاأخرى. 

ا (algebraically closed) اإذا كانت كل كثيرة حدود غير ثابتة في  ي�صمّى الحقل F مغلقًا جبريًّ
■   .F لها �صفر في F[x]

ا للحقل F في امتداد E ومن غير اأن يكون F مغلقًا            لاحظ اأنّ الحقل F قد يكون اإغلاقًا جبريًّ
ا؛ لاأن  ا، على �صبيل المثال: ℚ هو الاإغلاق الجبري لـ ℚ في ℚ (x)، ولكن ℚ لي�ص مغلقًا جبريًّ جبريًّ

  .ℚ لا جذور لها في x2 + 1

ا يمكن اأن يعرّف با�صتخدام تحليل كثيرات  تثبت المبرهنة الاآتية حقيقة مفهوم اأنّ الحقل مغلق جبريًّ
الحدود على الحقل.   

ا اإذا وفقط اإذا كانت كل كثيرة حدود غير ثابتة في F[x] ، يمكن  يكون الحقل F مغلقًا جبريًّ
تحليلها في F[x] اإلى عوامل خطية. 

�صفر لها   f(x) اإذن   .F[x] في  ثابتة  غير  حدود  كثيرة   f(x) ولتكن  ا،  جبريًّ مغلقًا   F ليكن 
 ،f(x) = (x – a) g(x) ّوهكذا، فاإن ،f(x) عامل من عوامل x – a ،3.23 فبح�صب النتيجة ،a ∈ F
 f(x) = (x – a)(x – b)h(x):وهكذا نح�صل على ،b ∈ F غير ثابتة، فاإنّ لها �صفرًا g(x) واإذا كانت

وبالا�صتمرار نح�صل على تحليل f(x) في F[x] اإلى عوامل خطية. 

 ax تحلل اإلى عوامل خطية، فاإذا كان F[x] في المقابل، افتر�ص اأنّ كل كثيرة حدود غير ثابتة في
 ا.  ا لـ f(x)، فاإنّ  �صفر لـ f(x)، اإذن: F مغلق جبريًّ b – عاملًا خطيًّ

ا F لا يوجد له امتداد جبري فعلي، بمعنى اأنه لا يوجد امتداد جبري E، بحيث  الحقل المغلق جبريًّ
.F < E

ا لـ F، اإذن: F ≤ E، فاإذا كانت 𝛼𝛼 ∈ E، فاإنّ irr (𝛼𝛼, F) = x – 𝛼𝛼 بح�صب  ليكن E امتدادًا جبريًّ
                              .F = E ويجب اأن تكون ،𝛼𝛼 ∈ F :ا، اإذن المبرهنة 15.31؛ لاأن F مغلق جبريًّ

، فلكل حقل F يوجد كذلك  �صنبرهن على اأنه كما يوجد امتداد جبري مغلق ℂ للاأعداد الحقيقية 
، �صنقوم بالاآتي: اإذا كانت  ا، بب�صاطة، لاإيجاد  امتداد جبري  لـ F مع خا�صية اأنّ  مغلق جبريًّ
كثيرة الحدود f(x) في F[x] لا اأ�صفار لها في F، فاأ�صف �صفر 𝛼𝛼 لـ f(x) اإلى F، وهكذا الح�صول على 
الحقل F(𝛼𝛼). حيث ت�صتعمل  المبرهنة 3.29 – مبرهنة كرونكر –بقوة هنا بالطبع، فاإذا كان F(𝛼𝛼) لا يزال 

ا، فا�صتمر في هذا العمل اأكثر.  غير مغلق جبريًّ

البرهان
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14.31 تعريف

15.31 مبرهنة

البرهان

16.31 نتيجة

البرهان
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، قد نحتاج اإلى عمل هذا – ربما – عدد  الم�صكلة هنا – وخلافًا لحالة الاإغلاق الجبري  لـ 
اأنّ  متماثل مع حقل الاأعداد   )36 33 و  اإثبات )انظر التمرين  لا نهائي من المرات، من الممكن 
الجبرية، ولا يمكننا الح�صول على  من   باإ�صافة عدد منتهٍ من الاأعداد الجبرية، ويجب علينا في 
البداية اأن نناق�ص بع�ص اآليات نظرية المجموعات – تمهيدية زورن – لن�صبح قادرين على التعامل 
مع هذه الحالة، هذه الاآلية معقدة بع�ص ال�صيء، لذلك �صن�صع البرهان تحت عنوان م�صتقل، اإ�صافة 
ندر�ص  لم  لو  حتى  الحقيقة،  هذه  نعرف  لكي  هنا؛  و�صنذكرها  ا،  جدًّ مهمة  توافر   نظرية  اأنّ  اإلى 

برهانها. 

ا.  يوجد اإغلاق جبري لكل حقل F، اأي امتداد جبري  الذي يكون مغلقًا جبريًّ

الذين در�صوا مادة  للطلاب  ا  ا، و�صنذكر برهانًا تحليليًّ ℂ مغلق جبريًّ اأن  اإنه من المعلوم   
الدوال ذات المتغيرات المركبة، حيث توجد براهين جبرية، اإلّا اأنها اأطول. 

ا.  )النظرية الاأ�صا�صية في الجبر( حقل الاأعداد المركبة ℂ مغلق جبريًّ

اأن تكون  دالة �صحيحة،  اإلى  ℂ، ما يوؤدي  اأ�صفار في  f(z) ∈ ℂ[z] بلا  لتكن كثيرة الحدود 
، اإذن: بمعنى اأنّ  تحليلية في كل مكان، وكذلك اإذا كان f ∉ ℂ، فاإنّ 

، وهكذا، فاإنّ  يجب اأن تكون محدودة في الم�صتوى، اإذن، وبح�صب مبرهنة 
اأي  f ثابتة، وهكذا، فاإنّ  اأن تكون  ليوفيل في نظرية الدوال المركبة، فاإنّ  ثابتة، ما يوؤدي اإلى 
                                                  .ا كثيرة حدود غير ثابتة في ℂ [z] يجب اأن يكون لها �صفر في ℂ، اإذن، ℂ مغلقة جبريًّ

اإثبات وجود الاإغلاق الجبري 

تكون   اأن  يتعيّن  ا،  جبريًّ مغلقًا  يكون  بحيث  حقل،  لكل  جبري  امتداد  يوجد  اأنه  �صنثبت   
اإنهاء درا�صته  قبل  م�سلمة الاختيار  لطالب الريا�صيات الفر�صة بروؤية بع�ص البراهين التي تت�صمن 
التكافوؤ بين تمهيدية زورن وم�صلمة  البرهان، �صن�صتخدم  الجامعية، وهذا مكان طبيعي لمثل هذا 

الاختيار، ولعر�ص تمهيدية زورن، يجب علينا اإعطاء تعريف من نظرية المجموعات. 

الترتيب الجزئي للمجموعة S (partial order) يعطى بالعلاقة ≥ المعرفة على بع�ص الاأزواج 
المرتبة لعنا�سر من S، بحيث تتحقق ال�سروط الاآتية: 

 .)Reflexive( علاقة انعكا�صية a ∈ S لكل a ≤ a .1

 .)Antisymmetric( علاقة قطرية التناظر a = b ّفاإن ،b ≤ a و a ≤ b 2. اإذا كان

■  .)Transitive( علاقة متعدية a ≤ c ّفاإن ،b ≤ c و a ≤ b 3. اإذا كان

(Compa� للمقارنة  قابلين  اأن يكون كل عن�سرين    علاقة الترتيب الجزئي، لي�ص بال�سرورة 
 (rable، بمعنى اأنّه اإذا كان a, b ∈ S، فلي�ص بال�سرورة اأن يكون a ≤ b اأو b ≤ a، وكالعادة،

 .a ≠ b ولكن a ≤ b  تعني a < b

17.31 مبرهنة

18.31 مبرهنة

البرهان

19.31 تعريف 
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اأول في الجبر المجرد 380 مقرر 

كان  اإذا   (Chain) �صل�صلة   S ا  جزئيًّ مرتبة  مجموعة  من   T الجزئية  المجموعة  ت�صمى 
بالاإمكان المقارنة بين اأي عن�سرين a و b في T، بمعنى اأنّ a ≤ b اأو b ≤ a )اأو كليهما(، ويكون 
ا S اإذا  العن�سر u ∈ S حدًّا اأعلى للمجموعة الجزئية A (upper bound) من مجموعة مرتبة جزئيًّ
 (maximal) اأعظميًّا S ا كان a ≤ u لكل a ≤ A. اأخيًرا، يكون العن�سر m من مجموعة مرتبة جزئيًّ

  .m < s بحيث ،s ∈ S اإذا لم يوجد

العلاقة  ا مع  مجموعة المجموعات الجزئية جميعها من مجموعة ما ت�صكل مجموعة مرتبة جزئيًّ
، لاحظ – على اأيّ  ، فاإنّ  ≥ المعطاة بـ ⊇، على �صبيل المثال: اإذا كانت المجموعة كاملة 
▲   . ، فلي�ص �صحيحًا اأنّ  اأو  حال – اأنه لـ  و 

 

 S ا، بحيث اإنّ كل �صل�صلة في تمهيدية زورن (Zorn′s Lemma): اإذا كانت S مجموعة مرتبة جزئيًّ
ا.  لها حد اأعلى في S، فاإنّ S تحوي على الاأقل عن�سًرا اأعظميًّ

لا يوجد �صوؤال عن برهان تمهيدية زورن، فالتمهيدية مكافئة لم�صلمة الاختيار، وهكذا، فاإننا 
في الحقيقة ناأخذ تمهيدية زورن هنا بو�صفها م�صلمة في نظرية المجموعات. ارجع اإلى الم�صادر 
 .(Edgerton[47] لمعرفة ن�صّ م�صلمة الاختيار وبرهان اأنها مكافئة لتمهيدية زورن. )ارجع اإلى

اأعظمي في  اأو  اإثبات توافر عن�سر كبير  تكون تمهيدية زورن في العادة مفيدة عندما نريد 
ا لـ  ا اأعظميًّ بناء من نوع ما، واإذا كان الحقل F له امتداد جبري  ، فبالتاأكيد �صيكون امتدادًا جبريًّ

ا، فلن يكون له امتداد جبري حقيقي.  F؛ لاأن  مغلق جبريًّ

اإنّ فكرة اإثباتنا للمبرهنة 17.31 ب�صيطة جدًا، فاإذا اأُعطينا الحقل F، ف�صوف ن�صف في البداية 
ا لدرجة اأنها تحوي )تبعًا للتماثل( اأي  مجموعة من الامتدادات الجبرية لـ F، بحيث تكون كبيرة جدًّ
ا – الترتيب العادي للحقول الجزئية – في هذه  امتداد جبري معقول لـ F، ثم نعرف ترتيبًا جزئيًّ
المجموعة، ثم نثبت اأنّ فر�صيات تمهيدية زورن متحققة، حيث اإنه بح�صب تمهيدية زورن، �صيكون 
عن�سًرا  بو�صفه  باأنه  �صنناق�ص  ثم  ومن  المجموعة،  هذه  في   F لـ  اأعظمي   جبري  امتداد  هناك 
اأن يكون مغلقًا  امتداد جبري فعلي، وهكذا، فاإنه يجب  ا، فاإن هذا الامتداد  لن يكون له  اأعظميًّ

ا.  جبريًّ

يختلف برهاننا قليلًا عن البراهين المتوافرة في الكثير من الكتب، ونف�صله لاأنه لا ي�صتخدم 
كبير  بقدر  تعتمد  فهي  وهكذا،   .4.31 و   3.29 المبرهنتين  من  الم�صتنتج  ذلك  من  اأكثر  الجبر  من 
ومريح على قوة كل من مبرهنة كرونكر وتمهيدية زورن، يبدو البرهان طويلًا، وذلك فقط لاأننا 
نكتب كل خطوة، اأمّا للريا�صيين المحترفين، فبناء البرهان من المعلومات في الفقرة ال�صابقة يُعدّ 
م�صاألة روتينية، وقد اقتُرح هذا البرهان على الموؤلف اأيام درا�صته العليا من زميل درا�صته نورمان 

�صابيرو (Norman Shapiro) الذي كان يف�صله كثيًرا كذلك.

20.31 مثال 

21.31 تمهيدية
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■  نبذة تاريخية

اإلّا  1880م،  و  1870م  عامي  في  �صمنية  ب�صورة  ا�صتُخدمت  الاختيار  م�صلمة  اأنّ  من  الرغم  على   
لنظرية  ببرهانه  مرتبطة  1904م،  عام   (Ernst Zermelo) زيرملو  اإرن�صت  يد  على  �سراحة  اأُعلنت  اأنها 
غير  جزئية  مجموعة  كلّ  حيث   ،  < ترتيب  علاقة  توجد   ،A مجموعة  لاأي  اأنّ  على  ن�صت  التي  الح�صن  الترتيب 
 M مجموعة  لاأي  اأنّ  لزيرملو  الاختيار  م�صلمة  وتوؤكد   ،< العلاقة  بح�صب  اأ�صغر  عن�سًرا  تحتوي   A من   B خالية 
حيث  ،f : S → M "اختيار"  دالة  دائمًا  توجد   ،M من  الجزئية  المجموعات  جميع  من  المكوّنة   S  والمجموعة 

 .S في M' لكل f(M') ∈ M' 

اأب�صط، ولكنه ي�صتخدم بلا تردد في  اأنّ هذا المبداأ المنطقي لا يمكن ... اأن يختزل اإلى �صورة  في الحقيقة، لاحظ زيرملو 
الا�صتنتاج الريا�صي في كل مكان. 

عُدّلت هذه  �صنوات لاحقة قام بت�صمين م�صلمته مع مجموعة م�صلماته الخا�صة بنظرية المجموعات، وقد  وبعد ب�صع 
 (Zermelo – – فرانكل  الاآن بنظرية المجموعات الخا�صة بزيرملو  1930م، لت�صكل ما يُعرف  المجموعة قليلًا عام 

(Frankel، عمومًا نظام الم�صلمات يُعمل به اليوم بو�صفه اأ�صا�صًا لتلك النظرية. 

قدّم ماك�ص زورن (Max Zorn 1906 – 1993) تمهيدية زورن عام 1935م، على الرغم من اإدراكه اأنها تكافئ نظرية 
الترتيب الح�صن )التي تكافئ بدورها م�صلمة الاختيار(، وادعى اأنّ ا�صتخدام تمهيديته في الجبر طبيعي اأكثر؛ لاأن نظرية 
تعليله، حيث  الاآخرون على  الريا�صيون  وفي الحال وافق  “مت�صاميًا”،  باأخرى مبداأً  اأو  الترتيب الح�صن كانت ب�صورة 

ظهرت التمهيدية عام 1939م في المجلد الاأول لنيكول�ص بورباكي

(Nicols Bourbaki’s Eléments de Mathématique: les structures fondamentales de I’Analyse)

ا من اأدوات الريا�صيين.  لقد ا�صتُخدمت ب�صورة ثابتة في ذلك العمل، واأ�صبحت �سريعًا جزءًا اأ�صا�صيًّ

اإننا م�صتعدون الاآن لاإثبات المبرهنة 17.31. التي �صنعيد هنا �صياغتها. 

 

يمكن الاإثبات في نظرية المجموعات اأنه لاأي مجموعة معطاة، توجد مجموعة تحوي عنا�سر اأكثر 
تمامًا. افتر�ص اأننا �صكّلنا المجموعة:

عدد  تحوي  مجموعة  لتكن    ، لكل  محتمل  �صفر  لكل  عن�سًرا  تحوي  التي 
اأن  يمكننا  ال�سرورة،  عند  من   بدلًا  وبا�صتبدال    ،A عنا�سر  من  تمامًا  اأكثر  عنا�سر 
التي تكون  ،  F لـ  امتدادات جبرية  الممكنة بو�صفها  لتكن الحقول جميعها   . اأنّ   نفتر�ص 
، فاأحد هذه الامتدادات الجبرية هي F نف�صها،  – بو�صفها مجموعات – مكوّنة من عنا�سر من 
 γ ∉ Fو   f(x) ∈ F[x] لـ  �صفر  هي   γ ∈ E  كانت واإذا   ، امتداد  اأيّ   E الحقل  كان   فاإذا 
 وdeg(γ, F) = n، فاإنه وباإعادة ت�صمية γ بـ  حيث  ∋ ω  وω ∉ F، واإعادة ت�صمية العنا�سر
بعنا�سر   ai والعنا�سر  من   مختلفة  من F(γ) بعنا�سر   
بحيث  ،F لـ   F(ω) ا  جبريًّ امتدادًا  بو�صفها  ت�صميته  اإعادة  بعد   F(γ) نعدّ  اأن  فيمكننا   ،F  من 
Ω فيها عنا�سر  Ω عنا�سر كافية لتكوين F(ω)؛ لاأن  ⊇ F(ω) وf(ω) = 0. تحوي المجموعة 
اأكثر من كافية لتزويدنا بـ n من الاأ�صفار المختلفة لكل عن�سر من كل درجة n في اأي مجموعة 

. 22.31 اإعادة �صياغة المبرهنة 17.31 لكل حقل F اإغلاق جبري 

البرهان
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 .F[x] جزئية من

⊇ Ej ت�صكل المجموعة امتدادات الحقول الجبرية كلها Ej  لـ F، حيث  
S = {Ej | j ∈ J}

ا مع علاقة الاحتواء العادية للحقول الجزئية ≥. اأحد عنا�سر S هو  التي تكون مرتبة جزئيًّ  
ا، ف�صيكون هناك الكثير من الحقول  F نف�صه، والفقرات ال�صابقة تثبت اأنه اإذا كان F غير مغلق جبريًّ

 .S في Ej 

W حقلًا، فلتكن ، �صن�صنع من  S، ولتكن  اأي �صل�صلة في   T = {Ejk}  لتكن 
  Ej1 صل�صلة، فاإنّ اأحد الحقلين� T ّولاأن ،β ∈ Ej2 و α ∈ Ej1 بحيث ،Ej1, Ej2 ∈ S فيوجد ،α, β ∈ W

 .α, β ∈ Ej2 :اإذن ،Ej1 ≤  Ej2 حقل جزئي من الاآخر، وليكن Ej2 و

�صن�صتخدم عمليات الحقل Ej2  لنعرّف جمع α وβ في W كـ Ej2 ∋ (α + β)، وبالمثل حا�صل 
ال�سرب Ej2 ∋ (αβ)، فهاتان العمليتان ح�صنتا التعريف في W، وهما م�صتقلتان عن تعريفنا لـ 
Ej2؛ لاأنه اإذا كانت α, β ∈ Ej3 كذلك حيث Ej3 عن�سر في T، فاإنّ اأحد الحقلين Ej2  و Ej3 يكون 

        .W صل�صلة، اإذن، �صارت عمليتا الجمع وال�سرب معرفتين لدينا على� T حلقة جزئية من الاآخر؛ لاأن

اأنهما  با�صتخدام حقيقة  العمليتين،  W مع هاتين  الحقل كلها في  م�صلمات  الاآن  تتحقق 
يوؤدي دور   1 ∈ F �صبيل المثال:  معرفتان با�صتخدام الجمع وال�سرب في الحقول، وهكذا، وعلى 
العن�سر المحايد لل�سرب في W؛ لاأنه لكل α ∈ W، اإذا كان α∈Ej1,1 فاإنّ 1α = α في Ej1، وهكذا 
1α = α في W، بح�صب تعريف ال�سرب في W، ولمزيد من التو�صيح، نتحقق من قوانين التوزيع، 
الثلاثة العنا�سر  يحوي   T واحد في  اإيجاد حقل  فيمكننا  �صل�صلة،   T ولاأنّ   ،α, β, γ ∈ W  لتكن 
 ،W وبهذا، فهي تتحقق في ،γو ،βو ،α حيث تتحقق في هذا الحقل خا�صية التوزيع على ،γو β ،α

 .Ejk ∈ T لكل Ejk ≤ W ،حقلًا ، ومن خلال الاإن�صاء W ّوهكذا يمكننا اأن نعد

ا اأعلى لـ T، ولكن اإذا  فاإذا تمكنّا من اإثبات اأنّ W جبري على F، فاإنّ W ∈ S �صتكون حدًّ
كان α ∈ W، فاإنّ α ∈ Ej1 لاأحد العنا�سر Ej1 في T، وهكذا، فاإنّ α جبرية على F، اإذن، W امتداد 

 .T وحدّ اأعلى لـ F جبري لـ

تتحقق فر�صيات تمهيدية زورن، وهكذا، فاإنه يوجد عن�سر اأعظمي  في S، فندّعي اأنّ 
، ولاأنّ  ، وافتر�ص اأنّ f(x) لا اأ�صفار لها في  ، حيث  ا، ولتكن  مغلق جبريًّ
، ونكوّن  ω ∈ Ω، بحيث ، فيمكننا اأن ناأخذ  Ω تحوي عنا�سر اأكثر من تلك التي تحويها 

الحقل  وω �صفر لـ f(x)، كما راأينا في الفقرة الاأولى من هذا البرهان، لتكن β في 
، وبح�صب المبرهنة 23.30. تكون β �صفرًا لكثيرة حدود. 

g(x) = α0 + α1 x + … + αn x
n

، وهكذا، فاإنّ  جبرية على F، اإذن وبح�صب المبرهنة 11.31.  في  وبحيث 
يكون الحقل F(α0, …, αn) امتدادًا منتهيًا على F، ولاأنّ β جبرية على F(α0, …, αn)، فباإمكاننا 
 ،F جبرية على β 3.31 اإذن وبح�صب المبرهنة ،F امتداد منتهٍ على F(α0, …, αn, β) ّاأن نرى اأن
F بو�صفها عن�سًرا اأعظميًّا في S، اإذن،  ، ما يناق�ص اختيار وهكذا، فاإنّ  و 
♦ ا.  F مغلق جبريًّ F ، اإذن،  يجب اأن يكون لـ f(x) �صفر في

تبدو الخطوات في البرهان ال�صابق عادية للريا�صي المحترف، ولاأنها المرة الاأولى التي 
نرى فيها ا�صتخدام تمهيدية زورن في البرهان، فقد كتبنا البرهان بالتف�صيل. 
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■ تمارين 31

    ح�صابات

ا لتبرير اإجابتك.  في التمارين 1 اإلى 13،اأوجد الدرجة والاأ�صا�ص للامتداد الحقلي المعطى، وكن م�صتعدًّ  

2.  على 1.  على 

4.  على  3.  على 

6.  على 5.  على 

8.  على 7.  على 

10.  على 9.  على 

12.  على 11.  على 

13.  على 

 
مفاهيم

في التمارين 14 اإلى 17، �صحّح تعريف الحدّ المكتوب بخط مائل دون الرجوع اإلى الكتاب – اإن كانت هناك حاجة   
للت�صحيح – بحيث يكون ب�صيغة قابلة للن�سر. 

  .F[x] حيث  كلها اأ�صفار لكثيرة حدود في ، 14. الامتداد الجبري للحقل F، هو الحقل 

 .F هو ذلك الذي يمكن الح�صول عليه باإ�صافة عدد منتهٍ من العنا�سر لـ ،F 15. الامتداد المنتهي للحقل

.F الجبرية جميعها على E هو المكون من عنا�سر ،F للحقل E في الامتداد F للحقل EF 16. الاإغلاق الجبري 

 .F ا، اإذا وفقط اإذا كانت كل كثيرة حدود لها �صفر في 17. الحقل F مغلق جبريًّ

ا. 18. اأثبت بمثال اأنّ للامتداد الفعلي E للحقل F، الاإغلاق الجبري لـ F في E لي�ص بال�سرورة مغلقًا جبريًّ

19. �صع اإ�صارة �صح اأو اإ�صارة خطاأ:

ــــــــــــــــ اأ. اإذا كان الحقل E امتدادًا منتهيًا للحقل F، فاإن E حقل منتهٍ. 

ــــــــــــــــ ب. كل امتداد منتهٍ للحقل هو امتداد جبري. 

ــــــــــــــــ جـ. كل امتداد جبري للحقل هو امتداد منتهٍ. 

ــــــــــــــــ د. الحقل الاأعلى لبرج منتهٍ لامتداد منتهٍ من الحقول، هو امتداد منتهٍ للحقل في اأ�صفل البرج. 

.ℝ ا في ــــــــــــــــ هـ. ℚ هي الاإغلاق الجبري لنف�صها في ℝ، اأي اإنّ ℚ مغلقة جبريًّ

ا في ℂ(x)، حيث x غير معين.  ــــــــــــــــ و. ℂ مغلقة جبريًّ
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ا، حيث x غير معين.  ــــــــــــــــ ز.  ℂ(x) مغلقة جبريًّ

ا الاأعداد الجبرية كلها.  ــــــــــــــــ ح. الحقل ℂ(x) لي�ص له اإغلاق جبري؛ لاأن ℂ تحوي فعليًّ

ا يجب اأن يكون مميزه 0.  ــــــــــــــــ ط. الحقل المغلق جبريًّ

  .F امتداد جبري لـ E فاإن ،F ا للحقل ــــــــــــــــ ي. اإذا كان E امتدادًا مغلقًا جبريًّ

براهين مخت�صرة

20. اأعطِ برهانًا مخت�سًرا من جملة واحدة للمبرهنة 3.31. 

21. اأعطِ برهانًا مخت�سًرا من جملة واحدة للمبرهنة 4.31.

براهين

 .ℂ = ℝ(a + bi) ّاأثبت اأن .b ≠ 0 و a, b ∈ ℝ حيث ، 22. ليكن 

 E = F(α) وفي الحقيقة F امتداد ب�صيط لـ E ّا، فاإن 23. اأثبت اأنه اإذا كان E امتدادًا منتهيًا للحقل F وكان [E : F] عددًا اأوليًّ
 .F ولا  تنتمي اإلى ،α ∈ E لكل

 . 24. برهن على اأنّ x2 – 3 غير مختزلة على 

25. ما درجة امتدادات الحقول التي يمكن الح�صول عليها باإ�صافة جذر تربيعي لعن�سر من F لي�ص مربعًا كاملًا في F، ثمّ 
اأي �صفر  اإنّ  العبارة:  لي�ص مربعًا كاملًا في هذا الحقل الجديد، وهكذا؟ م�صتخدمًا ذلك ناق�ص  جذر تربيعي لعن�سر 
لكثيرة الحدود x14 – 3x2 + 12 على ℚ لا يمكن التعبير عنه بو�صفه دالة ن�صبية لجذور تربيعية لدالة ن�صبية لجذور 

  .ℚ تربيعية – وهكذا – لعنا�سر في

⊇ F. اأثبت اأنّ D حقل.  D ⊆  E حلقة تامة، حيث D وليكن ،F امتدادًا منتهيًا للحقل E 26. ليكن

 . 27. برهن بالتف�صيل على اأنّ 

، فاإنّ  لكل a  وb في ℚ [م�صاعدة:  0a b+ ≠ م تمرين 27، واأثبت اأنه اإذا كان  28. عمِّ
 . اح�صب 

29. ليكن E امتدادًا منتهيًا للحقل F، ولتكن  غير مختزلة على F ودرجتها لا تق�صم   [E : F]. اأثبت اأنه لا توجد 
 .E اأ�صفار لـ  في

F جبرية لها درجة فردية على α2 ّاأثبت اأن .F جبرية ذات درجة فردية على α ∈ E ولتكن ،F امتدادًا للحقل E 30. ليكن 
 .F(α) = F(α2) و

 K و F ا على 31. اأثبت اأنه اإذا كانت E ,وF و K حقولًا، حيث F ≤ E ≤ K، فاإنّ K جبري على F، اإذا وفقط اإذا كان E جبريًّ
ا على E. )يجب األّا تفتر�ص اأنّ الامتدادات منتهية(.  جبريًّ

 . EF EF لـ F في E مت�صامٍ على  32. ليكن E امتدادًا للحقل F. برهن على اأنَّ كل α ∈ E ولي�صت في الاإغلاق الجبري 
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ا. )بتطبيق هذا المثال على  EF لـ F في E مغلق جبريًّ ا للحقل F. اأثبت اأنّ الاإغلاق الجبري  33.  ليكن E امتدادًا مغلقًا جبريًّ
ا(.   ℂ وℚ نرى اأنّ الحقل المكون من الاأعداد الجبرية جميعها مغلق جبريًّ

F لكل f(x) ∈ F[x]، فاإن E حقل مغلق  ا للحقل F ويحتوي الاأ�صفار جميعها في اإذا كان E امتدادًا جبريًّ اأنه  34. اأثبت 
ا.   جبريًّ

ا(. [م�صاعدة:  ا. )في الواقع، لا يوجد حقل منتهٍ مميزه 2 مغلق جبريًّ 35. اأثبت اأنه لا يوجد حقل منتهٍ ذو مميز فردي مغلق جبريًّ
بالعدّ اأثبت اأنه لمثل هذا الحقل المنتهي F، بع�ص كثيرات الحدود  x2 – a ، حيث a ∈ F، لي�ص لها �صفر في F. انظر 

تمرين 32 الف�صل 29]. 

 .ℚ لي�ص امتدادًا منتهيًا لـ ℂ في ℚ 36. برهن على اأنّ - كما تّم التاأكيد في الكتاب – الاإغلاق الجبري لـ

 .ℂ نف�صها اأو يماثل ℝ اإما ،ℝ 37. ناق�ص العبارة: كل امتداد منتهٍ للحقل

38. ا�صتخدم تمهيدية زورن لتثبت اأنّ كل مثالي فعلي في حلقة R تحوي عن�سًرا محايدًا، يكوّن محتوًى في مثالي اأعظمي. 
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Geometric Constructions 1 اإن�صاءات هند�صية  

ح قوة المبرهنة 4.31 لدرا�صة  في هذا الف�صل �صنحيد قليلًا عن خطنا لنعطي تطبيقًا يو�صّ  
   (Courant and Robbins) اأكثر تف�صيلًا للاإن�صاءات الهند�صية، ارجع اإلى كتاب كورنت وروبن�ص

[44، الوحدة الثالثة].  

اأنواع الاأ�صكال التي يمكن بناوؤها با�صتخدام الفرجار والم�صطرة،               ين�صب اهتمامنا على 
كما في الهند�صة الاإقليدية التقليدية، و�صنناق�ص ا�صتحالة تثليث زوايا معينة وغيرها من الاأ�صئلة 

التقليدية الاأخرى.   

الاأعداد القابلة للاإن�صاء

لنتخيل اأننا اأُعطينا قطعة م�صتقيمة واحدة فقط، التي �صنعرفها باأنها وحدة طول واحدة.   

يُ�صمى العدد الحقيقي α عددًا قابلاً للاإن�صاء (Constructible)، وذلك اإذا تمكنّا من اإن�صاء   
التي طولها وحدة طول،  القطعة المعطاة،  قطعة م�صتقيمة طولها  بعدد منتهٍ من الخطوات من 

وذلك با�صتخدام الم�صطرة والفرجار. 

ا، فنفتر�ص اأننا اأُعطينا نقطتين فقط في هذه اللحظة، ولتكونا  اإنّ قوانين اللعبة �صارمة جدًّ  
 (1, 0) (0 ,0) و  اأنهما تقابلان النقطتين  طرفي القطعة الم�صتقيمة ذات وحدة الطول، ولنفتر�ص 
بين  وذلك  فقط،  الم�صطرة  با�صتعمال  ا  خطًّ نر�صم  اأن  الاآن  لنا  يُ�صمح  حيث  الاإقليدي،  الم�صتوى  في 
 النقطتين اللتين تّم تعيينهما، وهكذا يمكننا البدء با�صتعمال الم�صطرة ور�صم الخط المار بـ (0 ,0)
و (0 ,1)، ويُ�صمح لنا باأن نفتح الفرجار م�صافة ت�صاوي ما بين النقطتين فقط، دعونا الاآن نركز راأ�ص 
الفرجار في النقطة (0 ,1)، ونر�صم دائرة بن�صف قطر 1، التي تمر بالنقطة (0 ,2)، وهكذا نكون 
 (3, 0), (4, 0), النقاط  الطريقة ن�صتطيع تعيين  (0 ,2)، وبالا�صتمرار بهذه  قد عيّنا نقطة ثالثة 
(0 ,2–) (0 ,1–) وهكذا...، الاآن نفتح الفرجار م�صافة ت�صاوي البعد بين (0 ,0) و(2 ,0)، ثمّ ن�صع 
راأ�ص الفرجار في النقطة (0 ,1)، ونر�صم دائرة بن�صف قطر 2، ونكرر العمل مع النقطة (0 ,1–)، 
وبذلك نكون قد اأوجدنا نقطتين جديدتين، وذلك حيث تتقاطع الدائرتان وحيث ن�صتطيع اأن ن�صع 
 الم�صطرة عليهما، ونر�صم ما يُ�صمى بمحور ال�صادات، ثمَّ نفتح الفرجار م�صافة ت�صاوي ما بين (0 ,0) 
محور  مع  الدائرة  تتقاطع  حيث   (0, 1) النقطة  ونعيّن   ،(0, 0) مركزها  دائرة  ونر�صم  و(0 ,1)، 
ذات  (x, y) جميعها  النقاط  تعيين  ن�صتطيع  نف�صه،  النمط  على  العمل  وبالا�صتمرار في  ال�صادات، 
الاإحداثيات ال�صحيحة في اأي م�صتطيل يحوي النقطة (0 ,0)، ودون الخو�ص في مزيدٍ من التفا�صيل، 

ن�صتطيع اأن نثبت اأنه بالاإمكان اإقامة عمود على خطٍّ معطًى من نقطة معلومة على الخط. 

هي  الاأولى  نتيجتنا  معطى،  لخطٍّ  وموازٍ  معلومة  نقطة  خلال  من  يمر  خط  اإيجاد  ن�صتطيع  كذلك 
المبرهنة الاآتية:

اإذا كان α وβ عددين حقيقيين قابلين للاإن�صاء، فاإنّ αβ ،α – β ،α + β و α /β كلها اأعداد حقيقية 
 .β ≠ 0 قابلة للاإن�صاء، اإذا كان

1 لن يتم استخدام هذا الفصل في بقية هذا الكتاب. 

الف�صل 32

1.32 مبرهنة
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 α, β > اإذا كانت ،β و α قابلين للاإن�صاء؛ لذلك توجد قطع م�صتقيمة بطول β و α اأُعطينا
α، وخذ على  الاأ�صلية بطول  القطعة  ابداأ باأحد طرفي  α بالم�صطرة،  0، فمدّ قطعة م�صتقيمة بطول 
الامتداد الطول β با�صتخدام الفرجار، هذا يُن�صئ قطعة م�صتقيمة بطول α + β؛ كذلك α – β يمكن 
اإن�صاوؤها بالطريقة نف�صها )انظر ال�صكل 2.32(، واإذا كان α و β لي�ص كلاهما موجبًا، فمن الوا�صح 
اأنه يمكن تق�صيم البرهان اإلى حالات تبعًا لاإ�صارتيهما، واإثبات اأنّ α + β و α – β لا تزال قابلة 

للاإن�صاء. 

OA من النقطة O اإلى النقطة  اإن�صاء αβ مو�صح في ال�صكل 3.32، لتكن القطعة الم�صتقيمة   
l من  α، فاأن�صئ الخط  OA بطول  القطعة الم�صتقيمة، فاإذا كان  A، ولتكن OA طول هذه 
OA )ربما اإذا كان O عند (0 ,0)، و A عند (a, 0)، ت�صتخدم الخط المار من  خلال O ولا يحوي 
 ،β بطول OB OP بطول 1 و  خلال (0 ,0) و (2 ,4)(، ثم اأوجد النقاط P و B على l، حيث 
OA في امتداده عند Q. با�صتخدام المثلثات  PA ويقطع  PA ، واأن�صئ 'l من خلال B موازٍ لـ  ار�صم 

المت�صابهة نجد اأنّ: 

 .α β بطول OQ لذلك،

OA بطولα، اأن�صئ          اأخيًرا، يبين ال�صكل 4.32 اأنّ α / β قابل للاإن�صاء، اإذا كان β ≠ 0، ليكن
OP بطول 1،  OB بطول β و l من خلال O ولا يحوي OA، ثمّ اأوجد B و P على l ، حيث 
OA عند Q، مرة اأخرى با�صتخدم ت�صابه  BA ويقطع l من خلال P موازٍ لـ  ′ ار�صم BA ، واأن�صئ 

المثلثات تجد اأنّ:

OQ بطول  .               لذلك،

 
الشكل 2.32  

البرهان
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الشكل 3.32

الشكل 4.32

ا F من حقل الاأعداد الحقيقية.   مجموعة الاأعداد الحقيقية القابلة للاإن�صاء تكوّن حقلًا جزئيًّ

 ♦ برهان هذه النتيجة مبا�سر من المبرهنة 1.32. 
وهكذا، فاإنّ الحقل F المكون من الاأعداد الحقيقية جميعها القابلة للاإن�صاء، يحوي ℚ– حقل الاأعداد 

 .ℝ هو اأ�صغر حقل جزئي من ℚ الن�صبية – نظرًا لاأن

فيما  ن�صبي،  عدد  اأي  اإن�صاء  ن�صتطيع  التحليلية، حيث  بالطرق  �صنتابع  ف�صاعدًا  الاآن  من   
يتعلق بالقطعة الم�صتقيمة

0 ______1

1  في  2( , )q q بطول 1 بو�صفها وحدة اأ�صا�صية على محور ال�صينات، ن�صتطيع اأن نعيّن اأي نقطة 
الم�صتوى باإحداثييها الن�صبيين، حيث اإنّ اأي نقطة اأخرى في الم�صتوى التي ن�صتطيع تعيينها 

با�صتخدام الفرجار والم�صطرة، يمكن اإيجادها با�صتخدام اإحدى الطرق الثلاث الاآتية: 

1. بو�صفها تقاطع خطين يمرّ كلاهما من خلال نقطتين معلومتين واإحداثياتهما ن�صبية. 

2. بو�صفها تقاطع خط يمر من خلال نقطتين، لهما اإحداثيات ن�صبية ودائرة مركزها اإحداثياته 
ن�صبية ون�صف قطرها ن�صبي. 

3. بو�صفها تقاطع دائرتين اإحداثيات مركزيهما ن�صبية واأن�صاف اأقطارها ن�صبية. 

      معادلات الخطوط والدوائر من الاأنواع المذكورة في 1، و2 و3 هي على ال�صورة:

5.32 نتيجة

البرهان
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a x + by + c = 0

x2 + y2 + dx + ey + f = 0                                                    و

، ولاأنّ الحالة 3 تقاطع الدائرتين ذوات المعادلتين: حيث a ,وb ,وc ,وd ,وe و f جميعها في 

2 2
1 1 1 0x y d x e y f+ + + + =

و 

2 2
2 2 2 0x y d x e y f+ + + + =

هو تقاطع الدائرة الاأولى نف�صه التي معادلتها:

2 2
1 1 1 0x y d x e y f+ + + + =

والخط )الوتر الم�صترك( الذي معادلته: 

1 2 1 2 1 2( ) ( ) 0d d x e e y f f− + − + − =

الاأولى، فحل م�صترك  اإلى الحالة  2، وبالن�صبة  اإلى الحالة  اختزالها  3 يمكن  فاإنّ الحالة  كما نرى، 
للمعادلتين الخطيتين ذواتي المعاملات الن�صبية، يمكن اأن ينتج عنه قيم ن�صبية لكل من x وy، وهذا 
لا يعطينا نقاطًا جديدة، ولكن اإيجاد حلّ م�صترك لمعادلة خطية ذات معاملات ن�صبية مع معادلة 
تربيعية ذات معاملات ن�صبية – كما في الحالة 2 – يوؤدي بالتعوي�ص اإلى معادلة تربيعية، وعند 
حلّ مثل هذه المعادلة بال�صيغة التربيعية، يمكن اأن يكون لها حلول تت�صمن جذورًا تربيعية لاأعداد 

 .ℚ لي�صت مربعات كاملة في

         حيث لم نتطرق في النقا�ص ال�صابق للحديث عن ℚ، اإلّا فيما يخت�ص بم�صلمات الحقول، فاإذا 
كان H هو اأ�صغر حقل يحوي هذه الاأعداد الحقيقية المن�صاأة حتى الاآن، فيظهر النقا�ص اأنّ “العدد 
، وبهذا نكون  0α > ، و Hα ∈ ، حيث  ( )H α الجديد الاآتي” الذي تمَّ اإن�صاوؤه يقع في الحقل 

برهنا ن�صف النظرية الاآتية. 

الحقل F من الاأعداد الحقيقية القابلة للاإن�صاء، يتكوّن تحديدًا من الاأعداد الحقيقية جميعها، التي 
ℚ، باأخذ الجذور التربيعية للاأعداد الموجبة بعدد منتهٍ من  المرات،  ن�صتطيع الح�صول عليها من 

وتطبيق عددٍ منته من عمليات الحقول. 

حنا اأنّ F لا يحوي �صوى الاأعداد التي نح�صل عليها من ℚ، باأخذ عدد منتهٍ من الجذور التربيعية  و�صّ
0α قابلًا للاإن�صاء، فاإنّ  > للاأعداد الموجبة، وتطبيق عدد منتهٍ من عمليات الحقول، لكن اإذا كان 
 OP OA بحيث  OA بطول α، عيّن p  على امتداد  α قابل للاإن�صاء، ليكن  ال�صكل 7.32 يبيّن اأنّ
PA من  PA قطرًا لها، ثمّ اأقم عمودًا على  ، وار�صم ن�صف دائرة يكون PA بطول 1، واأوجد منت�صف 
النقطة O، حيث يقطع ن�صف الدائرة في النقطة Q، اإذن، المثلثان OPQ وOQA مت�صابهان، ويكون 

6.32 مبرهنة

البرهان
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OQ OP

OQOA
=

، وبهذا، فاإنّ الجذور التربيعية للاأعداد القابلة  α OQ ي�صاوي  . اإذن، طول  2
1OQ α α= = و 

للاإن�صاء تكون قابلة للاإن�صاء. 

                         .تظهر المبرهنة 1.32 اأنّ عمليات الحقول ممكنة بالاإن�صاء

الشكل 7.32

,1      حيث   .........  nα α γ= اإذا كان γ قابلًا  للاإن�صاء و γ ∉ ℚ، فتوجد متتالية منتهية من الاأعداد الحقيقية 
]، حيث r عدد  ]( ) : 2rγ =   ـ ℚ من الدرجة الثانية،  وب�صكل خا�ص، ) ℚ هو امتداد ل )1,  ... iα α

 .r ≥ 0  ،صحيح�

iα مبا�سر من مبرهنة 6.32؛ ولذلك: اإثبات توافر 

 

                                                                                  .با�صتخدام المبرهنة 4.32، وهذا ينهي البرهان

8.32 نتيجة

البرهان

[ ]1[  ( ,  ..., ):  ( )] :  ( )]  ( ) : nα α γ γ γ=     

( )1,  ... iα α

( )1,  ... iα α( )1,  ... iα α
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ا�صتحالة اإن�صاءات محددة 

�صنثبت الاآن ا�صتحالة اإن�صاءات هند�صية محددة. 

ا�صتخدام  دائمًا  بالاإمكان  فلي�ص  مكعب،  من  �صلعًا  اأُعطينا  اإذا  اإنه  اأي  م�صتحيلة،  مكعب  م�صاعفة 
الم�صطرة والفرجار في اإن�صاء �صلع مكعب له �صعف حجم المكعب الاأ�صلي. 

اأن  الذي نبحث عنه يجب  1، والمكعب  1، وبذلك يكون حجمه  للمكعب المعطى �صلع بطول  ليكن 
،ℚ 3 هو �صفر  لكثيرة الحدود غير المختزلة على 2 ، ولكن  3 2  يكون حجمه 2، وعليه، طول �صلعه 

x3 –  2، ولذلك: 

3 2  : 3  =  

تبين النتيجة 8.32 اأنه لم�صاعفة هذا المكعب ذي الحجم 1، نحتاج اإلى اأن يكون لدينا 2r =3، حيث 
 r عدد �صحيح، ولكن مثل هذا العدد غير متوافر. 

تربيع الدائرة م�صتحيل، اأي اإنه اإذا اأُعطينا دائرة، فلي�ص بالاإمكان دائمًا ا�صتخدام الم�صطرة 
والفرجار في اإن�صاء مربع له م�صاحة ت�صاوي م�صاحة الدائرة المعطاة. 

اإن�صاء  π، نحن في حاجة اإلى  1؛ ولذلك تكون م�صاحتها ت�صاوي  ليكن ن�صف قطر الدائرةي�صاوي 
                            .ا  اأي�صً π مت�صامٍ على  ؛ ولذلك  π مت�صامٍ على  ، ولكن  π مربع �صلعه ي�صاوي 

تثليث الزاوية م�صتحيل، اأي اإنه توجد زاوية لا يمكن تثليثها با�صتخدام الم�صطرة والفرجار. 

يبين ال�صكل 12.32 اأنّ الزاوية 𝜃𝜃 تكون قابلة للاإن�صاء اإذا وفقط اإذا اأمكننا اإن�صاء قطعة بطول

cos θ|، الاآن، الزاوية °60 قابلة للاإن�صاء، و�صنبين اأنها غير قابلة للتثليث، لاحظ اأنّ:   | 

 
الشكل 21.32

]نلاحــظ اأنّ الكثــير مــن الطــلاب اليــوم لم ي�صاهــدوا المتطابقــات المثلثيــة التــي ا�صتخدمناهــا 

9.32 مبرهنة

البرهان

10.32 مبرهنة

البرهان

11.32 مبرهنة

البرهان
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ا، فالتمريــن 1 يعيــد التمريــن 40 الــوارد في الف�صــل الاأول، ويطلــب اإليــك اإثبــات المتطابقــة  تــوًّ
 .[)Euler’s Formula( با�صتخدام �صيغة اأويلر cos 3θ  = 4 cos3θ  –3 cos θ  

المتطابقة مــن   ،  cos  20α = ولتكن°  ،cos 3θ  = 1
2

ـــاإنّ  ف وبــذلــك،   ،θ  لتكن 20° = 
cos3 θ 4 نجد اأنّ   – 3 cos θ  = cos 3θ

3 14  - 3  
2

α α =

]ℚلاأنه   ]x α �صفر لكثيرة الحدود 8x3 – 6x –1، وكثيرة الحدود هذه غير مختزلة في  وبذلك، فاإنّ 
]ℤ، ولكن التحليل اإلى  ]x با�صتخدام المبرهنة 11.23 يكفي اأن نثبت اأنها لا تتحلل اإلى عوامل في 
 ،(x ± 1) 2( اأوx ± 1( ،)4x ± 1( ،)8x ± 1( ا على ال�صورة عوامل في ℤ[x] ي�صتلزم عاملًا خطيًّ

1± لي�ص �صفرًا لكثيرة  و   ± 1
2

 ،± 1
4

 ،± 1
8

ا من الاأعداد  حيث ن�صتطيع التحقق �سريعًا من اأنّ اأيًّ
الحدود8x3 –6x –1 ؛ ولذلك:  

[ ] ( ) :   =3α 

                .غير قابلة للاإن�صاء، وبناءً عليه، فاإن °60 لا يمكن تثليثها α وبا�صتخدام النتيجة 8.32، فاإنّ 

             

 ■ نبذة تاريخية 

بالعودة اإلى القرن الرابع قبل الميلاد، نجد اأنّ الريا�صيين اليونان حاولوا دون نجاح اأن يجدوا  اإن�صاءات هند�صية با�صتخدام 
الم�صطرة والفرجار لتثليث الزاوية، وم�صاعفة المكعب وتربيع الدائرة، وعلى الرغم من اأنهم لم ي�صتطيعوا اإثبات ا�صتحالة 

مثل هذه الاإن�صاءات، اإلّا اأنهم نجحوا في بناء حلول لهذه المع�صلات با�صتخدام اأدوات اأخرى ت�صمل المقاطع المخروطية. 

وفي بداية القرن التا�صع ع�سر قام كارل جاو�ص )Carl Gauss( بدرا�صة تف�صيلية لقابلية الاإن�صاء، وذلك فيما يتعلق 
بحله لمعادلات اأولية العدد )cyclotomic equations(، والمعادلات التي على ال�صورة xp− 1 = 0، حيث p عدد اأولي 
المعادلات جميعها تحلّ  اأنّ هذه  الرغم من  اأنه على  اأثبت  وقد   ،p اأ�صلاعه  الذي عدد  المنتظم  الم�صلع  روؤو�ص  جذورها 
با�صتخدام الجذور اإذا كان p–1  لي�ص من قوى 2، فاإنّ الحلول يجب اأن تت�صمن جذورًا اأعلى من الثاني، في الحقيقة، اأكّد 
ا للم�صلع ذي الاأ�صلاع p، حيث p–1 لي�ص من قوى 2، ف�صي�صيع وقته  جاو�ص اأنّ كل من يحاول اأن يجد اإن�صاءً هند�صيًّ
هباءً، وكان ال�صيء الم�صوق اأنّ جاو�ص لم يبرهن ما اأكده من اأنّ مثل هذه الاإن�صاءات م�صتحيلة، وهذا ما تّم اإنجازه عام 
1837م على يد بيري وانتزل )Pierre Wantzel 1814- 1848(، حيث برهن النتيجة 8.32، واأقام الدليل على �صحّة 
π مت�صامٍ، وهذا ما  المبرهنة 9.32 والمبرهنة 11.32، ومن ناحية اأخرى، فاإنّ اإثبات المبرهنة 10.32 يتطلب اإثبات اأنّ 

 .)Ferdinand Lindemann 1852- 1839( تّم تحقيقه عام 1882م على يد فيردناند ليندمان

اإذا  اإذا وفقط   ،n ≥ 3 من الاأ�صلاع قابل للاإن�صاء عندما n اأنّ الم�صلع المنتظم الذي له عدد لاحظ 
2 قابلة للاإن�صاء.  n

π كانت الزاوية 

، قابلة للاإن�صاء.  ( )2cos n
π وهذه الحالة تتحقق اإذا وفقط اإذا كانت القطعة الم�صتقيمة بطول 
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■ تمارين 32

ح�صابات 

1. اأثبت المتطابقة المثلثية  cos3 𝜃𝜃=4 cos3 𝜃𝜃– 3 cos 𝜃𝜃 من �صيغة اأويلر

.ei𝜃𝜃= cos𝜃𝜃 + i sin𝜃𝜃 

مفاهيم 

2. �صع اإ�صارة �صح اأو اإ�صارة خطاأ:

ــــــــــــــــ اأ. من الم�صتحيل م�صاعفة اأي مكعب له �صلع قابل للاإن�صاء با�صتخدام الم�صطرة والفرجار. 

ــــــــــــــــ ب. من الم�صتحيل م�صاعفة كل مكعب له �صلع قابل للاإن�صاء با�صتخدام الم�صطرة والفرجار. 

ــــــــــــــــ جـ. من الم�صتحيل تربيع دائرة لها ن�صف قطر قابل للاإن�صاء با�صتخدام الم�صطرة والفرجار. 

ــــــــــــــــ د. من الم�صتحيل تثليث زاوية قابلة للاإن�صاء با�صتخدام الم�صطرة والفرجار. 

 .r ≥ 0 ،عدد �صحيح r حيث ،ℚ 2 علىr ــــــــــــــــ هـ. كل عدد قابل للاإن�صاء هو من الدرجة

ــــــــــــــــ و. لقد اأثبتنا اأن كل عدد حقيقي من الدرجة 2r على ℚ، حيث r عدد �صحيح،  r ≥ 0  يكون قابلًا للاإن�صاء. 

اأوليين وحيد )دون اعتبار الترتيب(، ا�صتُخدمت  اأنّ تحليل عدد �صحيح موجب اإلى حا�صل �سرب عددين  ــــــــــــــــ ز.  حقيقة 
بقوة في خاتمة المبرهنتين 9.32 و 11.32. 

ــــــــــــــــ ح. البرهان بالعدّ هو اإلى حدّ بعيد اأداة قوية من اأدوات الريا�صيين. 

الوحدة وبا�صتخدام  بالبدء بقطعة بطول  بعدد منتهٍ من الخطوات، وذلك  للاإن�صاء  قابل  اأي عدد  اإيجاد  ــــــــــــــــ ط.  ن�صتطيع 
الم�صطرة والفرجار.  

بالبدء بقطعة  بعدد منتهٍ من الخطوات، وذلك  للاإن�صاء جميعها  القابلة  للاأعداد  الكلي  اإيجاد المجموع  ــــــــــــــــ ي.  ن�صتطيع 
بطول الوحدة وبا�صتخدام الم�صطرة والفرجار.  

نظرية 

3. با�صتخدام اإثبات المبرهنة 11.32، اأثبت اأنّ الم�صلع المنتظم الذي له 9 اأ�صلاع غير قابل للاإن�صاء. 

ا اأنه يمكن اإن�صاء زاوية 30°.  4. اأثبت جبريًّ

AQ ين�صف الزاوية OAP، اأثبت  5. بالرجوع اإلى ال�صكل 13.32 حيث 
اأنّ الم�صلــع المنتظم الــذي له 10 اأ�صلاع قابل للاإن�صــاء، )ولذلك يكون 
ا(. ]م�ساعدة: المثلث OAP ي�صابه  الخما�صي المنتظم قابلًا للاإن�صاء اأي�صً

ا اأنّ r قابل للاإن�صاء].   المثلث APQ. اأثبت جبريًّ

في التمارين 6 اإلى 9 ا�صتخدم نتائج تمرين 5 عند الحاجة؛ لتثبت اأنّ 
العبارة �صحيحة: 

الشكل 13.32
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6. الم�صلع المنتظم الذي له 20 �صلعًا قابل للاإن�صاء. 

7. الم�صلع المنتظم الذي له 30 �صلعًا قابل للاإن�صاء. 

8. من الممكن تثليت الزاوية 72°. 

9. الم�صلع المنتظم الذي له 15 �صلعًا قابل للاإن�صاء. 

10. افتر�ص اأنك تريد اأن ت�سرح ب�صورة تقريبية بثلاث اأو اأربع جمل لمدرّ�ص مرحلة ثانوية يدرّ�ص الهند�صة الم�صتوية، ولم 
ما  اكتب  °60؟  قيا�صها  زاوية  تثليت  الم�صتحيل  من  اأنه  اإثبات  يمكن  فكيف  المجرّد،  الجبر  في  درا�صيًّا  مقررًا  يدر�ص 

�صتقوله. 

Abstract 1_Book.indb   394 3/4/2014   9:40:01 AM

o b e i k a n d l . c o m



الوحدة ال�صاد�صة الف�صل 33: الحقول المنتهية  395

Finite Fields الحقول المنتهية  

 p اأولي  اأنه لكل عدد  الهدف من هذا الف�صل تحديد بنية الحقول المنتهية كلها، و�صنثبت 
وعدد �صحيح موجب n، يوجد بال�صبط حقل واحد )تبعًا للتماثل( عدد عنا�سره pn، حيث ي�صمّى هذا 
الحقل GF(pn) بالعادة حقل جالوا من الرتبة p n  (Galois field of order p n)، �صن�صتخدم 

بع�ص معلوماتنا عن الزمر الدورية، والبراهين ب�صيطة ورائعة.

بناء الحقل المنتهي

�صنثبت اأنّ عدد عنا�سر اأي حقل منتهٍ يجب اأن يكون على �صورة قوة لعدد اأولي.  

ليكن الحقل E امتدادًا من الدرجة n على الحقل المنتهي F ، فاإذا كان لـ q   F من العنا�سر، فاإن لـ 
qn   E من العنا�سر. 

} اأ�صا�صًا لـ E بو�صفها ف�صاء متجهات على F، فبح�صب التمرين 21 من الف�صل  }1,..., nα α لتكن 
30، فاإنّ كل β ∈ E تكتب ب�صورة وحيدة على الهيئة:

1 1 ... n nb bβ α α= + +

F، فاإنّ العدد الكلي  q عن�سر في  األـ  ا من  اأيًّ اأن تكون  bi يمكن  bi ∈ F، ولاأنّ كل  حيث  
                       .qn ت�صاوي iα للتراكيب الخطية المختلفة في 

اإذا كان E حقلًا منتهيًا ذا مميز p، فاإنّ E يحوي بال�صبط pn من العنا�سر، حيث n عدد �صحيح 
موجب.

كل حقل منتهٍ هو امتداد منتهٍ لحقل اأولي يماثل الحقل ℤp، حيث p هو المميز لـ E. تثبت النتيجة 
                              مبا�سرة من المبرهة 1.33.                                                           

�صنتوجه الاآن لدرا�صة البناء ال�سربي للحقل المنتهي، حيث ترينا المبرهنة الاآتية، اأنّ اأي   
حقل منتهٍ يمكن اأن يُبنى من الحقل الجزئي الاأولي.   

p لـ ℤp. اإنّ عنا�سر E هي  ليكن E حقلًا يحوي pn من العنا�سر ومحتوًى في الاإغلاق الجبري 
 . [ ]  p x npx في  x− p لكثيرة الحدود بال�صبط الاأ�صفار المحتواة في 

عدد  ويكون  ال�سرب،  مع  زمرة   E من  ال�صفرية  غير  العنا�سر  من  الموؤلفة   E ∗ المجموعة ت�صكل 
 ، pn – 1 فاإنّ رتبتها في هذه الزمرة تق�صم رتبة الزمرة ،  Eα ∗∈ عنا�سرها pn – 1، فاإذا كانت 
 E ما يعني اأنّ كل عن�سر في ،  

npα α= ، وهذا يوؤدي اإلى 1

1
npα
−

= ، فاإن   Eα ∗∈ اإذن، لكل 
–  يمكن اأن يكون لها على الاأكثر pn من الاأ�صفار، فاإننا نرى   

npx x ، ولاأنّ  –  
npx x هو �صفر لـ

  . p –  في  
npx x اأنّ E يحوي بال�صبط اأ�صفار

  

الف�صل 33

1.33 مبرهنة

البرهان

2.33 نتيجة

البرهان
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 ،αn = 1 اإذا كان ، (nth root of unity) للواحد n جذرًا من الرتبة F من الحقل α ي�صمى العن�سر
وي�صمى جذرًا بدائيًّا من الرتبة n للواحد (primitive nth root of unity) ، اإذا كان

 ■                                                                                  .0 < m < n لكل  αm ≠1 و αn = 1 

اإذن، العنا�سر غير ال�صفرية في حقل منتهٍ يحوي pn من العنا�سر، هي األـ (pn – 1) من 
الجذور للواحد. 

تذكر اأننا اأثبتنا في النتيجة 6.23 اأنّ زمرة ال�سرب للعنا�سر غير ال�صفرية في حقل منتهٍ 
ا عن الحقول المنتهية؛ فقد تّم في الحقيقة ا�صتخدامها في  تكون زمرة دورية، وهذه حقيقة مهمّة جدًّ
الترميز الجبري، ولاإتمام ال�سرح في هذا الف�صل، ف�صوف نن�صّ عليها هنا، ونعطي نتيجة ونو�صحها 

بمثال.

, للعنا�سر غير ال�صفرية في حقل منتهٍ F ، تكون زمرة دورية.   .F ∗ زمرة ال�سرب 

           انظر النتيجة 6.23.        

 .F لحقل منتهٍ امتدادًا ب�صيطًا لـ E ٍيكون اأي امتداد منته

  .E = F(α) :اإذن ،E المكوّنة من العنا�سر غير ال�صفرية في *E لتكن α مولدة للزمرة الدورية 
  

* زمرة دورية، لنحاول اإيجاد مولد لـ 
11,  . في الحقل المنتهي ℤ11، وبح�صب المبرهنة 5.33 

* من 
11 |، فاإنّ 2 هي عن�سر من  *

11 * بالمحاولة والخطاأ، �صنبداأ بتجريب 2، ولاأنّ 10.2 = |
11

رتبة تق�صم 10، بمعنى اأنها 2، 5 اأو 10، الاآن: 

5 =42 = 24 , 4 = 22    و    ,1− = 10 = (5)(2) = 25

، بمعنى  *
11 اإذن، 22 و 25 لا ت�صاويان 1، ولكن بالطبع 1 = 210، وهكذا، فاإنّ 2 مولدة لـ 

 .ℤ11 اأنّ 2 جذر بدائي من الرتبة 10 للواحد في

* كلّها -  التي هي جذور بدائية من الرتبة 
11 بح�صب نظرية الزمر الدورية، فاإنّ مولدات

ا لـ 10، وهي:  10 للواحد – على ال�صورة 2n، حيث n عدد اأولي ن�صبيًّ

21 = 2,    23 = 8,    27 = 7,        29 = 6

4.33 تعريف

5.33 مبرهنة

البرهان

6.33 نتيجة

البرهان
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■ نبذة تاريخية

على الرغم من اأنّ كارل ف. جاو�ص (Carl F. Gauss) اأثبت اأنّ مجموعة الروا�صب قيا�ص عدد اأولي p تحقق   
خ�صائ�ص الحقل، فاإن اإيفر�صت جالوا (Evariste Galois 1811 – 1832) هو اأول من تعامل مع ما اأ�صماه “الحلول 
F(x) كثيرة حدود غير  p(، حيث  F(x) ≡ 0 )مقيا�ص  (incommensurable solutions) للتطابق  غير المتكافئة” 
اأن يعدّ جذور هذا التطابق  اأنّ على المرء  1830م،  p ، فقد لاحظ في بحث له كتب عام  n مقيا�ص  مختزلة من الدرجة 
، وقد اأثبت جالوا  1− بو�صفه “تنوعًا من الرموز التخيلية”، التي يمكن ا�صتخدامها في الح�صابات تمامًا، كما ن�صتخدم 
2 تاأخذ بال�صبط pn قيمة  1

0 1 2 1... n
na a a aα α α −
−+ + + + اأنه اإذا كانت α حلًا لـ F(x) ≡ 0 )مقيا�ص p(، فاإنّ التعبير

مختلفة، واأثبت اأخيًرا نتائج مكافئة للمبرهنتين 3.33 و 5.33 في هذا الكتاب.  

كانت حياة جالوا ق�صيرة وماأ�صاوية، وقد اأظهر مهارة في الريا�صيات مبكرًا، ون�سر كثيًرا من الاأبحاث قبل   
�صن األـ 20، وب�صورة اأ�صا�صية، و�صع الاأ�صا�ص للاأفكار الرئي�صة في نظرية جالوا، اإ�صافة اإلى اأنه كان ن�صيطًا في الثورة 
ال�صيا�صية الفرن�صية، التي تبعت ثورة يوليو عام 1830م، وقد اعتُقل في مايو عام 1831م؛ لتهديده حياة الملك لوي�ص 
فيليب، وبعد تبرئته اعتقل ثانية؛ لم�صاركته في الاحتجاج الم�صلح بكثافة للجمهوريين في يوم البا�صتيل في تلك ال�صنة، 
وبعد �صهرين من اإطلاق �سراحه من ال�صجن في مار�ص المقبل قُتل في مبارزة “�صحية امراأة لعوب مغمورة واثنين من 
المغفلين”، وقد كتب في الليلة ال�صابقة ر�صالة ل�صديق يو�صح فيها بع�ص اأعماله في نظرية المعادلات، وطالبًا درا�صتها 
من قبل ريا�صيين اآخرين، ولم تن�سر اأهم اأبحاثه قبل عام 1846م، وقد اأ�صبح عمله منذ ذلك التاريخ ذا مكانة مرموقة.

2 هو القا�صم الم�صترك  2m، حيث  ℤ11 تكون على ال�صورة  5 للواحد في  الجذور البدائية من الرتبة 
الاأكبر بين m و 10، وهي:

      22= 4 , 24= 5 , 26= 9 , 28= 3

      ▲ الجذر التربيعي البدائي للواحد في ℤ11 هو 1− = 10 = 25         

GF(pn) وجود

نتحول الاآن اإلى ال�صوؤال عن وجود الحقل المنتهي من الرتبة pr لكل قوة pr للعدد الاأولي   
حيث r > 0. �صوف نحتاج اإلى التمهيدية الاآتية: 

  لها pn من الاأ�صفار المختلفة في 
npx x− ، فاإنّ  F اإذا كان F حقلًا ذا مميز p واإغلاق جبري 

                                                                                                                                                    .F

 ،x – α  تتحلل في هذا الحقل اإلى حا�صل �سرب عوامل خطية  
npx x− ا، فاإنّ F مغلقة جبريًّ لاأنّ

ا من هذه العوامل لن يظهر اأكثر من مرة في هذا التحليل.  وهكذا، فاإنه يكفي اأن نثبت اأنّ اأيًّ

ولاأننا لم نقدم نظرية جبرية للم�صتقات، فاإننا �صنفقد هذه الاآلية الرائعة؛ ولذلك، �صنكمل   
، وهو ذو تكرار 1، افتر�ص اأنّ  

npx x− با�صتخدام الق�صمة الطويلة، لاحظ اأنّ 0 هو اأحد اأ�صفار

. اإذًا x – α، عامل لـ  1

( )    1
npf x x
−

= − ، وعليه، فهو �صفر لـ   
npx x−  α ≠ 0 هو �صفر لـ 

، وبا�صتخدام الق�صمة الطويلة نجد اأنّ:  [ ]F x ) في )f x

8.33 تمهيدية

البرهان

Abstract 1_Book.indb   397 3/4/2014   9:40:05 AM

o b e i k a n d l . c o m



اأول في الجبر المجرد 398 مقرر 

( ) ( )
( )

2 3 4 3 22 ...

f x g x
x

n n n n np p p p px x x x

α

α α α α

=
−

− − − − −= + + + + +2 3 4 3 22 ...
n n n n np p p p px x x xα α α α
− − − − −

= + + + + +

1np من الحدود، وفي g(α)، كل حد هو:  −     g(x) الاآن يحوي

1
2 1 .

npnp αα
α α

−
− = =

 اإذن:

1 1( ) ( 1).1 .ng pα
α α

 = − = − 

  .1 ذو تكرار ، ( )f x لاأننا في حقل ذي مميز p، اإذن، g(α) ≠ 0، وهكذا، فاإنّ α �صفر لـ    

) لكل α, β ∈ F وكل عدد �صحيح    )   
n n np p pα β α β+ = + اإذا كان F حقلًا ذا مميز p، فاإنّ 

                         .n موجب

لتكن α, β ∈ F، وبتطبيق مبرهنة ذات الحدين على p(α + β)، نح�صل على

( ) 1 2 2( 1)( .1) .1
2

p p p pp ppα β α α β α β− − 
 
 

−+ = + +

1

1 2 2 1

... ( .1)
0 0 ... 0

.

p p

p p p p p

p p

p αβ β
α α β α β αβ β
α β

−

− − −

+ + +
= + + + + +
= +

وبالا�صتمرار وا�صتخدام الا�صتقراء الريا�صي على n، افتر�ص اأننا ح�صلنا على ،

9.33 تمهيدية

البرهان
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1 1 1

(   )   
n n np p pα β α β
− − −

+ = +

 اإذن:

                           ( ) 1 1 1

( ) ( )
n n n n n npp p p p p p pα β α β α β α β

− − − + = + = + = +    

.pn من العنا�سر لكل قوى عدد اأولي  pn يحوي GF(pn) ٍيوجد حقل منته

اأ�صفار من  مكونة   p من  جزئية  مجموعة   K وليكن   ، p لـ ا  جبريًّ اإغلاقًا   p ليكن
 ،α + β ∈ K اأنّ   9.33 التمهيدية  α, β ∈ K، حيث تثبت  p جميعها، ليكن    في 

npx x−

على  نح�صل    
npα α= ومن   ،αβ ∈ K اأنّ   ( )  

n n np p pαβ α β αβ= = المعادلة:  وتثبت 
) ، واإذا  1) 1

np− = − ا، فاإنّ ا فرديًّ ، فاإذا كان p عددًا اأوليًّ ( ) ( 1) ( 1)
n n n np p p pα α α− = − = −

، ما يعني اأنّ α ∈ K−، ولكن 0 و 1 اأ�صفار  ( )
npα α− = − كان p = 2، فاإنّ 1 = 1−، وهكذا، فاإنّ 

 K :اإذن ، 1 1
np

α α
  = 
 

، فاإنّ ذلك يوؤدي اإلى اأنّ  npα α= 0α و  ≠ ، فاإذا كانت   
npx x− لـ 

، اإذن، K هو الحقل المطلوب الذي يحوي pn من العنا�سر؛ لاأن  p ، ويحوي  p حقل جزئي من 
                                     . p ، pn من الاأ�صفار المختلفة في  

npx x− التمهيدية  8.33  اأثبتت اأنّ لـ

 F[x] توجد كثيرة حدود غير مختزلة في ،n حقلًا منتهيًا، فاإنّه لكل عدد �صحيح موجب F اإذا كان(
 .n من الدرجة

10.33 يوجد  F، فبح�صب المبرهنة   لـ  المميز  p هو  العنا�سر، حيث  rq من  p= F يحوي ليكن 
. نريد اإثبات اأنّ  

rnpx x− )بح�صب التماثل(، ويتكوّن اأ�صا�صًا من اأ�صفار  p K يحوي F≤  حقل
( 1)  rs r r sp p p −=   ، تبعًا للمبرهنة 3.33. الاآن

rpx x− F ≤ K، فكل عن�سر في F هو �صفر لـ 
فاإن   ،α ∈ F اإذا كان  اأنه  القوى، وا�صتخدام حقيقة  وبتطبيق هذه المعادلة ب�صورة متكررة على 

، فاإنه يمكننا اأن نرى اأنه اإذا كان α ∈ F، فاإن  rpα α=

اإذن، F ≤ K.  تثبت المبرهنة 1.33 اأننا يجب اأن نح�صل على n = [K : F] ، لقد راأينا   
 اأنّ K ب�صيط على F في النتيجة 6.33، وهكذا، فاإنّ K = F(β) ، حيث β ∈ K، وهذا يوؤدي اإلى اأن
♦                                                           .n يجب اأن تكون من الدرجة irr(β ، F)

10.33 مبرهنة

البرهان
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. E E ′ ا، ولتكن +n ∈ ℤ ، فاإذا كان E و 'E حقلين من الرتبة pn، فاإنّ  ليكن p عددًا اأوليًّ

ℤp هو الحقل الاأولي لكل من E و 'E تبعًا للتماثل، وبح�صب النتيجة 6.33، فاإنّ E امتداد ب�صيط لـ 

ℤp من الدرجة n، ما يعني توافر كثيرة حدود غير مختزلة f (x)  من الدرجة n، في ℤp[x]، بحيث 

، فاإننا نرى كذلك اأنّ f (x)  عامل   
npx x− ؛ ولاأن عنا�سر E اأ�صفار لـ [ ] ( )/p x f xE  

.ℤp[x] في  
npx x− من عوامل 

 f تحوي اأ�صفارًا لغير المختزلة E' ّفاإننا نرى كذلك اأن ،  
npx x− ولاأن 'E كذلك تتكوّن من اأ�صفار 

[ ] / ( )p x f x (x)  في ℤp[x]. اإذن، ولاأنّ 'E تحوي تمامًا pn من العنا�سر، فاإن 'E متماثلة مع 

                                                                                                                         .

ا�صتخدمت الحقول المنهية في الترميز الجبري. في بحث من�صور في   
”American Mathematical Monthly 77 (1970): 249–258" . �صنع نورمان ليفن�صون 

ا ي�صتطيع الت�صحيح لغاية ثلاثة اأخطاء با�صتخدام حقل منتهٍ من الرتبة 16.  ترميزًا خطيًّ

12.33 مبرهنة

البرهان

▀ تمارين 33
ح�صابات 

في التمارين 1 اإلى 3، حدّد ما اإذا كان يوجد حقل منتهٍ له هذا العدد من العنا�سر  )قد تكون الاآلة الحا�صبة مفيدة(.   

68,921 .3    3127 .2    4096 .1

 .GF(9) 4. اأوجد عدد الجذور البدائية من الرتبة 8 للواحد في

.GF(19) 5. اأوجد عدد الجذور البدائية من الرتبة 18 للواحد في

.GF(31) 6. اأوجد عدد الجذور البدائية من الرتبة 15 للواحد في

.GF(23) 7. اأوجد عدد الجذور البدائية من الرتبة 10 للواحد في

مفاهيم

8. �صع اإ�صارة �صح اأو اإ�صارة خطاأ:

ـــــــــــــــــ اأ. العنا�سر غير ال�صفرية في اأي حقل منتهٍ ت�صكل زمرة دورية مع ال�سرب. 

ـــــــــــــــــ ب. عنا�سر اأي حقل منتهٍ ت�صكل زمرة اإبدالية مع الجمع. 
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)28 زمرة دورية مع ال�سرب.   1)  [ ]x x− ∈ ـــــــــــــــــ جـ. ت�صكل الاأ�صفار في ℂ لـ 

ـــــــــــــــــ د. يوجد حقل منتهٍ بـ 60 عن�سًرا. 

ـــــــــــــــــ هـ. يوجد حقل منتهٍ بـ 125 عن�سًرا. 

ـــــــــــــــــ و. يوجد حقل منتهٍ بـ 36 عن�سًرا.

ـــــــــــــــــ ز. العدد المركب i جذر بدائي من الرتبة 4 للواحد. 

 .ℤ2[x] ـــــــــــــــــ ح. توجد كثيرة حدود غير مختزلة من الدرجة 58 في

ـــــــــــــــــ ط. العنا�سر غير ال�صفرية في ℚ ت�صكل زمرة دورية *ℚ مع ال�سرب.  

F لـ F، يكون تماثلًا  ـــــــــــــــــ ي.  اإذا كان F حقلًا منتهيًا، فاإنّ كل تماثل غامر من F  اإلى حقل جزئي من الاإغلاق الجبري 
 .F ا لـ ذاتيًّ

براهين 

,2 اأ�صفارًا لـ x3 + x2 + 1 و x3 + x + 1، على الترتيب. ا�صتخدم    α β ∈ ا لـ ℤ2 ، ولتكن  2 اإغلاقًا جبريًّ 9. ليكن 
 .ℤ 2(α) = ℤ 2(β) ّنتائج هذا الف�صل لاإثبات اأن

  ، حيث n عدد �صحيح. 
npx x− 10. اأثبت اأنّ كل كثيرة حدود غير مختزلة في ℤp[x] تق�صم

11. ليكن F حقلًا منتهيًا يحوي pn من العنا�سر، ويحوي الحقل الاأولي ℤp. اأثبت اأنه اإذا كانت

α ∈ F مولدة للزمرة الجزيئية 〈. ,*F〉 المكونة من العنا�سر غير ال�صفرية في F، فاإنّ

.deg(α,ℤp) = n

 .n لـ m لكل قا�صم pm ا واحدًا من الرتبة 12. اأثبت اأنّ كل حقل من الرتبة pn يحوي بال�صبط حقلًا جزئيًّ

  هي حا�صل �سرب كثيرات الحدود الاأحادية جميعها غير المختزلة في ℤp[x] من الدرجة d التي 
npx x− 13. اأثبت اأنّ 

.n تق�صم

ا. ا فرديًّ 14. ليكن p عددًا اأوليًّ

2x )مقيا�ص  a≡ a  )مقيا�ص p(، يكون هناك حل في ℤ للتطابق  ≡ أ.  اأثبت اأنه لكل a ∈ ℤ، حيث  0 
 .)p مقيا�ص( a(p−1)/2 ≡ 1 اإذا وفقط اإذا كان ،)p

[م�ساعدة: اأعد ال�صياغة با�صتخدام عبارة مكافئة عن الحقل المنتهي ℤp، وا�صتخدم نظرية الرمز الدورية].

 .ℤ17[x] غير مختزلة  x2 – 6 ب.  ا�صتخدم الفرع )اأ( لتحديد ما اإذا كانت كثيرة الحدود
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