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 

يأتي هذا الكتاب تلبية للحاجة الكبيرة والمستديمة لطلاب العلوم الطبيعية   
له أهمية ) أو الطرق العددية(فالتحليل العددي . والعلوم الهندسية بمختلف المراحل

ويأتي هذا الكتاب كتنقيح وامتداد لأعمال  .خاصة وكبيرة بمختلف المجالات المذكورة
 .بنشرها في السابق في هذا المضمارقمت 
في البداية نعطي تقديما مقتضبا حول أهمية التحليل العددي والعمليات الحسابية   

. والأخطاء وتحليلها ؛ ثم نتنقل إلى دراسة الحسبان الفرقي ومختلف المؤثرات الفرقية
ول بعد ذلك ندرس الاستكمال والتفاضل والتكامل العددي؛ ثم نتجه إلى دراسة حل

 .المعادلات الجبرية وغير الجبرية وحلول المعادلات الآنية الخطية وغير الخطية
 أما الجزء الأهم في هذا الكتاب فهو يكمن في دراسة الحلول العددية للمعادلات  

 .التفاضلية العادية والجزئية وفي الملائمة بواسطة المربعات الصغرى ومسائل القيم الذاتية
الأخير لإعطاء فكرة سريعة عن بعض المواضيع المهمة هذا كما نخصص الفصل   

مثل طريقة العناصر المحدودة وإضافات حول تربيعات جاوس للتكامل وبعض 
 .التوزيعات الإحصائية

ونود أن نشير هنا إلى أن هذا الكتاب تميز بالوضوح والسلاسة ووفرة الإيضاحات   
لكتاب على عدد كبير جدا من ًوخصوصا في مجال التطبيقات الحاسوبية فلقد اشتمل ا
 وباسكال ودلفي Cلغة   إلى 90الأمثلة المكتوبة بمختلف لغات الحاسوب من فورتران 

وبيسك المرئية وبيسك العادية والسريعة ، وهي إما من كتابة المؤلف أو من قبل طلاب 
قرر الدراسات العليا بالأكاديمية والتي كانت معطاة لهم كواجبات بيتية عند تدريس الم

وهذا بالطبع يعكس ترجمة عملية لتنفيذ هذا الكتاب كمقرر لطلاب العلوم . لهم

o b e i k a n d l . c o m
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لابد لي هنا أن أشكر كل الطلاب الذين استعنت بأحد برامجهم في . الطبيعية والهندسية
 .هذا الكتاب

هذا و يصلح هذا الكتاب للاستعمال كمقرر لطلاب الدراسات الجامعية في   
الاكتفاء بتدريس الست فصول الأولى، وكمقرر لطلاب المراحل الأخيرة حيث يتم 

الدراسات العليا بأقسام الفيزياء والرياضيات والعلوم الهندسية وحيث يتم عندئذ 
 .تنفيذ الكتاب بأكمله 

يكون هذا الكتاب إضافة أن أرجو من االله العلي القدير أن أكون قد وفقت في   
 .جديدة و جيدة لمكتبتنا العربية العلمية

 

  
 2232007 

 
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 ما هو التحليل العددي؟ 1.1
عتقد بأنه ذلك المجال ن،  »التحليل العددي«للوهلة الأولى وعندما نسمع كلمة 

ي مسألة بمجال الذي نلجأ إليه عندما نعجز عن حل المسألة الفيزيائية أو الهندسية، أو أ
ولكن الواقع أن مجال التحليل العددي هو أكبر . ًتطبيقي، حلا رياضيا أو تحليليا

يشمل تطوير وتقييم الطرق المستخدمة ((وأوسع من كل ذلك فالتحليل العددي 
، وهذا الجانب من العمليات هو ))لحساب نتائج عددية ما من معلومات عددية معطاة 

 .تما يسمى بمعالجة المعلوما
والتطوير يعني وجود طرق سابقة والمطلوب أن يتم تطويرها حسب ما يواجهنا 

والتقنية التي شهدها . من تقدم علمي وحسب ما يواجهنا من مشاكل في حياتنا العملية
أما التقييم فنعني به مدى دقة . ومازال يشهدها مجال الحاسوب خير مثال نعطيه هنا

 .ا من حيث سرعتها ومتطلباتهاالطريقة العددية المستعملة وكفاءته
وتعريف التحليل العددي على النحو الذي سقناه يوضح بجلاء أن العلوم 
ّوالتقنية التي نجني ثمارها اليوم ما هي إلا تراكمات عبر القرون والسنين لبني البشر في 

 .كل بقاع الكرة الأرضية
ذ بمدرسة ولتوضيح التعريف السابق ببعض الشيء نفترض أن أحدهم هو أستا

ًثانوية لفصل به ثلاثون تلميذا، وأراد أن يحسب متوسط الفصل والدرجات القصوى 
لتلاميذه ؛ عندئذ تكون المعلومات العددية المعطاة هي عدد الطلاب ) كبرى وصغرى(

ودرجاتهم في الفترات المختلفة ودرجات الامتحانات القصيرة والواجبات البيتية 
متوسط : ن النهائي؛ والنتائج المراد الحصول عليها هيالمسندة لهم ودرجات الامتحا

o b e i k a n d l . c o m
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. درجات التلاميذ في الفصل والدرجات القصوى وتحديد التراتيب الأولى بين التلاميذ
وفي ذلكم يقوم الأستاذ باستعمال طريقة معينة للحساب وربما لزم الأمر استعمال أكثر 

 . كل الطرق المتاحةمن طريقة ومن ثم اختيار الطريقة الأفضل والأدق من بين
عدد الطلاب والدرجات (هذا وتسمى المعلومات المعطاة بمعلومات الإدخال 

المتوسط والتراتيب (، بينما تسمى النتائج المطلوبة بمعلومات الإخراج )بالمثال السابق
؛ )أو العد(أما الطريقة التي تتم بها الحسابات فتسمى بنظام الحساب ). بالمثال السابق

وهي كلمة مستخرجة من اسم ) Algorithm(الإنجليزية نظام الحساب هو وباللغة 
ولقد وردت هذه الكلمة في مخطوطات غربية . "الخوارزمي"العالم العربي الإسلامي 

 .قديمة مع أوائل عصر النهضة بأوروبا وفي مراسلات بين علماء تلك الحقبة
وضحها كما بالشكل وهكذا تمر العملية الحسابية أو العددية بثلاث مراحل ن  

)1.1.( 
 
 
 

 المراحل الثلاثة التي تشملها معالجة المعلومات) 1.1(الشكل 
 

  :والمثال الموالي يوضح المراحل الثلاثة التي تمر بها معالجة المعلومات

 
input 

 
algorithm 

 
output 

o b e i k a n d l . c o m
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 ) 1.1(مثال 
 : فإننا نقوم بما يلي36  و 15لو أردنا إيجاد حاصل ضرب العددين   

15 
36× 

90 
45 
540 

، ومعلومات الإخراج هي العدد 36 و 15الإدخال هنا هي العددان معلومات   
 .؛ والعملية التي قمنا بها من ضرب هي نظام الحساب540
واختيار نظام الحساب مهم للغاية، وعلينا أن نقوم دائما باختيار الأحسن عند   

 .معالجة مسألة ما
 بدوره ينبهنا إلى والتركيز على الدقة. وبالأحسن نعني أن نختار الأسرع والأدق  

 .وجود الأخطاء
 :ومصادر الأخطاء عديدة وتتلخص في الأخطاء الناتجة عن

 .أخطاء الإدخال )أ (

 .أخطاء نظام الحساب  )ب (

 .أخطاء الإخراج )ج (

وأخطاء الإدخال يمكن أن تنتج عن عامل شخصي أو إنساني حيث يتم التعامل 

 
 

 
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ت أو تخزينها، وربما تنتج مع البيانات بإهمال  أو يحدث خطأ غير مقصود عند نقل البيانا
أيضا عن عامل أو سبب آلي كأن يكون جهاز القراءة غير دقيق كالأجهزة المستخدمة في 

فعندما يعطي . مجالات العلوم التطبيقية، فهي مهما كانت دقيقة لن تكون ذات دقة كافية
كون هناك إلخ فلا بد وأن ت.... الجهاز قراءة لكمية ما مثل الكثافة أو الكتلة أو التردد

   .نسبة خطأ في تلك القراءة
ّأما عن الأخطاء في نظام الحساب فإننا نعطي المثال التالي لنوضح أهمية اختيار 

 .نظام الحساب، وهو مثال على سبيل الذكر لا الحصر
 :)2.1(مثال 
01202المطلوب إيجاد أصغر جذري المعادلة    =+− xx. 
   :الحل

9910حيث أن الجذرين هما    ؛ وحيث نصل إلى ذلك بسهولة باستعمال ±
 .xالقانون العام لإيجاد جذور المعادلة التربيعية في 

 :الآن، لو استعملنا ثلاثة أرقام لكل عدد في حساباتنا فإن أصغر الجذرين هو  

10.09.090.109910 =−=− 
 غير الطريقة المباشرة السابقة، أي أنه لو ولكن لو استعملنا طريقة أخرى،  

 :استخدمنا نظام حساب ثان وذلك بالضرب في المرافق فإن

o b e i k a n d l . c o m



 ■ ■  ■ ■   
  

 15  

( )( )
( ) ( ) 05.0

9.19
1

9910
1

9910
991099109910 ≅=

+
=

+
−+

=− 

ومن النتيجتين السابقتين نرى الفارق الكبير الذي أنتجه استعمال نظامين   
 أي أن أنظمة مختلفة للحساب تعطي). الأول أعطى ضعف ما أعطاه الثاني(للحساب 

 .نتائج مختلفة
من هذا المنطلق كان لزاما علينا أن نستخدم نظريات مدعمة لحساباتنا حتى تكون   

 .و هذا هو بالضبط ما يقوم به التحليل العددي.نتائجنا صحيحة
 :وفي جميع الحالات يجب أن نتذكر ما يلي

ًتماما؛  لا يمكن بأي حال من الأحوال أن يمثل نموذج رياضي حالة طبيعية مركبة ً:أولا
ّ ما هو إلا تقريب - أو الفيزيائية–أي أن النموذج الرياضي الذي يمثل الحالة الطبيعية 

 .لتلك الحالة
 .ً لا توجد طريقة عددية تخلو تماما من المشاكل في كل الحالات:ًثانيا
 .ً لا توجد طريقة عددية تخلو تماما من الأخطاء:ًثالثا
 .ها الخطأ أقل ما يمكن في كل الحالات توجد طريقة عددية يكون فيلا: ًرابعا
ننوه هنا بأن الحسابات تتم باستعمال الحاسوب ولذلك تستخدم لغات مثل سي   

)C ( وعند كتابة البرامج والحصول على . إلخ...... وفورتران وباسكال وبيسك و
 .نتائج يجب التحقق من صحتها

o b e i k a n d l . c o m
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  الأخطاء ومسبباتها2.1
سيب؛ غير أن هذه تكون ناتجة في العادة عن في المعتاد تقع الأخطاء بالحوا  

ولكي يتم التحقق من صحة النتائج وعدم وجود أخطاء يفضل أن تجري . المستعمل
ًإضافة إلى ما تقدم، غالبا ما تتخلل الأخطاء . عملية حسابية يدوية و لو لمرة واحدة

مصدرها وحتى نتمكن من فهم الأخطاء ووقوعها، علينا أن نعلم . الحسابات العددية
 ).أو قيمتها(وانتشارها ومقدارها 

 :وقبل أن نخوض في ذلك دعنا نعطي بعض التعريفات البسيطة  
 الخطأ المطلق

 :ويعرف على أنه
 a = (a-A( القيمة الحقيقية –) A(القيمة المحسوبة = aالخطأ في متغير   

 ).a للمتغير )أو المتوقعة( والقيمة الفعليةAونقصد بذلك الفرق بين القيمة المحسوبة (

= القيمة الحقيقية ÷ الخطأ المطلق  = الخطأ النسبي
a

aA− 

×100 = 100× الخطأ النسبي  = الخطأ المئوي





 −

a
aA 

 )3.1(مثال 
 فأحسب 5.1 وكانت القيمة المحسوبة هي 5 هي aإذا كانت القيمة الحقيقية لمتغير   

 .الأخطاء المختلفة

o b e i k a n d l . c o m
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 :الحل
 : فإن aε بالرمز aو رمزنا للخطأ المطلق في ل

1.051.5ε a =−=−= aA 
 : هوrelεويكون الخطأ النسبي 

02.0
5
1.0

a
ε

ε a
rel === 

 : هو perεوالخطأ المئوي 
210002.0ε per =×= 

 
 الحاسوب مسببات الأخطاء الخطيرة ب1.2.1

ًعند استخدام الدقة المفردة نعتقد دائما أننا نحصل على دقة في عدد معين من أرقام   
؛ ولكن في الحقيقية لا تتجاوز الدقة أرقام بسيطة من العدد )سبعة أو ثمانية(العدد 

 1.0ًمثلا لو كانت الإجابة المرتقبة هي . ًوخصوصا عندما نتحدث عن النتيجة النهائية
 0.0006474 ويكون الخطأ عندئذ هو 0.9993526 على النتيجة فلربما حصلنا

وبذلك فإن الثلاثة أرقام الأولى هي الدقيقة ونقول بأن لدينا من الدقة ثلاثة أرقام أو 
 .ثلاثة أرقام هي ذات معنى  :أن

وهي أخطاء (ْيبد أنه من الأخطاء الممكنة . والمصدر الحقيقي للخطأ هو التقريب  
 :الحواسيب ما يليب) جدية أو خطيرة

o b e i k a n d l . c o m
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 .خطأ التقريب الناتج عن جمع أو طرح عدد كبير وعدد صغير .1

 .خطأ التقريب الناتج عن طرح عدديين متقاربين .2

أصغر فيضان الأعداد أو انسيابها السفلي، أي أن يكون العدد الناتج عن الحسابات  .3
في كثير  الأعداد من الحد المسموح به بالحاسوب المستخدم، هنا يتم تجاهل مثل هذه

الفوقى أو للأعداد نفس الشيء يحصل للانسياب . من الحالات ومساواتها بالصفر
 .فوق المدى المسموح به بالحاسوبتًالكبيرة جدا، أي تلك التي 

 .ًالقسمة على عدد صغير جدا .4

ًالتقريب أثناء عمليتي الضرب والقسمة البسيطتين، فمثلا لو استخدمنا حواسيب  .5
 : للحصول على ناتج العمليةتعمل بأربعة أرقام فقط

17119642=5591 × 3062 
8101711.0فإن الناتج يكتب على الصورة    ، مثل هذه الحواسيب تستخدم في ×

 .المفاعلات النووية وتجارب الفضاء

 .الخطأ الكمي وهذا له علاقة بالتعبير عن الأعداد بالصيغة الثنائية .6

 يكون 0.01563 لإخراج العدد F8.3الشفرة ًخطأ الإخراج، فمثلا لو استعملنا  .7
وهذا بالطبع يعتمد على برمجة الحاسوب  . 0.015 أو 0.016الناتج المطبوع هو 

ذا  قد برمج بحيث يسمح بالتقريب الذي درسناه في المراحل الأولى من  إوما
 .تعليمنا

o b e i k a n d l . c o m
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  انتشار الخطأ 2.2.1
نقوم ) أو في الإجابة النهائية(ية لتتبع الخطأ وإيجاد الخطأ الكلي في النتيجة النهائ  

 .بدراسة انتشار الخطأ
بداية دعونا نتعرض للموضوع من خلال دراسة العمليات البسيطة المختلفة من   

جمع وطرح وضرب وقسمة ثم نتطرق للموضوع في أنحاء متفرقة من هذا الكتاب كلما 
 .تقدمنا نحو دراسة عمليات أخرى مركبة

) أو الفعليتين( وهما يمثلان القيمتين الصحيحتين b  و aليكن لدينا العددان   
 bε و  aε في برنامجنا الحسابي، ولو افترضنا أن الخطأ المطلق فيهما هو b و  a لمتغيرين

 :على التوالي فإن الخطأ ينتشر خلال العمليات الأربع كما يلي
baيكون الخطأ :  الجمع ³ +εهو  

)1.1...... ( 
baba εεε +=+ 

baيكون الخطأ : الطرح ³ −εهو  

)1.2...... ( 
baba εεε −=− 

  هوabεيكون الخطأ : الضرب ³

)1.3...... ( 
abab ba εεε += 

يكون الخطأ : القسمة ³
b

aεهو  

o b e i k a n d l . c o m
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)1.4...... ( 
2b

a
b

ba

b
a

εε
ε −= 

 :والصيغ المعطاة أعلاه نوضحها كما يلي
aAa:  حيث أن  −=εو bBb −=ε 

 :فإنه في حالة الجمع والطرح نرى أن 
( ) ( )
( ) ( )

ba

ba

bBaA
baBA

εε

ε

±=
−±−=
±−±=±

 

 :أما في حالة الضرب فإن 

( )( )
( )

ab

baab

ba

ab

ba
abbaab

abba
abAB

εε
εεεε

εε
ε

+=
−+++=

−++=
−=

 

 .ً لكونه حدا من الرتبة الثانية وهو صغيرbaεεوحيث أهملنا الحد 
 :بالنسبة لعملية القسمة نرى أن 

( ) ( )
( )

2

)(

b
aabbab

bb
baba

Bb
aBAb

b
a

B
A

ba

b

ba

b
a

εε
ε

εε

ε

+−++
=

+
+−+

=

−
=−=

 

 : عليه فإن b في المقام لصغره مقارنة بـ bεوحيث أهملنا 

o b e i k a n d l . c o m
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22 b
a

bb
ab baba

b
a

εεεε
ε −=

−
= 

  متسلسلة تايلور3.1
للطرق العددية، فهي التي ) أو حجر الزاوية(تمثل متسلسلة تايلور حجر الأساس  

 .توجد الأساليب العددية وتكونها كما تقوم بتقدير الخطأ
لور للدالة  فإنه من المعلوم بأن متسلسلة تايa قرب xلو سلطنا اهتمامنا على نقطة   

f عند x هي : 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ...
!

....
!2

2

+
−

++′′−
+′−+= af

n
axafaxafaxafxf n

n 
)1.5...... ( 

. a مستمرة وقابلة للتفاضل على فترة ما تحوى النقطة fوبحيث تكون الدالة 
 تحليلية fالمذكور أعلاه فإنه يقال بأن ) 1.5 (ولو كان بالإمكان الحصول على المفكوك

axبالمنطقة قرب   بحيث xمحققة لكل ) 1.5(وإذا حدث وأن كانت العلاقة . =
Rax  . تدعى بنصف قطر التقاربR فإن −=

 فإن المفكوك الناتج عندئذ يسمى a=0ر الإشارة هنا إلى أنه لو كانت وتجد  
 : هيfبمفكوك، أو متسلسلة ماكلورين أي أن متسلسلة ماكلورين للدالة 

)1.6...... ( ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ...
!

....
!2

0
!1
00

2

+++
′′

+
′

+= af
n
xfxfxfxf n

n 
حسب الحالة ) [1.6(أو ) 1.5(ًالآن لو أخذنا عددا كافيا من الحدود من 
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)فإنه يمكن أن نجد قيمة تقريبية ] المدروسة )bf للدالة f عند النقطة b ؛ وحيثb 
 .هي نقطة داخل دائرة التقارب

 :والسؤال الذي يطرح نفسه هنا هو 
 ايلور؟تمتسلسلة ) عأو قط(كيف يتم بتر 
)ًنرى أنه إذا أهملنا حدودا من الرتبة ! للإجابة )nax  وأعلى رتبة فإن الخطأ −

)يكون من الرتبة  )nax )من الرتبة :  ونكتبه− )nax نطلاقا مما تقدم نستطيع او. 0−
)كتابة  )xfعلى الصورة  : 

)1.7...... ( 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( ) ( ) ( )nn
n

axaf
n

ax

afaxafaxafxf

−+
−

−
+

+′′−
+′−+=

−

0
!1

....
!2

1

2

 

) :أن) 1.7(ونلاحظ من  ) ( )nn axax −<− + 00 1 
 )4.1(مثال 
)لو أن    ) xxf sin= وأخذنا في الاعتبار متسلسلة ماكلورين فإن ( ) xxf cos=′ 

)و  ) xxf sin=′′ و ( ) xxf cos−=′′′ إلخ..... و 

    : أن كما
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )5
3

4
33

32

0
!3

0
!3

.....
!3

....0cos
!3

0sin
!2

0cos0sinsin

xxxxxxxx

xxxx

+−=+−=+−=

+−++=
 

 ) يساوي الصفر4xوذلك لأن الحد المحتوى على (
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 ) 5.1(مثال 

احسب   







6
sin π حتى 

5

6
0 






π 

 :الحل
 :من المثال السابق نرى أن   

( )
( ) ( )

( ) 4996752.0604996752.0

60
!3
6

6
1.0sin

5

5
3

=+=

+−





=

π

π
ππ

 

قارن بالقيمة الفعلية لـ(







6
sin π(  

النقية ( بالزوايا xيتم التعويض عن نلاحظ أنه عند حساب المتسلسلات للدوال المثلثية 
(rad) لذلك كل ما يتعلق بها من حسابات ببقية مواضيع التحليل العددي يجب ؛

 فعلى سبيل المثال ؛أي بالزوايا نصف قطرية) rad(الاعتداد بقيم الزوايا محسوبة بالنقية 
5236.0ة هنا هي الزاوي

6
=






π وليست o30.  

 )6.1(مثال 
) إلى 5.0eاحسب  )35.00  

 :الحل
)حيث أن  ) xexf ) وأن = ) ( ) xn exf  وباستخدام متسلسلة n=2,1......, لكل =

 : نرى أنa=0تايلور حول 
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( )3
2

0
!2

1 xxxe x +++= 
 :وبذلك فإن 

( ) ( )3
2

5.0 5.00
!2
5.05.01 +++=e 

 ) الفعلية5.0eقارن بقيمة (
 ) 7.1(مثال 

احسب قيمة 
x−1

) حتى 1 )40 x 2.0 وذلك عندما=x. 
 :الحل

( ) ( ) 11
1

1 −−=
−

= x
x

xf بذلك فإن ( ) ( ) 21 −−+=′ xxf و ( ) ( ) 312 −−=′′ xxf و 
( ) ( ) 416 −−+=′′′ xxf 0 وبوضع=xنجد أن : 

( ) 10 =f و ( ) 10 +=′f و ( ) 20 =′′fو ( ) 60 +=′′′fوبالتالي فإن : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

4324
32

4
32

0106
6

2
2

1

)(00
!3

0
!2

00
1

1

xxxxxxxx

xfxfxfxf
x

xf

++++=+⋅+⋅++=

+′′′+′′+′+=
−

=
 

 :ومنها نرى أن

( ) ( ) ( ) ( ) 248.13.02.02.012.0 32 =+++=f 
25.1قارن هذه النتيجة بالعدد (

2.01
1

=
−

( 
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الآن لكي نلم بالأخطاء التي ترد عند القيام بأي حسابات وكذلك كي نلم بعمق 
 .بتقدير هذه الأخطاء لابد لنا من أن نلقي نظرة ولو سريعة على مبرهنة تايلور

  مبرهنة تايلور وتقدير الخطأ1.3.1
)لتكن الدالة    )xf ومشتقاتها الأولى مستمرة في الفترة بين a و x عندئذ تعطي ،

( )xfبالعلاقة : 

)1.8...... ( ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
1!

....... ++
−

++−′+= n

n
n R

n
axafaxafafxf 

 : بالعلاقة nR+1وحيث يعطى 

)1.9...... ( ( ) ( ) ( )
( )!1

1
1

1 +
−

=
+

+
+ n

axfR
n

n
n ζ 

 .x وa هو عدد يقع ما بين ζو
 :البرهان

 :من النظرية الأساسية للتكامل؛نحن نعلم بأن  
)1.10...... ( ( ) ( ) ( )afxfdttf

x

a
−=′∫ 

 :التكامل بالتجزيء نحصل على ب

)1.11...... ( 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )∫
∫

∫∫

′′−+′−=

′′−′−+′−′=

′′−′−′=′

x

ao

x

a

x

a

x

a

dttftxafxx

dttftafaxafxfx

dttfafaxfxdttf
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 : من المرات نصل إلى النتيجةnوبتكرار عملية التكامل بالتجزيء 

)1.12...... ( 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫ +−
+

−
+

+′′−
+′−+=

x

a

n
n

n
n

dttf
n

txaf
n

ax

afaxafaxafxf

1

2

!!

....
!2 

 :نضع

)1.13...... ( ( ) ( ) ( )∫ +
+

−
=

x

a

n
n

n dttf
n

txR 1
1 !

 
 .تبقي والذي يمثل الخطأ في بتر المتسلسلةوهي الصيغة التكاملية للم

 :الآن من مبرهنة القيمة المتوسطة نرى أن 
)1.14...... ( ( ) ( ) ( ) ( )∫∫ =

x

a

x

a
dttgFdttgtF ζ 

) وحيث  ) 0≥tg و [ ]xa,∈ζ . نضع( ) ( ) ( )tftF n ) و=+1 ) ( )
!n
txtg

n−
 nR+1  في =

 :لنحصل من المبرهنة السابقة على 

)1.15...... ( 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
)!1(

!!
1

1

11
1

+
−

=

−
=

−
=

+
+

++
+ ∫∫

n
axf

dt
n

txfdttf
n

txR

n
n

x

a

n
nx

a

n
n

n

ζ

ζ
 

 .كون قد وصلنا إلى ما تطلبته المبرهنة من نتائجنوبذلك 
من المبرهنة . nR+1وتسمى مبرهنة تايلور أيضا بمبرهنة المتبقي؛ والمتبقي هو الحد 

وهذا يمكن . nR+1 من الحدود هو nتسلسلة عند نلاحظ أن الخطأ عند بتر الم. السابقة
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 :تقديره كما يلي

)1.16...... ( ( )
)!1(

1

max
1

1

1 +
−

≤
+

+

+

+ n
ax

dx
fdR

n

n

n

n 

ويمثل الحد 
max

1

1

+

+

n

n

dx
fd أكبر قيمة للمشتقة ( )1+n للدالة في الفترة من a إلى x. 

ولتوضيح الخدمة التي تقدمها مبرهنة تايلور لتقدير الخطأ نعود فنتناول الأمثلة   
 .الثلاثة السابقة وندرسها في هذا السياق

 )8.1(مثال 
 : لكل من fقم بتقدير الخطأ   

) محسوبة حتى xsin   )أ ( )40 x 1.0 عند=x. 

) محسوبة حتى xe  )ب ( )30 x 5.0 عند=x. 

  )ج (
x−1

) محسوبة حتى 1 )40 x 2.0 عند=x. 

 :الحل

51هنا   )أ ( =+n و ( ) xxf sin= كما أن ( ) ( ) xxf cos5  وأكبر قيمة للمشتقة في =
]الفترة  ]6,0 π 10هي ) 2.1( كما هو واضح من الشكلcos  : بذلك فإن=

( )
000328.0

!5
6

5

5 =≤
π

R 
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 أ) 8.1(المثال ) 2.1(الشكل 

 الحقيقي أو الفعلي والذي يساوي ولو حسبنا الخطأ 

( ) 000325.04996752.06sin =−= πε 
) حتى xsin كما أن حساب 5Rوهو خطأ مازال في حدود  )50 x أعطى نتيجة 

نلاحظ هنا أننا حسبنا الخطأ من الرتبة ..من تقدير للخطأعليه جيدة مقارنة بما حصلنا 
الخامسة رغم أن المطلوب كان  هو الخطأ من الرتبة الرابعة و السبب في ذلك أن المشتقة 

 . تساوي الصفر0الرابعة عند 

31هنا   )ب ( =+n ولكن x
x

e
dx

ed
=3

 دالة تزايدية فإن xe وحيث أن الدالة 3
5.0

max
3

3

e
dx

ed x

 : وبذلك فإن=

( ) 03435.0
!3
5.0 5.0

3

3 == eR 

) حتى 5.0e أي أن الخطأ في    03435.0 لا يتجاوز 35.00(
  :الآن لو حسبنا الخطأ الفعلي لو جدنا أن 

02372.0625.15.0 =−= eε 
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 xe من كما أن ثلاثة حدود 3Rجاوز  لم يتεومقارنة بتقدير الخطأ الناتج نرى أن 
 )3.1(أنظر الشكل . أنتجت قيمة جيدة إلى حد ما

 
 ب) 8.1(المثال ) 3.1(الشكل 

 
41هنا   )ج ( =+n كما نرى أن ( ) ( ) ( ) 54 124 −−= xxf ؛ كما أنه من الواضح أن 

( ) ( ) ( )
( )

24.73
8.0

242.0124 5
5

max

4 ==−= −xf في الفترة [  وبذلك 2.0,0[
 :فإن

( ) ( ) 004883.024.73
!4
2.0 4

4 =≤R 
 : ولكن الخطأ الحقيقي هنا هو

002.0248.1
2.01

1
=−

−
=ε 

 كما ε>00488.0 ونرى انطباق نفس الملاحظات السابقة على هذا المثال وهو أن 
 . قاد إلى نتيجة جيدةأن أخذ أربعة حدود من المتسلسلة

أنه لعدة حالات عالجناها وجدنا أن تقدير الخطأ باستخدام مما تقدم وهكذا نرى 
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ولكي نحصل على تقدير ي؛ يم ليست ببعيدة من قيمة الخطأ الحقيققرتب دينا أعطى 
أفضل للخطأ علينا أن نرقى لرتب أعلى في الخطأ، أي أن نقوم ببتر المتسلسلة بعد العديد 

 .ودمن الحد
  برامج وبرمجيات4.1

إن الحسابات العددية كما لاحظنا من بعض الأمثلة البسيطة تحتاج إلى جهد كبير   
وللوصول إلى الدقة المطلوبة لن تكون الحسابات اليدوية كافية، عليه نلجأ إلى القيام 
بهذه الحسابات الكثيرة والمركبة ورسم المنحنيات والأشكال ذات العلاقة باستعمال 

 :واسيب وهنا إماالح
 MATCAD أو MATLAB و EXCELLأن نلجأ إلى برمجيات جاهزة مثل  .1

ًحيث نزود البرنامج المعد سلفا ببعض الأعداد لنحصل على ما نريد،ولكن هذا لا 
ًيكون مفيدا دائما حيث تتطلب المسألة أكثر مما يقدمه البرنامج أو البرمجية ً. 

خدام مهارتنا الشخصية في كتابة أن نستخدم ما هو موجود من برامج مع است .2
 ولغة 90البرمجيات والبرامج غير المتوفرة باستعمال لغات متقدمة مثل فورتران 

 .السي بجميع أشكالها

في هذا الكتاب سوف نعتمد معظم ما هو موجود من برمجيات وسوف نسوق 
مل  التي تع90البرامج بمختلف أجزاء الكتاب بعدة لغات حاسوبية من لغة فورتران 

ونود . إلخ... ولغة السي ولغة الباسكال ولغة السي المرئية و 98 و 95تحت ويندوز 
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بذلك أن نؤكد على أن الحواسيب ولغات البرمجة ما هي إلا أدوات مساعدة للوصول 
بيد أنه يجب ملاحظة أن اللغة الرئيسية في هذا الكتاب . إلى النتائج المطلوبة في حساباتنا

 .90هي فورتران 
 )9.1 (مثال

) حتى 5.0eأكتب برنامجا يحسب   ويقوم أيضا بتقدير الخطأ ومقارنته مع 35.00(
 .الخطأ الواقعي

 :الحل
) 90(نقوم بكتابة البرنامج بلغة فورتران ) ب(الفقرة ) 8.1(استنادا إلى حل المثال 

 .)1.1(والجدول ) 4.1(وحيث نورد النتائج بالشكل 

 
) حتى xeبرنامج بلغة الفورتران يحسب) 4.1(الشكل  )nx0  - 9.1( المثال( 
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ومن هذه النتائج نرى مدى الخدمة والدقة  التي يقدمها لنا الحاسوب وننوه هنا أن 
) 1.1( أنظر الجدول xطأ وقيمة ه نستطيع تغيير رتبة الخنالبرنامج عام لهذه الدالة أي أ

 ).الصف الثاني   (n=5الذي يعطي النتائج لنفس الدالة ولكن بـ

 
 . على التواليn=5,3لقيم ) 9.1(نتائج برنامج المثال ) 1.1(الجدول 
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 )1(تمارين 

ددية من عندك تشرح فيها المراحل المختلفة التي يتم من خلالها أضرب أمثلة ع .1
 .الحصول على نتائج عددية ما

 . احسب الأخطاء المختلفة4.95 وقيمته المحسوبة هي 5 قيمته الحقيقية هي aمتغير  .2

اكتب نبذة مفصلة توضح فيها مسببات الأخطاء الخطيرة التي يمكن أن تحصل عند  .3
 .تخدام الحواسيباس

 y≅39.5 و x≅32.3كانتا تقريبا يست وق تمثلان أطوالا y و xإذا كانت  .4
yxاحسب تقريبا القيم  +، yx yx  و+1.0  حتى ثلاثة أرقام   وذلك+01.0

 ).ما مصدر الأخطاء في هذه المسألة واحسب قيمتها. (عشرية

}لتكن  .5 }nxxx ,.......,, } هي تقريبات للكميات 21 }nXXX ,.......,,  ε وإذا كان 21
∑اثبت أن أكبر خطأ ممكن في المجموع  هو أكبر خطأ ممكن لكل كمية، 

=

n

i
ix

1
 .εn  هو

 كيف يتم بتر أو قطع متسلسلة تايلور؟ .6

  بالمتبقي وما الفائدة التي نجنيها من هذا الحد؟nR+1لما يسمى الحد  .7

)ب ولكن بالحساب حتى ) 8.1(أعد حل المثال  .8  ثم قدر الخطأ الناتج 55.00(
 ).9.1(المثال عندئذ وقارن مع نتائج 
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 :أكتب متسلسلة تايلور لما يلي .9

 .x=0 حول −xe  )أ (

 .x=0 حول xcosh  )ب (

 .x=0 حول xsinh  )ج (

 .x=0 حول xcos  )د (

2 حول xcos  )ه (
π=x. 

2 حول xsin  )و (
π=x. 

) حتى e−2.0أكتب  .10 )  و32.00( قارن بين .  وقدر الخطأ الناتج في كل حالة52.00(
 .قشالنتائج التي تحصلت عليها ونا

)اكتب  .11 )1.0cosh حتى (  .قدر الخطأ الناتج عن ذلك التقريب. 41.00(

)اكتب  .12 )1.1ln حتى (  حول xln وذلك بكتابة متسلسلة تايلور للدالة 41.00(
1=xهل يمكنك تقدير الخطأ الناتج عن . سب ما هو مطلوب ثم بتر المتسلسلة ح

  .هذا التقريب
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 المؤثرات الفرقية 1.2

لو أعطينا بيانات ما ممثلة لدالة ما فإنه ومما لا شك فيه سوف يتبادر إلى ذهننا أسئلة 
لدالة الممثلة بتلك البيانات والتي لا تتعدى كيف تفاضل أو كيف تكامل ا: كثيرة مثل

كونها عبارة عن أعداد، وكيف نستخدم العمليات الحسابية البسيطة من جمع وطرح 
 .وضرب وقسمة لإنجاز عمليات معقدة مثل التفاضل والتكامل

قد تكون العملية صعبة بعض الشيء ولكن الحسبان الفرقي سوف يسهل علينا 
نبدأ أولا بدراسة مختلف أنواع . ًللأسئلة المطروحة سابقاالمهمة ويعطينا الجواب 

 .المؤثرات
  المؤثر الفرقي الأمامي1.1.2

لو عدنا إلى مفكوك تايلور والذي قمنا بالتعرف عليه في الفصل السابق وأردنا أن   
)نكتب  )hxf ) بدلالة + )xfفإننا نحصل على : 

)2.1...... ( ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑
∞

=

=+′′+′+=+
0

2

!
....

!2 n

n
n

xf
n
hxfhxfhxfhxf 

hx كما أن f هي نقطة ما في نطاق تقارب الدالة xوحيث   هي نقطة أخرى تبعد +
 .كورً وتقع أيضا في نفس النطاق المذh بالمقدار الصغير xعن 

 :نرى أن) 2.1(من المعادلة 
)2.2...... ( ( ) ( ) ( ) ( )hO

h
xfhxfxf +

−+
=′ 

)الآن لو وضعنا  ) jfxf ) و = ) 1+=+ jfhxf لحصلنا على : 
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)2.3...... ( ( ) ( )hO
h

ff
xf jj +

−
=′ +1 

مما تقدم نعرف المؤثر الفرقي الأمامي . j=2,1,0...., هذه يمكن أن تأخذ القيم jو 
 : بالعلاقةj عند النقطة fللدالة ) ∆(الأول 

)2.4...... ( 
jjj fff −=∆ +1 

 بالمؤثر الفرقي ∆المؤثر نتبين السبب في تسمية )) 2.4(المعادلة  (∆jfومن تعريف 
 :نحصل على ) 2.4(و ) 2.3(من المعادلتين . الأمامي

)2.5...... ( ( ) ( )hO
h
f

xf j +
∆

=′ 
في .. تعطينا بعض الإجابة عن كيفية تفاضل دالة ما) 2.5(وهكذا نرى أن المعادلة   

 . المواضيعفصل التفاضل والتكامل سوف نتعرض بالتفصيل لمثل هذه
 ولو) ثابت (h هي xبشكل عام لو كانت المسافة بين أي قيمتين متتاليتين للمتغير   

hixx فإن oxكانت نقطة البداية هي  oi خر آ  هيnx وحيث i=2,1,0...., وحيث =+
)نقطة في الجدول، كما أنه لو كانت قيم المتغير التابع مشار إليها بـ )( )ii xfy  :، فإن≡

)2.6...... ( ( ),......2,1,01 =−=∆ + nyyy nnn 
) هي المؤثر الفرقي الأمامي الأول عند النقطة ∆nyو  )nn yx ثر يمكننا تعريف المؤ.  ,

 : بالعلاقةnعند النقطة ) أي من الرتبة الثانية(الفرقي الأمامي الثاني 
)2.7...... ( ( ),......2,1,01

2 =∆−∆=∆ + nyyy nnn 
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)وهذه يمكن كتابتها بالتفصيل باستخدام النقاط  ) ( )nnnn yxyx ,,, 11 ) و++ )22 , ++ nn yx 
 :وذلك كما يلي

)2.8...... ( ( ) ( ) nnnnnnnn yyyyyyyy +−=−−−=∆ +++++ 12112
2 2 

)عند النقطة  ) nأي من الرتبة (بنفس الطريقة نعرف المؤثر الفرقي النوني )mm yx , 
 :وبذلك نعني أن

)2.9...... ( 
m

n
m

n
m

n yyy 1
1

1 −
+

− ∆−∆=∆ 
 :ًوانطلاقا مما تقدم نكون الجدول الفرقي الأمامي على الصورة

  جدول فرقي أمامي– )1.2(الجدول 
y4∆ y3∆ y2∆ y∆ y 

    oy 

   oy∆  

  oy2∆  1y 

 oy3∆  1y∆  

oy4∆  1
2 y∆  2y 

 1
3 y∆  2y∆  

  2
2 y∆  3y 

    4y 

) : سبيل المثال لو كانت لدينا البيانات التاليةفعلى ) ( ) ( ) (  فإننا نرى 15,3,7,2,5,1,1,0(
 .)2.2( ويكون الجدول الفرقي الأمامي هو كما  بالجدول h=1: أن
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 )2.2(الجدول 
y3∆ y2∆ y∆ y 

   1 

  4  

 2-  5 

8  2  

 6  7 

  8  

   15 

 غير معرف إذا كانت النقطة ∆nyكما أن ) دلتا( ينطق ∆ونلاحظ أن المؤثر 
( )nn yx  . هي آخر نقطة بالجدول,
  المؤثر الفرقي الخلفي2.1.2

oyyyلو عرفنا    −=∇  : وبشكل عام وضعنا11
)2.10...... ( 

1−−=∇ nnn yyy 
كما أن . nعند النقطة ) ينطق دل( عندئذ هو المؤثر الفرقي الخلفي الأول ∇فإن   

 : هو n عند النقطة  ثانيالمؤثر الخلفي ال
)2.11...... ( 

211
2 2 −−− +−=∇−∇=∇ nnnnnn yyyyyy 

 :نأب) 2.11(و يتضح من المعادلة 
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)2.12...... ( 
2

22
−∆=∇ nn yy 

 : هوn عند النقطة mوالمؤثر الفرقي الخلفي من الرتبة 
)2.13...... ( 

1
11

−
−− ∇−∇=∇ n

m
n

m
n

m yyy 
 ).2.3(لفرقي الخلفي كما هو موضح بالجدول ويكون الجدول ا

 . جدول فرقي خلفي- )2.3(الجدول 
y4∇ y3∇ y2∇ y∇ y 

     

    oy 

   
1y∇  

  
2

2 y∇  1y 

 
3

3 y∇  
2y∇  

4
4 y∇  

3
2 y∇  2y 

 
4

3 y∇  
3y∇  

  
4

2 y∇  3y 

   
4y∇  

    4y 

 :ونلاحظ على المؤثر الفرقي الخلفي ما يلي
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12أول مواقع للمؤثرات من الرتب المختلفة هي  .1
2

3
3 ,,,...., yyyyn

n ∇∇∇∇. 

2. mn
m

n
m yy oyyً فمثلا ∇=∆− ∆=∇ oyy و1 2

2
2  . وهكذا∇=∆

ْدل( على أنه ∇ والمؤثر الخلفي )Delta( على أنه دلتا ∆ينطق المؤثر الأمامي  .3 ٍ (
)Del.( 

∆=4 :فإن )  2.2(ولو أننا أخذنا في الاعتبار البيانات المعطاة بالجدول oy وهي 
22، كما أن  ∆1yنفسها  −=∆ oy 63 و

2 =∇ y. 
  أخرى مؤثرات3.1.2

 هما مؤثران فرقيان ولهما تأثير المؤثرات المعهودة ∇ و ∆كما سبق وأن نوهنا بأن   
) :فمثلا نرى أن  ) nn yy ) و ∆∆=∆2 ) nn yy  : ؛ كما أن∇∇=∇2

)2.14...... ( ( ) ( ) ( )nnnnnn yyyyyy ∆∇=∆−∆=−∆=∇∆ −− 11 
)نستنتج بأن ) 2.14(ومن المعادلة  ) ( )∆∇=∇∆.  

 : و نوضح تأثيره كما يليEمن المؤثرات الأخرى مؤثر الإزاحة 
)2.15...... ( 

1+= nn yyE 
 .x إلى قيمةh يضيف Eأي أن المؤثر 

∆≡∆: من الواضح هنا أن  EEو ∇≡∇ EE. 
 :؛ تلك نوضحها على النحو التالي∆ وEهذا وتوجد علاقة مهمة بين المؤثرين 
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)2.16...... ( ( ) nnnnnn yEyyEyyy 11 −=−=−=∆ +Q 
 :عليه فإن

)2.17...... ( 
∆+= 1E 

 :ًنلاحظ أيضا أن

)2.18...... ( ( ) ( )
nnnnnnn

nnnnnn

yyyyEyEyy
yyEyyEyEyE

=+−=−−=
−−=∇−=∇−

++−+

−+

1111

111 

 :بنفس الطريقة يمكن أن نوضح بأن
)2.19...... ( ( ) nn yyE =∇−1 

 :نستنتج بأن) 2.19(و ) 2.18(من المعادلتين 
)2.20...... ( ( ) ( ) 111 =∇−=∇− EE 

 :ًنكتب مجازا) 2.20(ومن المعادلة 
)2.21...... ( ( ) 11 −∇−=E 

 : ويعرف بالعلاقةδيوجد مؤثر آخر وهو المؤثر الفرقي المركزي 
)2.22...... ( 

2
1

2
1

−
−= EEδ 

 :أي أن

)2.23...... ( oyyyEEy −=







−=

−

1
2
1

2
1

2
1

2
1δ 
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 الكسرية من yتؤثر على قيم ) الخ....  و 5δ و3δوكذلك  (δونلاحظ هنا بأن 
على القيم ) الخ...... و6δ و 4δوكذلك  (2δ، بينما تؤثر )في تركيبها. (دليلها

 : وهذا نوضحه كما يليالصحيحة من دليلها
 :حيث أن

)2.24...... ( 11

2

2
1

2
1

2 2 −−
+−=








−= EEEEδ 

 :عليه فإن
)2.25...... ( 11

2 2 −+ +−= nnnn yyyyδ 

ًيمثل جدولا فرقيا مركزيا) 4.2(و الجدول  ً ً.  
 هي من صنعنا وتؤول الحسابات كلها yوننوه هنا بأن القيم الكسرية في دليل 

 .لة القيم ذات الدليل الصحيحبدلا
 داخل جسم الجدول oyكما أنه يتم ترتيب البيانات في هذه الحالة بحيث تكون 

لاحظ أنه في حالة الجدول الفرقي . بينما يرقم ما قبلها بالسالب وما بعده بالموجب
 .لجدول الفرقي الخلفيالأمامي نبدأ بقمة الجدول بينما نبدأ بقاعدة الجدول بالنسبة ل
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 . جدول فرقي مركزي-)4.2(الجدول 
y4δ y3δ y2δ yδ y 

     

    1−y 

   
2
1

−
yδ  

  
1

2
−yδ  0y 

 
2

1
3

−
yδ  

2
1yδ  

0
4 yδ  

oy2δ  1y 

 
2

1
3 yδ  

2
3yδ  

  
1

2 yδ  2y 

   
2
5yδ  

    3y 

 :فإننا نرى أن ) 2.2(لو عدنا للجدول   
4151

2
1 =−=−= oyyyδ 

 :كما أن

( ) 215272 121
2 −=+−=−−= oyyyyδ 

مما تقدم رأينا انه يمكننا حساب 
2

1yδو oy2δ .  ماذا عنoyδ و 
2

1
2 yδ ؟ هل 
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 هل يكون لهما أي معنى؟ للإجابة على هذا السؤال نقدم إلى المؤثر و! يمكننا حسابهما 
 : والذي يعرف على النحوµالفرقي المتوسط 

)2.26...... ( 







+=

−
2
1

2
1

2
1 EEµ 

 :أي أن

)2.27...... ( ( )oyyyEEy +=







+=

−

1
2

1
2
1

2
1

2
1 2

1
2
1

µ 

.  بالمؤثر الفرقي المتوسطµومن هذه المعادلة يتضح السبب من وراء تسمية 
 :ًنلاحظ أيضا أن

)2.28...... ( ( )11

2
1 −+== EEδµδµ 

 :وبالتالي فإن

( ) ( )11
11

2
1

2
1

−
− +=+= yyyEEy ooδµ 

)ولو أردنا حساب ) 2.2(ًفمثلا بالرجوع للجدول  )oyyy −= 21 2
1

δµ فإنه عندئذ 
)                        :نحصل على ) 317

2
1

1 =−=yδµ 
 :ملاحظة هامة

 : لمؤثر الإزاحة الميزة التالية وهي أنهلاحظ أن  
)2.29...... ( 

mnn
m yyE += 
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و ) 2.25(و) 2.23(و ) 2.15(وهذا واضح من العمليات الموضحة في المعادلات 
)2.26.( 

  تطبيقات على المؤثرات2.2
 اتعيين درجة الحدودية الممثلة ببيانات م) أ(

 هي تعيين درجة الحدودية المعطاة في ∇ و∆إحدى التطبيقات المهمة للمؤثرات   
 .شكل بيانات

)الآن حيث أن الحدودية  )xPn من الدرجة nتأخذ الشكل : 
)2.30...... ( ( ) o

n
n

n
nn axaxaxaxP ++++= −

− 1
1

1 ....... 
 :في الحدودية فإن) أو أس( والذي يمثل أكبر قوةnxولو قمنا بالتركيز على 

( ) ( ) nnn xhxx −+=∆ 
 :ولكن نلاحظ أن. x هو مقدار الزيادة في hوحيث 

( ) ( ) nnnnn hxhnnxhnxhx ++
−

++=+ −− ....
!2

1 221 

)    :بذلك فإن ) [ ]
nn

nnnnn

hxhn
xhxhnxx

++=

−+++=∆
−

−

.......
.......

1

1 

)وبذلك يتضح أن  )nx∆ 1 هو حدودية من الدرجة−n على ∆، أي أن تأثير 
nxونلاحظ أن الحد الريادي للحدودية الناتجة .  كان في تخفيض درجتها بدرجة واحدة

11هنا هو  −nxhn. 
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)نهج و الاستنتاج بأن  يمكننا السير على نفس ال   )nx2∆ هو حدودية من الدرجة 
2−n وحدها الريادي هو ( ) 221 −− nxhnn و ( )nn x∆ هو ثابت قيمته nhn! . 

)وبذلك فإن    ) 01 =∆ + nn x. 
)ولو عدنا للحدودية بشكل عام فإن    )nrPn

r rn هو حدودية من الدرجة ∆≥ − 
 وحدها الريادي هو 

( ) ( ) n
rnr axhrnnn −+−− 1....1 ، 

 :كما أن 

n
n

n
n ahnP !=∆ 

ً سيكون ثابتا ∆ynأي أنه إذا قمنا بكتابة الجدول الفرقي فإن العمود الذي يدلل على 
 .والعمود الموالي عبارة عن أصفار

 )1.2(مثال 
 :والبيانات هي. إذا كانت البيانات الموالية تمثل حدودية ما فأوجد درجتها

)5,125(،) 4,64( ، )3,27 ( ،)2,8( ،  )1,1( ،  )0,0( 
 :الحل

 . الثالثةنكتب الجدول الفرقي كما هو مبين أسفله لنرى أن درجة الحدودية هي
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 )1.2( المثال -)5.2(الجدول 
y4∆ y3∆ y2∆ y∆ y 

     

    0 

   1  

  6  1 

 6  7  

0  12  8 

 6  19  

0  18  27 

 6  37  

  24  64 

   61  

    125 

 :ملاحظة
Pnثابت       يمكن إثبات أن 

n  .∆ بنفس الكيفية السابقة التي اتبعناها للمؤثر∇=
 حساب قيم جديدة بالجدول) ب(

 :وأن) 2.21(هنا نستخدم العلاقة   

nn Eyy  :عندئذ نرى أن. 1+=
)2.31...... ( ( ) ( ) n

m
nnn yyEyy ......11 21

1 +∇++∇+∇+≡∇−≡= −
+ 
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n فإن الحدود التي تحتوى على mولو أن البيانات تمثل حدودية من الدرجة 
m y1+∇ فما 
 :أعلى تتلاشى وذلك باستعمال الخاصية التي نوهنا عنها بالبند السابق وبذلك فإن

)2.32...... ( n
m

nnn yyyy ∇++∇+=+ .......1 

 ؛أي أنها تمكنا من حساب مداخل ny من ny+1ا من حساب تمكنن) 2.32(والعلاقة 
 .جديدة بالجدول الفرقي

 )2.2(مثال 
)احسب    )66 yy  ).1.2( للمثال السابق =
 :الحل

 :نرى أن) 1.2(من الجدول السابق للمثال 

21662461125
5

3
5

2
556

=+++=
∇+∇+∇+= yyyyy 

  الحدودية الممثلة ببيانات ماتعيين صيغة) ج(

nhxxسبق وأن ذكرنا بأن   on  :من هذه العلاقة نرى أن. =+
h

xxn on −
كما  . =

oyEy :أن oyEyEy و 1= 2
12 o وبشكل عام ==

n
n yEy  : وعليه نرى أن=

)2.33...... ( ( ) ( ) o
n

o
n

nn yyExyy ∆+=== 1 
 :وبإجراء الفك باستخدام نظرية ذات الحدين نحصل على
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)2.34...... ( 

( )

( ) ( )

( )

( ) ( )
o

r

ooo

o
r

n

y
r

rnnn

ynnyny

y

r
rnnn

nnn
y

∆
+−−

+

+∆
−

+∆+=



















+∆
+−−

+

+∆
−

+∆+
=

!
1....1

..............
!2

1

.............
!

1....1

...........
!2

11

2

2

 

 هي أي nو حيث أن  . وتكون هذه المتسلسلة منتهية إذا كانت البيانات تمثل حدودية
 .قيمة عليه نكون قد وصلنا إلى صيغة الحدودية

 :الاتالآن لدينا عدة ح  
 الحالة الأولى

nxn في هذه الحالة h=1 وox=0عندما     :هو) 2.34( و يكون الجمع =

)2.35...... ( ( ) ( )
.....

!2
1 2 +∆

−
+∆+== o

nn
ononn yxxyxyxyy 

nxnوحيث أن   : ونحصل علىx هي أي قيمة، عليه نضعها مساوية =
)2.36...... ( ( ) ( ) .....

!2
1 2 +∆

−
+∆+= ooo yxxyxyxy 

 )3.2(مثال 
 ).1.2(أوجد صيغة الحدودية الممثلة بالبيانات بالمثال   
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 :الحل
مع مراعاة أن ) 2.36(، عليه نستطيع تطبيق العلاقة h=1 وox=0نلاحظ هنا أن 

0=oy ،1=∆ oy ،62 =∆ oy63 و =∆ oyوبذلك فإن  : 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )
3232

232

32

2333

6
!2

236
!2

1

!3
21

!2
1

xxxxxxx

xxxxxxy

yxxxyxxyxyxy

o

oooo

=+−+−+=

+−
+

−
++=

∆
−−

+∆
−

+∆+=

 

)أي أن الحدودية هي  ) 3xxy =. 
 الحالة الثانية

،عندئذ h≠1 وox=0عندما يكون لدينا 
h
x

h
xn n ≡

−
=

) 2.34( ومن العلاقة 0
 :نحصل على 

)2.37...... ( ( ) .....
!2

1
2

+
∆







 −+∆+= ooo y

h
x

h
xy

h
xyxy 

 )4.2(مثال 
ممثلة لحدودية فأوجد ) 0,4(، ) 2,8(، ) 4,20(، )6,40: (إذا كانت البيانات  

 .صيغتها
 :الحل

لإيجاد صيغة ) 2.37(لعلاقة ، عليه نطبق اh=2 و ox=0نلاحظ هنا بأن   
 )].6.2(الجدول [ولأجل ذلك نكون الجدول الفرقي الموالي . الدالة

o b e i k a n d l . c o m



 ■ ■  ■ ■   
  

 53  

 ).4.2( المثال – )6.2(الجدول 
y3∆ y2∆ y∆ y 

   4 

  4  

 8  8 

  12  

 8  20 

  20  

   40 

4,4,82بعد ذلك نلاحظ أن   ==∆=∆ ooo yyy نرى ) 2.37(، عليه من العلاقة
 :أن

( )

( )

( ) 4224
2
81

22
4

2
4

!2
1

2

2

+=−++=







 −++=

∆






 −+∆+=

xxxx

xxx

y
h
x

h
xy

h
xyxy ooo

 

هذا ويمكن التحقق من صحة ما توصلنا إليه من صيغة وذلك . وهي الحدودية المطلوبة
) في x=6,4,2,0بالتعويض عن قيم  )xyطابقة قيم  للتأكد من مyالمعطاة بالجدول . 

 الحالة الثالثة
 ). 2.34( تستخدم العلاقة العامة h≠1 وox≠0في الحالة العامة   

وحيث 
h

xxn on −
=. 
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 ) 5.2(مثال 
 ).2,8(, ) 4,20(, ) 6,40(, ) 8,68: (قم بإيجاد صيغة الحدودية الممثلة بالبيانات

 :الحل
02هنا نرى أن  ≠=ox12 و ≠=hبذلك نستخدم العلاقة العامة : 

( ) ( ) ( ) ( )
.....

!2
1

2

+
∆







 −

−−
+∆

−
+= o

oo
o

o
o y

h
xx

h
xxy

h
xxyxy 

 :نحصل على ) 7.2(ومن الجدول 

( ) ( ) ( ) ( )

( )( )
4861268

2221268
!2

81
2

2
2

212
2

28

22 +=+−+−+=

−−−+−+=







 −

−−
+

−
+=

xxxx
xxx

xxxxy

 

 ).5.2( المثال -)7.2(الجدول 
y2∆ y∆ y 

  8 

 12  

8  20 

 20  

8  40 

 28  

  68 
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 .وهكذا حصلنا على الصيغة المطلوبة والتي تتحقق بكل نقاط البيانات  
 ملاحظات هامة

من المفيد والمهم ملاحظة أنه يوجد تشابه بين عملية التفاضل والعملية الفرقية،  .1
ثابت كانت لدينا حدودية من الدرجة الثانية فإن فعلى سبيل المثال لو

dx
yd

=2

2 
yثابتوكذلك وكما لاحظنا  من هذا البند  ًعموما لو وجدنا ونحن  . 2∆=

 قد ثبتت فإن ذلك يعني أن البيانات تمثل حدودية ∆ymنكون الجدول الفرقي أن 
 .mمن الدرجة 

)ًيجب أن نضع في الحسبان دائما أن  .2 )1+n من النقاط تكفي لتمكيننا من إيجاد 
)المعاملات  )1+n لأي  حدودية من الدرجة n. 

 نستخدم المؤثر الفرقي الأمامي وكذلك الخلفي فقط  في الحالات التي تكون منها .3
hثابتأي عندما ( متساوية التباعد xقيم  =.( 

 خصوصا إذا حدث أن لم يتقارب الجدولي ويجب أن لا نقبل جداول البيانات كما ه .4
ًفمن السهل جدا أن تحدث الأخطاء من قبيل التقريب أو من خلال . عند لحظة ما

 .الخ...... يم بالجدول أثناء إعداده أخطاء مطبعية أو أن يتم تبادل الق

 hطول الخطوة  .5

، أي أنه إذا كانت إحدى القيم هي hً، عموما، مساويا للقيمة xيكون تباعد قيم 
x فالقيمة الموالية هي hx hxي تليها  والت+ هذا هو ما نعنيه بتساوي . وهكذا ... +2
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 مهم للغاية في حالة hإن اختيار طول الخطوة . h و طول الخطوة xالتباعد في قيم 
فلو قمنا باختيار قيمة . لجهدمسألة ما؛ حيث أن الاختيار المناسب يوفر علينا الوقت وا

، فهذا يتسبب لنا في القيام بجهد كبير حتى نحصل على الدقة المطلوبة hًصغيرة جدا لـ 
 لا يمكننا إهمال الفروق من الرتب hكما أنه في حالة اختيار قيمة كبيرة لـ . لحساباتنا

 .العليا
ائعة الاستعمال يتم إهمال الفروق من الرتب الأعلى من الرتبة في أغلب الصيغ ش  

  دعنا نأخذ في hولنوضح أهمية اختيار .  على هذا الأساسhالرابعة؛ عليه نختار 
xeyالاعتبار الدالة   :عندئذ نرى أن. =

( )1−=−=∆ + hxxhx eeeey و  ( ) ( ) ( )22 111 −=−−−=∆ + hxhxhhx eeeeeey 
) : نحصل على nكما أنه لأي عدد صحيح موجب  )nhxn eey 1−=∆ 

 بحيث h، يجب أن نختار n إلى الصفر عندما تتزايد قيمة ∆ynفإذا أردنا أن يؤول 
11تحقق  <−heأن تحقق  أي h 69.0 المتباينة<h. 
.  فإن الجدول الفرقي لن يتقاربh<69.0وهذا بالتأكيد يعني أنه لو كانت   

hehفإن ) ًصغير جدا (h>>1نلاحظ هنا ولهذا المثال أنه لو كانت  ك فإن  وبذل1−≈
hyy yhy و ∆= nn ؛ وهكذا نرى من هذه الصيغ للفروق مقدار الجهد الذي ∆=

 .سيبذل في مثل هذه الحالة من الحسابات
 نرى أنه لو جعلنا hًوعموما وعندما نتحدث عن أهمية اختيار طول الخطوة   
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hh ooإن  ف→2 yyyy −→− ∆→∆ و 21 hhكذلك لو جعلنا . 2
2
1

 فإن →
1EE ) وحيث → ) 12

1
2

1

1 11 ∆+≡∆+== EE وحيث ......
8
1

2
1 2

1 +∆−∆=∆. 

hhأي أنه عندما نجعل   
2
1

∆→∆ فإن →
2
22 و ُ تقريبا1

4
1

 .  و هكذا∆→∆

 2δأسلوب .6

}إذا كانت  }∞
=0nnx متتابعة متقاربة وبحيث n

n brax  للمتتابعة a فإن النهاية =+
 ونوضح عمل و استخدام هذه 2δيسمى بأسلوب ) أو أسلوب(يمكن إيجادها بطريقة 
 :الأسلوب كما يلي

 :حيث أن 
)2.38...... ( 

11
2 2 −+ +−= nnnn xxxxδ 

 :وحيث أن
)2.39...... ( n

n brax += 
 :عليه فإن

)2.40...... ( ( ) 122 1 −−= n
n rrbxδ 

 :نرى أن) 2.39(ومن المعادلة 
)2.41...... ( ( ) ( ) n

nn rrbxx 2222
1 1−=−+ 

 :نحصل على ) 2.41(و ) 2.40(ليه من ع
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)2.42...... ( ( ) abrx
x
xxx n

n
n

nn
n =−=

−
− +

+
+

+
1

12

2
1

1 δ
 

بأنه يمكننا الحصول على قيمة ) 2.40(و المعادلة ) 2.42(وهكذا نرى من المعادلة 
,1 وذلك باستخدام ثلاثة قيم من المتتابعة وهي aالنهاية  −nn xx1 و+nx. 

 )6.2(مثال 
 :  لحساب نهاية المتتابعة2δاستخدم أسلوب 

{ }....,32
33,16

17,8
9,4

5,2
3 

34وذلك بالأخذ في الاعتبار الحدود  , xx5 وx. 
 :الحل

 : نلاحظ أن 

8
9,

16
17,

32
33

345 === xxx 
   :كما أن 

32
1

32
366833

8
9

16
172

32
33

2 3454
2

=
+−

=+





−=

+−= xxxxδ
 

   :و أن 

( )
22

2
45 32

1
16
17

32
33







=






 −=− xx 
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 :وبذلك فإن 
( )

32
1

32
1

32
1 2

4
2

2
45 =÷






=

−
x
xx

δ
 

 : هيaوعليه نرى أن قيمة نهاية المتتابعة 
( )

1
32
32

32
1

32
33

4
2

2
45

5 ==−=
−

−=
x
xxxa

δ
 

 :ويمكن التحقق من ذلك لو دققنا في حدود المتتابعة حيث نرى أن 

.,.........4,3,2,1,
2

12
=

+
= nx n

n

n 
 :ك فإن وبذل

1
2

12lim =






 +
=

∞→
n

n

n
a 

    الفرق المقسم3.2
 متساوية التباعد ولكن يمكننا أيضا xحتى الآن اعتدنا على استخدام قيم للمتغير   

وفي . تباعد متساوية الxأي أنه ليس من الضروري أن تكون . xاستخدام أي قيم لـ 
ًمثل هذه الحالات نستعمل مؤثرا جديدا و هو المؤثر الفرقي المقسم ونبدأ بالتعريفات . ً

 :الضرورية التالية
 : من خلال العلاقة1y وoyيعرف الفرق المقسم الأول لـ 

)2.43...... ( ( ) [ ] ( )
o

o

o

o
oo xx

yy
xx
yyxxxxf

−
−

=
−
−

=≡
1

1

1

1
11 ,, 
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 :أن) 2.43( من ومباشرة نستنتج
)2.44...... ( ( )[ ]111 , xxxxyy ooo −+= 

 : بالعلاقة2y، و1y، وoyبالمثل يعطي الفرق المقسم الثاني لـ 

)2.45...... ( [ ] [ ] [ ]{ }
( )2

211
21

,,
,,

xx
xxxxxxx

o

o
o −

−
= 

 :دلة معطاة بالمعاoyوتكون 
)2.46 (

...... ( )[ ] ( )( )[ ]21212111 ,,, xxxxxxxxxxxyy ooooo −−+−+= 

 :بالعلاقة) nمن الرتبة (ًعموما نعرف الفرق المقسم النوني 
)2.47 (

...... [ ] [ ] [ ]{ }
( )no

nno
no xx

xxxxxxxxxx
−
−

= − ,.....,,,......,,
,....,,, 2111

21 

 :كما نستطيع أن نستنتج أن

)2.48 (
...... 

( )[ ] ( )( )[ ]

( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ]nonoo

nnoo

oooo

xxxxxxxxx

xxxxxx

xxxxxxxxxxxyy

,..,,)..(

,..,.....

...,,,

1101

111

321212111

−−−+

−−+

+−−+−+=

− 

للفروق الأمامية، إثبات أن تطبيق الفرق المقسم النوني ًيمكننا أيضا، وكما سبق بالنسبة 
، mxذلك يتجلى من معالجة الدالة .  يؤدي إلى ثابتnعلى كثير حدودية من الدرجة 

 :حيث أن الفرق المقسم الأول هو 
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[ ] ( )
( )

1
1

2
1

1

1

1
1 ....., −−− +++=

−
−

= mmm
mm

xxxx
xx
xxxx 

 .m−1وهي حدودية من الدرجة 
) بحدودية y، نرى أنه لو لائمنا الدالة )2.48(الآن من المعادلة    )xf من الدرجة 

1−n فإنه يمكننا كتابه yعلى الصورة : 
)2.49...... ( ( ) ( )( ) ( )[ ]nn xxxxxxxxxxfy ,.....,,... 121 −−−+= 

)وحيث  )xfمعطاة بالعلاقة : 

)2.50...... ( ( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ]nn xxxxxx

xxxxyxf

,........, .......

........,

111

2111

−−−+

+−+= 

  )7.2(مثال 

إذا كانت   
x

y 1
11 و = =x 22 و =x33 و =x فقم بملائمة y بحدودية من 

 ما هي ملاحظاتك؟. نيةالدرجة الثا
 :الحل

نلاحظ أن 
1
1

1 =y و 
2
1

2 =yو 
3
1

3 =y الجدول – وبذلك نكون الجدول الفرقي 
 :  لنجد بأن-) 8.2(

( ) ( )[ ] ( )( )[ ]

( ) ( ) ( )( )

( ) 2

1

3
1

2
3

6
1

21
3
11

2
11

3,2,1212,11

xxxf

xxxxf

xxxyxf

−+−=

−−−−+=

−−+−+=
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 ).7.2(المثال - )8.29(الجدول 

[ ]321 ,, xxx [ ]21, xx y x 
  1 1 

 
2

1   

3
1−  

2
1 2 

 
6

1−   

  
3
1 3 

ي صلة وهي ونلاحظ هنا أنه أمكننا تمثيل دالة ؛لا تمت للحدوديات بأ  
x
 ؛ 1

 .بحدودية من الدرجة الثانية
)كما نلاحظ أنه لو حسبنا    ) ( )( )( )[ ]3,2,1,321 xxxxxf  فإننا نصل إلى +−−−

الدالة الأصلية 
x

y 1
=. 

 :للتحقق من ذلك دعنا نحسب الحد

( )( )( )[ ]3,2,1,321 xxxx −−− 
]ولكي نقوم بذلك نحسب  ]3,2,1,x وهذا هو : 

[ ] [ ] [ ]

( )[ ] [ ] 3
12,1,3,2,1,3

3
3,2,12,1,3,2,1,

+=−⇒
−
−

=

xxx
x

xx 
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]    :ولكن ] [ ] [ ]
( )2

2,11,2,1,
−
−

=
x

xx 

 :عليه فإن

( )( )[ ] [ ] [ ] ( ) ( )23
1

2
1

1
123

12,11,3,2,1,32 −+−
−
−

=−+−=−− x
x
yxxxxx 

 :و هذا يؤدي إلى

( )( )[ ] )2)(1(
3
1)1(

2
113,2,1,32)1( −−+−−−=−−− xxxyxxxx 

    :و بذلك نحصل على

( )( )[ ]
x

xxxxxfy 13,2,1,32)1()( =−−−+= 
 )8.2(مثال 

 الفرق المقسم مأستخدإذا كانت النقاط الموالية تمر بحدودية من الدرجة الثانية ف
و ) 1,5(و) 0,4: (والنقاط هي .لإيجاد صيغة الحدودية المذكورة)) 2.50(المعادلة (
)1,5-.( 

 الحل
)ثم نحسب ) ] 9.2(الجدول [ نكون الجدول الفرق المقسم  )xf لنجد أن : 

( ) ( )[ ] ( )( )[ ]
( ) ( )( ) ( )( )( ) 4111015

0,1,1111,115
2 +=−++++=

−−++−++=

xxxxxf
xxxxf 

 .يست ثابتة هنا لhوحيث نلاحظ أن 
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ًونلاحظ أيضا أنه حتى لو استعملنا أكثر من ثلاثة نقاط فإننا نتوصل إلى نفس 
 :الإجابة وهذا ما نوضحه كما يلي

 )8.2(المثال -)9.2(الجدول 

[ ]21 ,, ++ iii xxx [ ]1, +ii xx y x 
  5 1- 

 0   
1  5 1 

 1   
  4 0 

 ).- 1,5(و  )   1,5(و   )  0,4(و  ) 4,20: (لتكن النقاط المارة بالحدودية هي
 ).10.2(نكون الجدول الفرقي المقسم بالجدول 

 بنقطة إضافية) 8.2(المثال-)10.2(الجدول 
 [ ]21 ,, ++ iii xxx 

[ ]1, +ii xx y x 
   5 1- 

  0   
 1  5 1 

0  1   
 1  4 0 
  4   
   20 4 
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)الآن نوجد  )xfوحيث نرى أن : 
( ) ( )[ ] ( )( )[ ] ( )( )( )[ ]

( )( ) ( )[ ] ( )( )
4

0111015
4,0,1,10110,1,1111,115

2

22

+=

−+−+++=

−−−++−−++−++=

x
xxxx

xxxxxxxf
 

 .وهكذا نرى أنه قد توصلنا إلى نفس النتيجة 
في ختام هذا الفصل نشير إلى امتداد مبرهنة برول؛ ونترك برهانها كتمرين   

 في صيغتها النهائية باستخدام هذه المبرهنة والنتيجة yللطالب، وذلك لكي نكتب 
 ).2.49(ًالتي توصلنا إليها سابقا بالمعادلة 

 امتداد مبرهنة برول
)إذا كانت    )xf دالة حقيقية ومعرفة على الفترة [ ]ba,فاضل  وقابلة للتk من 

]المرات في  ]ba, فإنه يوجد عدد ( )ba,∈ζبحيث يكون : 

[ ]
( )( )

!
,.....,, 1 k

fxxx
k

k
ζ

= 
 : على الصورةyيمكننا كتابة ) 2.49(باستخدام هذه المبرهنة والمعادلة 

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )

!
........21 n

yxxxxxxxfy
n

n
ζ

−−−+= 
 :وحيث 

[ ]ii xxni max,min;,......,1,0 ∈= ζ 
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 )2(تمارين 
 :أثبت صحة ما يلي .1

)  )أ ( ) 0=∆ c وحيث cثابت . 

) )ب ( ) hx =∇. 

)  )ج ( ) 023 =∇ xa وحيثa 3 ثابت، ماذا عن قيم المؤثر الفرقي من رتبة أعلى من. 

)أثبت أن   .2 ) 01 =∇ + xPn
n و حيث ( )xPn حدودية من الدرجة n. 

، ثم x=4.0,3.0,2.0,1.0,0 وذلك باستخدام القيم 4xكون الجدول الفرقي للدالة  .3
 .ية الأمامية أو الخلفية وذلك باستخدام خصائص المؤثرات الفرقx=1أمده حتى 

  :ما هي درجة الحدودية الممثلة بالبيانات التالية .4

6 5 4 3 2 1 0 x 
221 130 69 32 13 6 5 y 

 : صيغة الحدودية التي تمر بالنقاط التاليةيما ه .5

)أحسب ). 0,10(، ) 2,7(، ) 4,0(، ) 6,11( )8P. 

nxyإذا كان  .6 nyn! فأثبت أن h=1 و = =∆. 

51 للقيم xلدالة لكون الجدول الفرقي  .7 ≤≤ x 1 بحيث تكون=h مرة و 

2
1

=hارن أعمدة الفروق الثانية بالجدولينق.  مرة أخرى. 
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 :ما هي الحدودية التي تمر بالنقاط .8

)0.5,7.5 ( ,)0.4,7.416 ( ,)0.3,7.348 ( ,)0.2,7.272 ( ,)0.1,7.164 ( ,)0,7( 

 . المعطاة أسفلهyكون الجدول الفرقي لقيم  .9

6 5 4 3 2 1 0 k 
1296 625 256 81 16 1 0 

ny 
 :أوجد وصحح الخطأ الوحيد بالقيم التالية .10

7 6 5 4 3 2 1 0 k 
210 120 60 24 6 1 0 0 

ky 
3kykاستعمل الخواص الخطية للمؤثر الفرقي لإثبات أنه في حالة  .11  فإن =

133 2 ++=∆ kkyk 662 و +=∆ kyk .ما هي ملاحظاتك؟ 

kأثبت أنه إذا كان  .12
k cy ) فإن = )1−=∆ cey k

k.  

) :أثبت أن  .13 ) 





 +=∆

2
1cos

2
1sin2sin kk. 

 : من الفروق الأولى المعطاةkyاحسب القيم الناتجة لـ  .14

 

…  …  …  …  …  …  0 k 
 16  11  7  4  2  1  

ky∆ 
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)أثبت أن  .15 )112
1

−+ −== nnnn yyyy µδδµ. 

 : من الحدود الأولى للمتسلسلةn هو مجموع nxإذا كان  .16

.............
13
1

11
1

9
1

7
1

5
1

3
11 +−+−+− 

قارن النتيجة التي تحصلت عليها بالعدد . 8S و7S و6Sعلى  2δفطبق أسلوب   
  4

π. 

)أوضح أن  .17 ) ( ) 2
1

2
1

11 −− ∇+∇≡∆+∆≡δ. 

 :أثبت ما يلي .18

oo )أ ( yyyyy −+−=∆ 123
3 33. 

2112  )ب (
4 464 −− +−+−= yyyyyy ooδ 

) وδµأثبت أن  .19 ) 11
2
11 −∆+






  .E متكافئان وذلك باستعمال المؤثر ∆+∆

)أثبت أنه إذا كان  .20 ) xxxP 22 ] فإن =+ ]21 ,, xxx مقدار ثابت لأي قيمة 
x].1x2وxقطتان ثابتتان ن.[ 

2خذ في الاعتبار الدالة  .21

1
x

y x ،22=1 ، ولو أن = =x 33 و =x . فقم بملائمة
2ثم تحقق من أن . الدالة لحدودية من الدرجة الثانية  

1
x

y   باستعمال المعادلة=
)2.49(. 
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  تقديم1.3

لك العملية التي تقوم بتقدير قيمة في أنها ت) أو التوليد(الاستكمال تتلخص عملية 
y قيمة جديدة للمتغير ) أو تناظر( التي تماثلx وذلك باستخدام قيم y المعلومة 

وهذه العملية لابد وأن تتم بناء على أسس متينة وليس بشكل . xلمجموعة من قيم 
  :ولنؤكد على ذلك دعنا نضرب المثال التالي. اعتباطي أو بمجرد النظر والتخمين

 )1.3(مثال 
)لو أن  ) 00 =y و ( ) 21 =y و ( ) 42 =y و ( ) 105 =y فإنه ربما نقاد للاعتقاد بأن 

( ) 63 =y أو أن ( ) 84 =y،   أي أنه ربما اعتقدنا بأن الدالة هي( ) xxy 2=. 
 :   ًولكن هذا غير صحيح دائما، فالعلاقة

( ) ( )( )( )5212 −−−+= xxxxxxy 
)تعطى القيم المذكورة أعلاه والمعطاة ولكن  ) 63 −=y و ( ) 164 −=y أي أن، 

( ) 63 ≠yو ( ) 84 ≠y. 
من المثال السابق نرى أننا بحاجة إلى معلومات كافية حتى نحصل على الجواب 

والاستكمال نوعان . ه في عملية الاستكمالالصحيح؛ وهذا هو بالضبط ما نقوم ب
استكمال داخلي وخارجي وبذلك نعني استكمال الجدول من الداخل أو من الخارج؛ 

ًوعموما ُ سوف نستعمل .  تقع داخل مدى الجدول الفرقي أو خارجهxأي بمعنى أن 
 .ًدائما كلمة الاستكمال وكفى

كتمهيد للموضوع وحيث نهمل الفروق الثانية وما طي الخًنبدأ أولا بالاستكمال   
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 التي نسعى x المناظرة لقيمة y ، والتي تمثل قيمة pyأرقى منها في هذه الحالة تكون 
) المقابلة لها؛ أي أن yلمعرفة  )pp xyy  :، معطاة بالعلاقة=

)1.3...... ( 
oop ypyy ∆+= 

hpxxوحيث  op += 
ّوالاستكمال الخطي ما هو إلا حالة خاصة من قانون نيوتن الفرقي الأمامي كما   

 .ًسنرى في البند الموالي ولا نعتد به كثيرا في حساباتنا
 )2.3(مثال 

xeyلو حسبنا  ، فإننا نرى x=01.2 عند y وأردنا حساب x لعدة قيم من =
 :أسفله أن) 1.3(من الجدول 

2.0=h،00.2=ox01.2 و=px وبذلك فإن 
2
1

=pليه باستخدام ، ع
 : الخطي نحصل علىyالاستكمال 

( ) 4637.71492.0
2
13891.7 =+=py 

∆=1492.0وحيث نلاحظ أن  oy. 
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 )2.3( المثال – )1.3(الجدول 
y∆ xey = x 

 7.3891 2.00 
0.1492   

 7.5383 2.02 
0.1523   

 7.6906 2.04 

 )3.3(مثال 
)   :لو كانت لديك البيانات الموالية ) ( ) ( ) ( )أحسب   10,3,5,2,2,1,1,0( )5.1y 

 .باستعمال الاستكمال الخطي
 :الحل

 ، h=1ن  كما أpx=5.1 وox=0أسفله ونلاحظ أن ) 2.3(نكون الجدول   
∆=1، كما أن p=5.1 :بذلك فإن  oy 1 و=oyعليه فإن :  

( ) ( )( ) 5.215.115.1 =+=∆+= oo yyy 
 )3.3( الجدول فرقي للمثال -) 2.3(الجدول 

y∆ y x 
 1 0 
1   
 2 1 
3   
 5 2 
5   
 10 3 
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 وبذلك فإن oy=2 وox=2في هذا المثال يمكن أيضا اعتبار أن 
2
1

=p ونرى أن : 
( ) 5.33

2
125.1 =






+=y 

ولكن هذه الدهشة . شةوهكذا نرى التفاوت في النتيجتين وهو أمر يدعو إلى الده
ّسوف تزول إذا ما تذكرنا بأن الاستكمال الخطي ما هو إلا تقريب أولي؛ كما أن اختيارنا 

 :يجب أن يكون بحيث
)2.3...... ( 10 << p 

ولهذا المثال لو قمنا بإيجاد صيغة الحدودية الممثلة لهذه البيانات فإننا سوف نحصل 
21 :على  xy ) وبذلك فإن =+ ) 25.35.1 =yونرى .  وهي القيمة الدقيقة والمتوقعة

 و oy=2أيضا أن القيمة المحسوبة باستخدام 
2
1

=pوهذا .  أقرب إلى هذه القيمة
 ).2.3(يتمشى مع العلاقة 

 .اً بطريقة الاستكمال الخطيًمما تقدم وكما ذكرنا سابقا سوف لن نعتد كثير
  قانون نيوتن الفرقي الأمامي2.3

 :لقد سبق وأن رأينا بالفصل الثاني أن  
)3.3...... ( ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )
!

.........21 n
yxxxxxxxfxy

n

n
ζ

−−−+= 
)وحيث أن  )xfمعطاة بالعلاقة : 

)4.3...... ( ( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ]nn xxxxxxx

xxxxyxf

,....,,....

...........,

211

2111

−−+

+−+= 
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)ولو أننا نستطيع إهمال  )( )ζny فإنه يمكننا حساب ( )xy لأي قيمة x في الفترة 
 .المطلوبة

)لنركز الآن على الحالة التي يكون فيها  ) nhxxn +==  ؛ أي أن 2,1,0........,1
 :عندئذ نستطيع حساب الفروق المقسمة كالآتي.  متساوية التباعدxقيم 

)5.3...... ( [ ] ( )
( )

( )
( ) h

y
xx

yy
xx

yyxx ∆=−
−=−

−=
12

12

21

21
21 , 

 و

)6.3...... ( [ ] [ ] [ ]
2
1

2
12

31

2132
321 !22

,,
,,

h
y

h
h
y

h
y

xx
xxxxxxx ∆

=

∆
−

∆

=
−
−

= 

 و

)7.3...... ( [ ] r

r

r hr
yxxx

!
,.....,, 1

121
∆

=+ 
phxxp عندها هي yولو كانت القيمة المراد حساب الدالة  +=  :؛ فإن1

)8.3...... ( ( ) ( ) ( ) phxphxxxxx p =−+=−=− 1111 
 و

)9.3...... ( ( )( ) ( )( )

( ) ( ) 2

111121

11 hpphpph

hxphxxphxxxxx

−=−=

−−+−+=−− 

 و
)10.3...... ( ( )( ) ( ) ( ) ( ) r

r hrpppxxxxxx 1....1....21 +−−=−−− 
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 .....وهكذا 
والتعويض ) 9.3 (–) 8.3(و المعادلات ) 7.3 (–) 5.3(وباستخدام المعادلات 

 :نحصل على) 3.4(مع الأخذ في الاعتبار ) 3.3(بها في 

)11.3...... ( 
( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )ζn
n

n

p

y
n

hnppp
n

ynppp

yppypyy

!
1....1

!1
2....1

......
!2

1

1
1

1
2

11

+−−
+

−
∆+−−

+

+
∆

−+∆+=

− 

استنادا للمعادلات المذكورة ) 11.3(ين الكيفية التي وصلنا بها إلى المعادلة ولنب  
 :أن) مثلا(ًسابقا نرى 

)12.3...... ( 
( )( )[ ] ( )

( )
!2
1

!2
1,,

1
2

2
1

2
2

321211

ypp

h
yhppxxxxxxx

∆−
=








 ∆
−=−−

 

 .وبالمثل نصل إلى صيغ مماثلة بالنسبة إلى بقية الحدود
. نيوتن للفروق الأمامية) أو قانون(هي ما نسميها بصيغة ) 11.3(والعلاقة   

)ويمثل الحد الأخير ما نسميه بالمتبقي ويمكن إهماله إذا ما كانت  )( )ζnyصغيرة جدا ً. 
 :ملاحظات

)يعطى مفكوك  .1 ) 11 yp∆+ قيمة py ولكن بدون متبقي، أي في شكل متسلسلة 
 .لانهائية
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في .  تكون فيها البيانات ممثلة لحدوديةًيكون المتبقي مساويا للصفر في الحالة التي .2
 .هذه الحالة تكون المتسلسلة منتهية وعدد حدودها يعتمد على درجة الحدودية

10يستخدم قانون نيوتن عادة عندما يكون  .3 << p وذلك حتى يتم الحصول على 
 .تقارب سريع

 )4.3(مثال 
 .ل قانون نيوتن الفرقي الأماميباستعما) 3.3(أعد حل المسألة بالمثال السابق 

 :الحل
 :من البيانات المعطاة نكون الجدول الفرقي الأمامي أسفله، وندرس هنا الحالتين  
 ً:أولا

11لو أن    =y 5.1، عندئذ=p أو قانون نيوتن الفرقي ) 3.3( ومن الجدول
 :الأمامي نجد أن

( )

( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )

25.3

2
2

5.05.115.11

2
15.15.15.1

5.1

1
2

11

=

++=

∆
−

+∆+=

=

yyy

yyp
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 )4.3( المثال – )3.3(الجدول 
y2∆ y∆ y 

  1 
 1  

2  2 

 3  

2  5 

 5  

  10 

 :ًثانيا
21لو أن    =y 5.0، عندئذ=pكما أن ،: 

( )

( )( ) ( )( ) ( ) 25.325.05.32
2

15.05.035.02

!2
1

1
2

11

=−=
−

++=

∆
−

+∆+= yppypyyp 

غير .. رى أنه قد تحصلنا على نفس النتيجة وهي النتيجة المتوقعة للحالتينوهكذا ن  
هو الذي يقود إلى ) 2.3( بحيث تحقق المتباينة pأنه لابد من التنويه بأن استخدام 

 .الإجابة المطلوبة والصحيحة
ة المتوقعة ًنلاحظ هنا أيضا بأن قانون نيوتن الفرقي الأمامي قاد إلى الإجاب

 .وهذا يوضح أهمية وقوة هذا القانون. والصحيحة
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 )5.3(مثال 
 لجسم ساقط تحت تأثير الجاذبية بدلالة الزمن فكانت كما yقيست المسافة الرأسية   

st عندما yهو معطى بالجدول المرافق، احسب المسافة  2.0=. 
  قيم المسافة الرأسية لجسم ساقط–) 4.3(الجدول 

8 6 4 2 0 t(s) 
313.6 176.4 78.4 19.6 0 y(m) 

 :الحل
22.0ونلاحظ أن ) 5.3(نكون الجدول الفرقي    == ht p 01 و =t بذلك فإن ،

1.01 =
−

=
h

tt
p p 01 ومن الجدول الفرقي نرى أن =y6.191 و =∆ y 

2.391و
2 =∆ yبذلك ومن قانون نيوتن الفرقي الأمامي نجد أن : 

( ) ( )
1

2
11 !2

12.0 yppypyyyp ∆
−

+∆+== 
 )5.3( المثال – )5.3(الجدول 

y2∆ y∆ y 
  0 
 19.6  

39.2  19.6 
 58.8  

39.2  78.4 
 98.0  

39.2  176.4 
 137.2  
  313.6 
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 :أي أن

( ) ( )( ) ( )( )

m

yyp

196.0764.196.1

2.39
2

11.01.06.191.001.0

=−=

−
++== 

مرة أخرى، وحيث أن الجدول يدلل على أن البيانات ممثلة لحدودية من الدرجة   
29.4 :ولو قمنا بذلك فإننا نحصل علىا، فإنه يمكننا إيجاد صيغته ty  ولو عوضنا =

my فإننا نحصل على t=2.0ة بالقيم  وهي نفس النتيجة التي تم التوصل =196.0
 .إليها باستعمال قانون نيوتن الأمامي

 قوانين أخرى 3.3
في هذا البند نعطي بعض القوانين الأخرى ذات العلاقة بالاستكمال؛ غير أننا لن 

ضيح الكيفية التي يتم بها التوصل إلى هذه نعطي إلا برهان قانون بيسل وذلك لتو
 :وهذه القوانين هي. القوانين

 قانون جاوس الأمامي  ]أ [

) معلومة لعدد yفي هذه الحالة تكون  )12 +n من النقاط وهي تلك عند 
nxxxx ±±± ,......,,  :بنفس الطريقة نحسب الفروق المقسمة على النحو. 210

)13.3...... ( [ ]
h

y
xx 2

1

10

 
,

δ
= 

 و
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)14.3...... ( [ ] ( )2
1

2

21 !2
,,

h
yxxxo

δ
= 

 .إلخ...... و 
 :نحصل على) 10.3 (–) 8.3(وباستخدام العلاقات 

)15.3...... ( 
( )

( ) ( ) ....
!3

11

1
2
1

2
1

3

2

2
1

+−++

−++=

yppp

yppypyy oop

δ

δδ
 

 .لاحظ أننا نستخدم هنا الفروق المركزية.وهو قانون جاوس الأمامي

 قانون جاوس الخلفي ]ب [

ًبنفس الطريقة المذكورة آنفا نستطيع أن نكتب قانون جاوس الخلفي والذي ينص 
 :على 

)16.3...... ( ....
3

1
2

1
2

1
32

2
1 +







 +
+







 +
++=

−−
y

p
y

p
ypyy oop δδδ 

وحيث 







r
n هي معاملات ذات الحدين، أي أن ( )!!

!
rnr

n
r
n

−
=







. 

 قانون سترلنج  ]ج [

nxxxxلو استعملنا مرة أخرى النقاط عند  ±±± ,......,,  وصيغة مماثلة للصيغة 210
 : على الصورةyفإننا نستطيع أن نكتب ) 4.3(
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)17.3...... ( 
( )[ ] ( )( )[ ]

( )( )( )[ ]
( )( )( )( )[ ] ...,,,,

,,,

,,,

21122101

211101

111010

+−−−−+
−−−+

−−+−+=

−−−

−−

−

xxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxxyy

o

o

ooop

 

)وبحساب الحدود  )0xx ) و− )( )10 xxxx ) و −− )( )( )101 xxxxxx −−− ......  و −
 .إلخ

 :وبة فيها على النحووكذلك الحدود المضر

)18.3...... ( [ ]
h

y

xx
yyxx

o

o
o

2
1

1

1
1,

δ
=

−
−

= 

 و

)19.3...... ( [ ] [ ] [ ]
2

2

11

11
11 !2

,,
,,

h
y

xx
xxxxxxx ooo

o
δ

=
−
−

=
−

−
− 

 و

)20.3...... ( [ ] 3
2

1
3

211 !3
,,,

h

y
xxxx o

δ
=− 

 و

)21.3...... ( [ ] 4
0

4

2112 !4
,,,,

h
yxxxxx o

δ
=−− 

 :نحصل على) 17.3(وبالتعويض في 

)22.3...... ( 
( )

( ) ( )( ) ....
!5

41
!4

1

!3
1

!2
5

22
4

22

3
2

2
2

+−−+−+

++++=

oo

o
o

oop

ypppypp

yppypypyy

µδδ

µδδ
δµ

 

o b e i k a n d l . c o m



 ■ ■   ■ ■   
  

 83  

 :استعملنا العلاقاتوحيث 
)23.3...... ( 





 +=

− 2
1

2
12

1 yyyo δδδµ 
 و
)24.3...... ( 





 +=

− 2
1

3

2
1

33

2
1 yyyo δδδµ 

 .هي ما نسميها بقانون سترلنج) 22.3(والعلاقة 

ويستعمل هذا القانون خاصة عندما يكون 
4
1

4
1

<<− p. 
 )6.3(مثال 
)انون سترلنج لحساب لو كانت لديك البيانات الموالية فاستعمل ق   )1.0y تحقق ،

 :والبيانات هي. من صحة إجابتك

( ) ( ) ( )5,2,2,1,1,0 ±± 
   :الحل

=1.0 وبذلك فإن ox=0 وpx=1.0 وh=1نلاحظ هنا أن   
−

=
h

xx
p op ،

  :أسفله لنرى أن) 6.3(زي نكون الجدول الفرقي المرك
1

2
1 =yδ1 و

2
1 −=

−
yδوبذلك فإن : 

( )( ) 011
2
1

=−+=oyδµ 
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  :وكذلك نرى أن

22 =oyδ 
 :ومن قانون سترلج نجد أن

( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) 01.1
2
201.001.01

!2
1.01.01.0

2

2
2

=





++=

++== o
oop

yyyyy δ
δµ

 

 )6.3( المثال – )6.3(الجدول 

oy2δ 2
1yδ y y 

  5 2- 
 -3   
2  2 1- 
 1-   
2  1 0 
 1   
2  2 1 
 3   
  5 2 

الآن لو قمنا بإيجاد صيغة الحدودية الممثلة لهذه البيانات والتي هي من الدرجة 
 :، فإننا نحصل على)6.3(الثانية، كما هو واضح من العمود الأخير من الجدول 

21 xy وهكذا نرى أن قانون . y=01.1 : نجد أنx=1.0وبالتعويض عن =+
 .سترلج أعطانا النتيجة المتوقعة، وهو بذلك من القوانين المهمة والفعالة
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دمنا لها ونحن بصدد ننوه هنا وفي ختام هذا البند بأن مجموعة القوانين التي ق
وسوف نكتفي بهذا القدر . دراسة الاستكمال ما هي إلا أمثلة على سبيل الذكر لا الحصر

لنتجه إلى دراسة أسلوب للاستكمال يعتبر الأعم و الأشمل وهو استخدام حدودية 
 . من النقاطnلاجرانج الاستكمالية ذات 

 لية حدودية لاجرانج الاستكما4.3
تعتبر هذه الطريقة معالجة مختلفة في الاستكمال وذلك من ناحية الأسلوب   

 . متساوية التباعد أو غير ذلكxوالشمولية حيث أنها تصلح لأي قيم في 
 : من النقاط وهي nفلو أنه كانت لدينا   

( ) ( ) ( ){ }nn yxyxyx ,.........,,,, 2211 
 :التالية) n−1من الدرجة (دوديات فإننا نكون الح

)25.3...... ( ( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )n

nii
i xxxx

xxxxxxxxxL
−−

−−−−
= +−

LLLLLLLL

LLL

1

111 

) وللحدودية n−1وحيث نلاحظ أن عدد الحدود بالبسط هو  )xLi لا يوجد 
)الحد  )ixx ونلاحظ أن عدد . ية والسبب واضح من صيغة المقام بالحدود−

ni، ذلك لأن nهو ) 25.3(الحدوديات من النوع  ,.......,2,1=. 
)كما نلاحظ أن    ) 0=ji xL عندما ji )وأن . ≠ ) 1=ii xLأي أن ،: 

)26.3...... ( ( ) ijji xL δ= 
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 :ى أنه لو كونا الحدوديةكذلك نر

)27.3...... ( ( ) ( )∑
=

=
n

i
ii yxLxL

1

 

 :فإن

( ) ( ) j

n

i
iij

n

i
ijij yyyxLxL === ∑∑

== 11

δ 

njلكل  ,....2,1=.  

)وبذلك نستطيع كتابة    ) ( )∑
=

==
n

i
ii yxLxLy

1

 : ؛ ونلخص ما توصلنا إليه كما يلي

 هو عدد n وحيث n−1يمكن تمثيل أي مجموعة نقاط بحدودية من الدرجة ((  
 .) ))27.3(وتعطى صيغة الحدودية بالعلاقة  ،النقاط
)و ). 27.3(النقاط المعطاة تمر بحدودية من الشكل أن أي    )xL المعرفة بالمعادلة 

وهي صالحة لأي .  من النقاطnهي ما نسميها بحدودية لاجرانج ذات ؛ و)27.3(
 . بغض النظر عن تباعدهاxمجموعة من قيم 

هذا يعني . yصالحة للاستعمال لأي دالة ) 27.3(نلاحظ أيضا أن الحدودية   
kyإمكانية تطبيقها على الدالة   :، هذا يعني أن) ثابتkوحيث  (=

)28.3...... ( ( ) ( )∑
=

==
n

i
i xLkkxL

1

 

kyiتذكر بأن  (  :عليه فإن). i لكل =
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)29.3...... ( ( ) 1
1

=∑
=

n

i
i xL 

)لقد وضعنا  ( ) kxL  من النقاط كل nبـ  وتمر 0؛ ذلك لأنها حدودية من الدرجة ≡
iyلها ثابتة    ( 

 .ًتعطى اختبارا جيدا عن مدى صحة حساباتنا) 29.3(والعلاقة 
 )7.3(مثال 
)أوجد صيغة الحدودية التي تمر بالنقاط    ) و−5,2( ) و1,0( )2,1− 

 .x=+1 المناظرة لــ yثم احسب 
 :الحل

21نضع    −=x51 و =y،  02 =x12 و =y 13 و −=x23 و =y . ثم نحسب
12 , LL3 وL. 

 :وذلك على النحو التالي
( ) ( )( )

( )( ) ( )xxxxxL +=
+−−−

+−
= 2

1 2
1

1202
10 

     و
( ) ( )( )

( )( ) ( )23
2
1

1020
12 2

2 ++=
++
++

= xxxxxL 

 و
( ) ( )( )

( )( ) xxxxxL 2
0121

02 2
3 −−=

−−+−
−+

= 

o b e i k a n d l . c o m



 ■ ■  ■ ■   
  

  88  

 :ومن هذه نحسب

( ) ( ) ( )
1

2223
2
1

2
5

2

222

332211

+=

−−+++++=

++=

x

xxxxxx

LyLyLyy

 

)وهذه هي الصيغة المطلوبة، كما أن  ) 2111 2 =+=y. 

):       لاحظ أن  ) ( ) ( ) ( ) 1223
2
1

2
1 222

1

=−−+++++=∑
=

xxxxxxxL
n

i

 

 )8.3(مثال 
)أعد الحسابات لنفس المثال السابق لو أن نفس الحدودية تمر بالنقطة    ماذا . 5,2(
 تلاحظ؟

 :الحل
)نحسب  )xLiلنجد أن : 

( ) ( )xxxxL 2
8
1 23

1 )  و   =−−− ) ( )44
4
1 23

2 −−−−= xxxxL 

)و ) ( )xxxL 4
3
1 3

3 )  و   =− ) ( )xxxxL 23
24
1 23

4 ++= 
 : نجد أنyومنها ومن قيم 

( ) 1525 2
4321 +=+++== xLLLLxLy 

وهي نتيجة تبعث على الإعجاب . وهي نفس النتيجة التي حصلنا عليها بالمثال السابق
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الحدودية الممثلة ببيانات ما تحمل نفس  ((بهذا الأسلوب المتقن والذي يؤكد على أن
 .)) عدد النقاط المارة بها إذا ما استعملنا حدودية لاجرانجالصيغة بغض النظر عن زيادة

ًونظرا لأهمية حدودية لاجرانج الاستكمالية فإننا سوف تعطي مثالا مفصلا عنها    ً ً
 . باستعمال الحاسوب

 )9.3(مثال 
ًأكتب برنامجا حاسوبيا يحسب حدودية لاجرانج للبيانات الموضحة بالجدول  ً

ًعلما بأن الحدودية هي من (ارسم المخطط الانسيابي للمسألة . x=4المرافق وذلك عند 
 :والبيانات هي). الدرجة الثانية

1 5 3 2 0 x 

0 24 8 3 1- y 

 :الحل
) 1.3(يمكننا ببساطة رسم المخطط الانسيابي بشكل عام كما هو موضح بالشكل 

 :وحيث نرى أن الخوارزمية تنساب كما يلي
 .ال البياناتإدخ  :ًأولا 
)حساب   : ًثانيا )xLi مع وضع شرط على قيم iو jعند حسابها حسب التعريف . 
)حساب    :ًثالثا )xLy =. 
 .طباعة النتائج  : ًرابعا

 .التوقف  :ًخامسا
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ا إلى خطوات الخوارزمية نقوم بكتابة واستناد) 1.3(ًوانطلاقا من الشكل   
 .البرنامج، وسوف نقوم هنا بإعطاء الحسابات مستخدمين عدة لغات

أ،ب ) 3.3(يعطي برنامج الحسابات بلغة بيسك، والشكل ) 2.3(فالشكل   
 عند x=4أ قيمة الحدودية عند ) 3.3(يعطيان نتائج البرنامج وحيث يوضح الشكل 

) بينما نحصل على نفس القيمة اتثة نقاط في الحسابأخذ ثلا )15=y استعملنا إذا ما 
 ).ب)3.3(الشكل (خمسة نقاط 

 و LX و Y وXه تمت الإشارة إلى المتغيرات بـ ونلاحظ من المخطط الانسيابي أن  
XP و YP وذلك للتعبير عن النقاط ( )YX, وعن الحدوديات ( )xLi وعن pxx = 

 .py عندها وهي yالمطلوب حساب 
) 4.3(الشكلان ) [90(تعمال لغة فوتران نعطي أيضا نفس الحسابات باس  

 )].7.3(و) 6.3(الشكلان [؛ وكذلك بلغة بيسك المرئية )]5.3(و
 )10.3(مثال 

 .x=4 عند yًمستخدما البيانات أسفله؛ استعمل حدودية لاجرانج لحساب 
 :ات هيوالبيان. استخدم أحدى لغات البرمجة في حساباتك

2 1 3 0 x 

9 2 28 1 y 

 :الحل
) لنحصل على Cهنا نكتب البرنامج بلغة  ) 654 =y كما هو موضح بالشكلين 

 ).9.3(و) 8.3(
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 )9.3( المخطط الانسيابي للمثال -)1.3(الشكل 
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INPUT “ENTER N:”;N 
N=N-1 
DIM X(N), Y(N) 
FOR I=0 TO N 
PRINT “X”; I; “Y”; I; 
INPUT X(N), Y(N) 
P=0 
FOR I=0 TO N 
L=1 
FOR J=0 TO N 
IF I <> J THEN 
L=L*(XX-X(J))/(X(I)-X(J)) 
END IF 
NEXT 
P=P+Y(I)*L 
NEXT 
PRINT “Y(X)=”;P 
END  

 .بلغة بيسك) 9.3( المثال -)2.3(الشكل 

 
 )أ(

 
 )ب(

 .بلغة بيسك) 9.3( نتائج المثال -)3.3(الشكل 
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 ).90(بلغة فورتران ) 9.3( المثال -)4.3(الشكل 

  
 )أ(

  
 )ب(

 ).90(بلغة فورتران ) 9.3( نتائج المثال -)5.3(الشكل 
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 .بلغة بيسك المرئية) 9.3( المثال -)6.3(الشكل 
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 )أ(

 
 )ب(

 .لغة بيسك المرئية-) 9.3( نتائج المثال -)7.3(الشكل 

 
 .Cبلغة ) 10.3( المثال -)8.3(الشكل 
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 .Cبلغة ) 10.3( نتائج المثال -)9.3(الشكل 

 
ومن المهم ملاحظة أن البرمجة التي أعطيت للحدودية كانت عامة؛ أي أنها تصلح 

أي أن البرنامج يجب أن . لأي عدد من النقاط وهذا ما يجب فعله عند كتابة أي برنامج
 .ًيتصف بالعمومية أو الشمولية حتى يكون مفيدا في كل الحالات
 وحيث نعني بذلك أن نعين نلاحظ أيضا أنه يمكن القيام بالاستكمال العكسي

أي أنه لو أردنا .  إذا ما كانت لدينا بيانات كافية ننطلق منهاy المناظرة لقيمة ما xقيمة 
 هي المتغير x هي المتغير المستقل و yأي أننا نعتبر  (y المناظرة لقيمة ما من xحساب 
 : التاليةيةفإننا نستعمل الحدودية الاستكمال) التابع

)30.3...... ( ( ) ( )∑
=

=
n

i
ii xyLyL

1

 

 .y المناظرة لأي قيمة xونحسب قيمة 
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 )3(تمارين 
 .ثر الإزاحة للحصول على قانون الاستكمال الخطياستعمل مؤ .1

xxxاحسب قيمة  .2 126 23 ، استعمل هذه القيم والاستكمال x=3,2,1 عند −+
قارن  . x=5.1الخطي وقانون نيوتن الفرقي الأمامي لحساب قيمة الدالة عند 

 بالقيمة المباشرة؟

دالة عند ماذا عن قيمة ال .3
2
12=xللمثال السابق؟  

 : لـxsinكون الجدول الفرقي لقيم  .4

30,25,20,15,10,5,0=x 
 .o14sinوذلك باستعمال ست أرقام عشرية، ثم استخدم قانون سترلنج لحساب 

)استعمل الجدول أسفله وحدودية لاجرانج لحساب  .5 )5f: 

   6 4 2 0 
ix   

   11- 0 7 10 ( )ixf   
أنظر إلى مفكوك . [اشرح كيف يمكنك استخدام متسلسلة تايلور للاستكمال .6

)الدالة )txf +.[ 

 !، هل يمكنك استخدم قانون نيوتن الفرقي الأمامي؟ اشرح5للمسألة  .7

)افتراض أن الحدودية ب .8 )nϕ هي من الدرجة n وتمر بـ ( )1+nمن النقاط : 
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( )( ) ( )( ) ( )( )nnoo xxxxxx ϕϕϕ ,.,,.........,,, 11 
 :وأنه يمكن كتابتها على الصورة

( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )non

ooo

xxxxxxa

xxxxaxxaax

−−−+

+−−+−+=

.........

......

1

121ϕ 

 :جريجوري الفرقي الخلفي-قم باشتقاق قانون نيوتن

( ) ( ) ( )

( )( ) ( )
o

n

oooo

n
npppp

pppxphx

ϕ

ϕϕϕϕ

∇
−+++

+

+∇
+

+∇+=−

!
1....21........

....
!2

1 2

 

 .قم باشتقاق الصيغ المختلفة للاستكمال التي وردت بالكتاب ولم يتم اشتقاقها .9

ًباستخدام البيانات أسفله، أكتب برنامجا حاسوبيا يحسب  .10 ً( )6y ً؛ علما بأن الدالة
 :والبيانات هي. تكعيبية في صيغتها

   7 1 2 3 3- 1- x   
   344 2 9 28 26- 0 y   

 .قارن وناقش. استخدم أربع نقاط ثم كل النقاط
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 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 
 

 ?1.4
 ?2.4   1.2.4 
 2.2.4 
 3.2.4 
 4.2.4 

?3.4 
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  التفاضل العددي1.4

hxلو عدنا قليلا للوراء لنذكر بمتسلسلة تايلور ووضعنا   1yك ف وقمنا ب∆=
 : فإننا نحصل علىoyبدلالة 

)1.4...... ( .....
!

.....
!2

2
2

1 +++++= o
n

n

ooo yD
n
hyDhyDhyy 

      :وحيث تعني
o

o dx
dyyD 


=و 

o
o dx

ydyD 



= 2

2
2 

 .وهكذا....
 :على الصورة) 1.4(ويمكن كتابة 

)2.4...... ( ∑
∞

=

=
0

1 !n
o

nn

y
n
Dhy 

مرة أخرى نلاحظ أن  (
oxx

n

o
n

dx
ydyD

=








=( 

 :على النحو) 2.4(الآن لو أجزنا كتابة المعادلة   

)3.4...... ( o
Dh

o
n

nn

yey
n
Dhy ≡








= ∑

∞

=0
1 !

 

DheEفإنه يتضح بأن  oyEy وذلك لأن ≡  ؛ مرة أخرى نغض الطرف 1=
DheE الطرفين للعلاقة مونأخذ لوغاريت DhE لنحصل على ≡ =lnأي أن ،: 

)4.4...... ( ( ) ( )∑
∞

=

+ ∆−
=∆+∆−∆=∆+=

1

1
32 1

3
1

2
11ln

n

nn

n
Dh 

وهذه العلاقة، رغم أننا توصلنا إليها بطريقة رياضية غير سليمة،هي علاقة دقيقة   

o b e i k a n d l . c o m



 ■ ■  ■ ■   
  

 102  

بالطبع هذه . ∆ والمؤثر الفرقي الأماميDوصحيحة وتربط بين المؤثر التفاضلي 
)قة تصلح فقط عند النقطة العلا )oo yx وللحصول على .  وهي بذلك علاقة خاصة,

)علاقة سليمة رياضيا وعامة، أي أنها تصلح عند أي نقطة  )pp yx  نستعمل قانون ,
 .نيوتن الفرقي الأمامي كما سنوضحه بعد قليل

DheEنلاحظ أيضا من العلاقة    ) ومن العلاقة = ) 11 −∇−=E أنه يمكننا 
، وهذه العلاقة تأخذ ∇ وDولكن الآن بين ) 4.4(التوصل إلى علاقة مماثلة للعلاقة 

 :   الشكل

)5.4...... ( ∑
∞

=

∇
=+∇+∇+∇=

1

32 .....
3
1

2
1

n

n

n
Dh 

)مامي ولنأخذ في الاعتبار الآن بالرجوع إلى قانون نيوتن الفرقي الأ   )pp xyy ؛ =
 :ذلك القانون ينص على أن

)6.4 (
...... 

( ) ( )( )

( ) ( ) .....23
6
1

2
1

.....
!3

21
!2

1

32322

32

+∆+−+∆−+∆+=

+∆
−−

+∆
−

+∆+=

oooo

oooop

ypppyppypy

ypppyppypyy 

ونلاحظ أن هذه المتسلسلة نهائية عند التعامل مع بيانات ممثلة لحدودية من   
 .nالدرجة 

 : لنحصل علىpبالنسبة إلى ) 6.4(نفاضل العلاقة   

)7.4...... ( ( )
p

p

p

pp yh
dp
dx

dx
dy

dp
xdy

dp
dx

′=⋅== 
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 :وحيث نلاحظ أن

)8.4...... ( ( ) hphx
dp
d

dp
dx

o
p =+= 

كما أن 







==′

dx
dy

dx
dy

y p

p

p
p. 

 :نحصل على) 6.4(عليه بإجراء عملية التفاضل على طرفي المعادلة   
)9.4...... ( ......

3
1

2
1

2
1 322 +∆






 +−+∆






 −+∆=′ ooop yppypyyh 

فإننا نضع . ox؛ ولكن إذا أردنا التفاضل عند pyلاقة عامة وتصلح لأي هذه الع  
0=p التي حصلنا عليها بطريقة رياضية ) 4.4( لنحصل على نفس العلاقة السابقة

 : هو p=0غير سليمة؛ وما نحصل عليه عندما نضع 
)10.4...... ( ......

3
1

2
1 32 +∆+∆−∆= oooo yyyyDh 

 إذا استخدمنا العلاقة ∇ وDنستطيع أيضا أن نحصل على علاقة مماثلة بين 
 :الاستكمالية

)11.4...... ( ......
3

2
2

1 32 +∇






 +
+∇







 +
+∇+= oooop y

p
y

p
ypyy 

 )1.4(مثال 
 : والبيانات هيoyDلديك البيانات أسفله، احسب 

  5 4 3 2 1 x  
  24 15 8 3 0 y  
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 :الحل
 كما أنه عندما نكون الجدول الفرقي h=1 وoy=0 و ox=1نلاحظ هنا أن   

∆=3نحصل على ) 1.4( oy 22 و =∆ oy03 و =∆ oy04 و =∆ oyالخ..... و. 
 :وبذلك فإن  

( ) 202
2
13

1
1

=





 +−=oyD 

 )1.4( المثال – )1.4(الجدول 
 y3∆ y2∆ y∆ y 

    0 

   3  

  2  3 

 0  5  

  2  8 

 0  7  

  2  15 

   9  

    24 

 .′oyللحصول على ) 10.4(ونلاحظ هنا أننا استخدامنا العلاقة 
 )2.4(مثال 

 .y)5.1(احسب ) 1.4(لنفس البيانات السابقة بالمثال 
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 :الحل
15.1)1(هنا نرى أن  pxp +==  

وهذا يعني أن 
2
1

=p 9.4(والقانون ) 1.4( وباستخدام الجدول الفرقي (
 :نحصل على

( ) 30
3
1

2
1

2
1

2
12

2
1

2
135.11

2

=⋅









+−






+






 −+=′⋅ y 

 :أي أن

( ) 35.1 =′y 
 )3.4(مثال 
 .هل يمكنك التحقق من صحة إجاباتك بالمثالين السابقين  
 : الحل

 :الإجابة هي بنعم، وذلك على النحو التالي  
نرى أن البيانات تمثل حدودية من ) 1.4(ومن الجدول h=1 وox=1حيث أن 

. الدرجة الثانية، عليه نسعى لمعرفة صيغتها، وهو أمر سهل كما تعلمنا من الفصل الثاني
 :وصيغتها هي
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( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

12333
2
221310

2
1

1
1

1
1

1
1

22

2

−=+−+−=

−−+⋅−+=

∆






 −

−−
+∆

−
+=

xxxx

xxx

yxxyxyxy o
oo

 

شرة ونعوض الآن للتأكد من صحة تفاضلاتنا في المثالين السابقين نفاضل مبا
 :لنرى أن

( ) xxy 2=′ 
)ومنها نجد أن  ) 21 =′yو ( ) 35.1 =′y ؛ وهما النتيجتان اللتان تم التوصل لهما بالمثالين 

 .باستعمال التفاضل العددي
، لكنه يمكننا أيضا ∇ و∆حتى الآن حصلنا على صيغ للتفاضل باستخدام   

 :ذلك نوضحه كما يلي.  أيضاµ و δاستعمال 
DheEمن العلاقة   :  نرى أنδ ومن تعريف =

DhDh
eeEE 2

1
2
1

2
1

2
1

−−
−=−=δ 

)12.4...... ( 





=−=−=

−−
hDeeEE

DhDh

2
1sinh22

1
2
1

2
1

2
1

δ 

10لكن عندما و << x يمكننا فك x1sinh−لنحصل على : 
)13.4...... ( 531

40
3

6
1sinh xxxx +−=− 

 :نرى أن) 13.4(و) 12.4(عليه من العلاقتين 
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)14.4...... ( ( ) 







++−== − .....

1280
3

482
122sinh2

53
1 δδ

δδhD 

 :أي أن

)15.4...... ( ......
640
3

24 2
1

5

2
1

3

2
1

2
1 ++−= yyyyhD δδ

δ 
 :1ملاحظة 

 :مكننا أيضا أثبات أني  
)16.4...... ( ......

3
1

6
1 53

oooo yyyyh δµδµµδ +−=′ 
 .ونترك برهان ذلك للقارئ المهتم

 :2ملاحظة 
إن الدقة في إجراء عملية التفاضل العددي التي قدمنا لها تعتمد إلى حد كبير على   

 . وهو الحال في معظم حساباتنا الفرقيةhاختيار 
 )4.4(مثال 
24,15,8,3,0إذا أعطيت بأن    2112 ===== −− yyyyy o وأن قيم  x 

}المناظرة لها هي ما هي ). 16.4( باستخدام العلاقة ′oyفاحسب . 5,4,3,2,1{
 ملاحظاتك؟

 :الحل
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  1=hوبذلك فإن : 

......
6
1 3 +−=′ ooo yyy δµµδ 

 :ولكن

( ) ( ) 6
2

12315
2
1

2
1

11 ==−=−= −yyyoµδ 
 :كما أن

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

( ) 0063024
2
1

22
2
1

2
122

2
1

2
1

2

2112

2112

11
23

=−+−=

−+−=

−++−+−=

+−==

−−

−−

−

yyyy

yyyyyy

yyyyy

oo

ooo δµδδµδµ

 

   :وبالتالي فإن

6=′oy 
ومما توصلنا إليه بالمثال السابق من صيغة الحدودية الممثلة لهذه البيانات نرى أن 

( ) 6323 =×=′=′ yyo وهي نفس الإجابة التي تحصلنا عليها باستخدام العلاقة 
)16.4(. 
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 التكامل العدديوقواعد  قوانين 2.4
؛ 1x إلى ox من yًلإشتقاق قوانين التكامل سنحصل أولا على صيغة تكامل   

 :؛ وذلك نوضحه كما يليpنفعل ذلك بإجراء عملية التكامل بالنسبة إلى 
)17.4...... ( ( ) ∫∫∫ =+=

111

o po o

x

x
dpyhdphphxydxy

o
 

 :لحصلنا على) 17.4(الآن لو استخدمنا قانون نيوتن الفرقي الأمامي والمعادلة 

)18.4...... ( 

( )

ooooo

ooo

o ooo

x

x

yyyyy

yppyppy

dpyppypydxy
h o

432

2
232

1 2
2

720
19

24
1

12
1

2
1

.....
232

1
2

......
2

1 1

∆−∆+∆−∆+=









+∆








−+∆+=









+∆

−
+∆+= ∫∫

 

 :يمكن أيضا أن نستخدم القانون الفرقي الخلفي لنحصل على
)19.4...... ( .....

12
5

2
11 21 +∇+∇+=∫ ooo

x

x
yyydxy

h o
 

ية التي نقوم فيها بحساب التكامل باستخدام الفروق الأمامية هذه ببساطة الكيف  
في البند الموالي نوضح استعمال الفروق المركزية لنحصل على قوانين مهمة في . والخلفية

 .التكامل العددي
  إنك– قانون جاوس 1.2.4

لو استخدمنا الفروق المركزية وقانون بيسل للاستكمال الذي قدمنا له بالفصل   
السابق ولو قمنا بإجراء عملية تكامل مماثلة كما قمنا به في بداية البند السابق فإننا 

 :نحصل على
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)20.4...... ( 
( ) ( )

( ) ..
720
11

12
1

2
11

0
3

1
3

011
1

+−+

−−+=∫

yy

yyyydxy
h o

x

xo

δδµ

δδµ
 

)ولو طبقنا هذه الصيغة للفترات  ) ( )121 ,,, xxxx o و.....و( )nn xx  ثم جمعنا −1,
 :المعادلات الناتجة لحصلنا على

)21.4 (
...... 

( ) ( )

( ) ........
720
11

12
2..2

2

0
33

011

+−+

−−++++= −∫

yyh

yyhyyyyhdxy

n

nnno

x

x

n

o

δδµ

δδµ
 

 . إنك–هذه تسمى بقانون جاوس ) 21.4(والصيغة   
). TT..(كما يمثل الحد الأول في هذا القانون قاعدة شبه المنحرف ويرمز له بالرمز 

 :د هوهذا الح
)22.4...... ( ( )nno yyyyhTT ++++= −11 2..2

2
.. 

وسمي هذا الحد بحد شبة المنحرف لعلاقة هذا الحد بالمساحة تحت منحنى الدالة   
وهو يمثل تقريب أولي للدالة في ). 1.4(التي نريد تكاملها كما هو موضح بالشكل 

 .نطاقها
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 .لي لتكامل الدالةحد شبة المنحرف كتقريب أو) 1.4(الشكل 

 
  قانون جريجوري2.2.4

)حيث أن    )11

2
1 −−= EEµδ فإن ( )( )∇−−∆+= 11

2
1

µδ أي أن 
( )∇+∆=

2
1

µδ 3 كما أنه يمكن كتابةµδ من رتب ∇ و ∆ بنفس الكيفية بدلالة 
 : إنك لحصلنا على–ليه لو قمنا بالتعويض في قانون جاوس عليا، ع

)23.4...... ( 
( )( ) ( )

( ) ( )

( )no

nono

nonno

x

x

yyh

yyhyyh

yyhyyyyhdxyn

o

44

3322

11

160
3

720
19

24

12
..2

2

∇+∆−

∇−∆+∇+∆−

∇−∆+++++= −∫
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وتمثل هذه الصيغة قانون جريجوري وهو قانون مهم وسوف يمكننا من استخراج عدة 
 .قواعد مهمة في التكامل العددي

  قاعدة سمبسن3.2.4
 أي أنه لدينا ثلاثة نقاط، عندئذ ومن قانون جريجوري n=2لنأخذ الحالة الخاصة   

 : وبذلك فإن∆2 أو ∇2نتوقف عند الحدود المحتوية على 

)24.4...... ( 

( ) ( )

( )

( ) ( )[ ]

( )[ ]

[ ] ( )2121

121221

012

12121

22

1

4
3

4164
12

12
226126

22
24

12
2

2

24

12
2

2
2

yyyhyyyh

yyyyyyyyyh

yyyh

yyyyhyyyh

yyh

yyhyyyhdxy

oo

ooo

oo

no

nono

x

xo

++=++=





 −+−+−−++

=

+−−

−−−+++=

∇−∆−

∇−∆+++=∫

 

دي وفي الحالة العامة ولأي عدد فر.قاعدة سمبسن لثلاثة نقاط) 24.4(وتمثل المعادلة 
)من النقاط  )12 +n؛ تأخذ قاعدة سمبسن الصورة: 

)25.4...... ( ( ) ( )[ ]nnno

x

x
yyyyyyyyhdxyn

o
222421231 ..2...4

3
2 +++++++++= −−∫ 

) ذات yهي قاعدة سمبسن لتكامل دالة ) 25.4(والمعادلة  )12 +nمن النقاط . 
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 :ملاحظة هامة
 .صلح إلا لعدد فردي من النقاطًتذكر دائما بأن قاعدة سمبسن لا ت  

  قواعد أخرى4.2.4
) 23.4( في العلاقة ∇3 و∆3 فإننا نحسب حتى n=3مرة أخرى لو كان لدينا   

 :ولو قمنا بذلك فإننا نصل إلى قاعدة الثلاثة أثمان والتي تنص على 
)26.4...... ( [ ]321 33

8
33 yyyyhdxy o

x

xo
+++=∫ 

 من النقاط n4ويمكن أيضا تعميم هذه القاعدة لعدد . وهي قاعدة لأربع نقاط  
 .ونترك إثبات ذلك للقارئ

 :فإن) 23.4( في n=4أيضا لو أن 
)27.4...... ( [ ]4321 73212327

45
24 yyyyyhdxy o

x

xo
++++=∫ 
 .وهي قاعدة بول لخمس نقاط

 )5.4(مثال 
باعتبار البيانات الموالية، احسب تكامل الدالة الممثلة بهذه البيانات مستخدما ما   
 :يلي

 .قاعدة شبه المنحرف  .أ 

 .قانون جريجوري .ب 

 .قاعدة سمبسن  .ج 
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 :والبيانات هي
 4 3 2 1 0 x  
 48 27 12 3 0 y  
 :الحل
 :ذه الدالة هو لهTT.. عليه فإن h=1حيث أن   .أ 

( )

( ) 66)24(2)42(2
2
1

48)27123(20
2
1..

=+=

++++=TT
 

ومنه نرى أن الدالة الممثلة للبيانات هي حدودية ) 2.4(نكون الجدول الفرقي  .ب 
∆=3: من الدرجة الثانية كما أن oy21 و=∇ ny622 و =∇=∆ no yy 

 )ب(الفقرة ) 5.4( المثال –) 2.4(الجدول 
  y2∆ y∆ y  
    0  
   3   
  6  3  
   9   
  6  12  
   15   
  6  27  
   21   
    48  
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 :ومن قانون جريجوري نجد أن

( ) ( )

( ) ( )

64
2
1

2
366

66
24
1213

12
166

24
1

12
1.. 22

=−−=

+−−+=

∇+∆−∇−∆+=∫ nono

x

x
yyyyTTdxyn

o

 

نها حيث أن عدد النقاط فردي، عليه يمكننا استخدام قاعدة سمبسن وم  .ج 
 :نحصل على

[ ] [ ]( ) 644812227340
3
1

=++++=∫
n

o

x

x
dxy 

 :ونتوقع من هذه النتائج أن
64=∫

n

o

x

x
dxy 

 .وذلك استنادا إلى ما تحصلنا عليه بالفقرات ب و ج
 ]nx=4 وox=0لاحظ أن [فهي بكل تأكيد نتيجة تقريبية ) أ(أما نتيجة 

 )6.4(مثال 
 .ك التأكد من صحة إجاباتك بالمثال السابق؟ اشرح بالتفصيلهل يمكن  
 :الحل

من الواضح أن الدالة الممثلة : نعم، يمكننا التأكد من صحة إجاباتنا وذلك كما يلي  
 :للبيانات هي
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23xy = 
 :ًولو قمنا بتكامل هذه الدالة تكاملا مباشرا فإن

( ) [ ] 643 4
0

34

0

2 ==∫ xdxx 
 .النتيجة التي تحصلنا عليها باستعمال قانون جريجوري وقاعدة سمبسنوهذه نفس 

 )7.4(مثال 
) 5.4(اكتب برنامجا حاسوبيا يحسب تكامل الدالة الممثلة بالبيانات المعطاة بالمثال   

 .وذلك باستعمال قاعدة سمبسن
 :الحل

باستعمال لغة فورتران لنحصل على ) 2.4(نكتب البرنامج الموضح بالشكل 
 ).3.4(ائج بالشكل النت
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 . بلغة فورتران–) 7.4( المثال –) 2.4(الشكل 

 
  النتائج–) 7.4( المثال –) 3.4(الشكل 
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ويمكن أيضا كتابة البرنامج بلغة بيسك المرئية وحيث نقدم البرنامج بهذه اللغة بالشكل 
 ).4.4(ونتيجة البرنامج معطاة بالشكل ) 4.4(

 )8.4(مثال 
كتب برنامجا حاسوبيا يحسب تكامل الدالة الممثلة بالبيانات أسفله وذلك أ  

 :باستعمال قاعدة سمبسن؛ والبيانات هي
4- 3 2 1 0 x  

49 28 13 4 1 y  
 :الحل

 لنحصل على النتائج الموضحة Cبلغة ) 6.4(نكتب البرنامج الموضح بالشكل   
68أي أن ). 7.4(بالشكل 

4

0
=∫ dxy. مكن التأكد من صحة هذه النتائج من تكامل وي
13الدالة مباشرة وحيث نرى أن  2 += xy. 

 .لاحظ أن عدد النقاط في المثالين السابقين فردي  

o b e i k a n d l . c o m
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    .بلغة بيسك المرئية) 7.4( المثال –) 4.4(الشكل 

 
 .رئيةالنتائج بلغة بيسك الم–) 7.4( المثال –) 5.4(الشكل 
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 .Cبلغة )  8.4( المثال –) .46(الشكل 

 
 

 
 

 .Cبلغة )  8.4( نتائج المثال – ).47(الشكل 
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 ■ ■  ■ ■   
  

  121  

 )9.4(مثال 
∫للبيانات أسفله، أحسب    

4

0
dxyوالبيانات هي . باستعمال قاعدة سمبسن: 

4 3 2 1 0 X  
21 14 9 6 5 Y  

 :الحل
3333.41لنحصل على ) 7.4( كما بالشكل Cنكتب برنامجا حاسوبيا بلغة 

4

0
=∫ dxy 

 .والذي يعطي نتيجة التكامل) 8.4(أنظر الشكل 
 

 
 .Cبلغة )  9.4( المثال –) 7.4(الشكل 
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 .Cبلغة )  9.4( نتائج المثال –) 8.4(الشكل 

 )10.4(مثال 
∫وقاعدة بول لحساب ) 9.4(استخدم البيانات بالمثال   

4

0
dxy. 

 :الحل
 : عليه نجد أن5من قاعدة بول وحيث أن عدد النقاط عدد يساوي 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] 3333.41217143291263257
45
124

0
=++++×=∫ dxy 

 .سنوهي نفس النتيجة التي تحصلنا عليها باستعمال قاعدة سمب
 ملاحظات هامة  3.4

إن أحد الأمور المهمة هو معرفة مقدار الخطأ في حساباتنا أو تقديره عندما نستعمل   .أ 
 TEًفمثلا عندما نستعمل طريقة شبة المنحرف نرى أن الخطأ الناتج . أي طريقة

 :منها، يحقق المتباينة

o b e i k a n d l . c o m
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)28.4...... ( ( ) ( )
max

2

12
xfhabET ′′−≤ 

 . هما حدود التكاملb وa وحيث
 : يحقق المتباينةsEأما عند استخدام طريقة سمبسن فإن الخطأ 

)29.4...... ( ( ) ( ) ( )
max

4
4

180
xfhabEs −≤ 

وذلك كي يتمكن ) 29.4(و ) 28.4(وعلى القارئ المهتم إثبات صحة الصيغتين 
 .فهم أعمق لموضوع الخطأ وتحليلهمن 

ّإن طريقة شبة المنحرف وطريقة سمبسن للتكامل ما هما إلا حالتين  من حالات  .ب 
ونلاحظ أن في طريقة شبه .  كوتس-عامة ضمن نطاق ما يسمى بطرق نيوتن

)المنحرف تم تقريب قطع من الدالة  )xf المطلوب تكاملها بخطوط مستقيمة 
لي نصل في إجابتنا إلى مجموع من أشباه المنحرفات؛ بينما في طريقة سمبسن يتم وبالتا

)تقريب الدالة  )xf أي دوال تربيعية في ( بقطوع مكافئيةx.( 

وللحصول على دقة أفضل يمكن تقريب الدالة بحدودية من الدرجة الثالثة أو 
وهكذا تقع كل هذه الطرق في قسم كبير يسمى .  الرابعةبمنحنيات من الدرجة

 . كوتس–بطرق نيوتن 
مثلا [ ونلاحظ أنه في طريقة شبه المنحرف نستخدم نقطتين لكل شبه منحرف 

)للأول نستخدم  )oo yx ) و, )11 , yx[ ؛ بينما في طريقة سمبسن نستخدم ثلاث
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ودية من الدرجة الثالثة فإننا نحتاج إلى أربع نقاط وإذا ما اخترنا حد. نقاط
كما نلاحظ أيضا أن النقاط متساوية التباعد ؛ أي بطول خطوة ثابت ... وهكذا

 .hوهو 

)بملاحظة أن   .ج  ) 2

12
MhabET

−
) وحيث ≥ ) ( )

max

2 xfM  نرى أنه لو وضعنا =
( ) Mabd

12
−

2dhET  فإن= فمثلا .  إلى الصفرTE يؤول hوبتصغير قيمة  .≥
) فإن nلو كان عدد أشباه المنحرفات هو  )

n
abh −

 يقل n2 و بزيادة العدد إلى =
 .4الخطأ بالمعامل 

من طريقة ) أو طريقة تصحيحية(واستنادا إلى هذه الفكرة تم اشتقاق طريقة أدق 
، وهي طريقة شعبية وتناظر )Romberg(شبه المنحرف وتعرف بطريقة رمبرج 

 .في دقتها طريقة سمبسن
 

 ).Gauss Quadrature( تربيعات جاوس -طريقة جاوس للتكامل  .د 

ستخدامها لأي حالة بغض النظر تعتبر هذه الطريقة طريقة فعالة، حيث يمكننا ا
.. عن الكيفية التي تعطى بها البيانات، أي متساوية التباعد أو غير متساوية التباعد

لشرح الكيفية التي تعمل بها الطريقة، دعنا نأخذ في الاعتبار الدالة الموضحة بالشكل 
، عندئذ B وA،و لو أن المراد هو تعيين المساحة تحت هذا المنحنى الواصل بين ) 9.4(

abABنرى أن شبه المنحرف المكون من النقاط  ,,, ( )abBA يعطى تقريبا للمساحة ً
 .ولكنه تقريب غير كاف

o b e i k a n d l . c o m
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 . طريقة جاوس–) 9.4(الشكل 

abhهنا   :كما أن.  كبيرة وهي=−
)30.4...... ( ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )bfAafAbfafhdxxf

b

a 212
+=+=∫ 

221وحيث 
hAA ==. 

)الآن لو اخترنا أي نقطتين داخل الفترة    )ba, وهما C و D وأوصلنا هاتين 
axم النقطتين بمستقيم ومددناه ليلتقي بالمستقي bx و=  ؛ عندئذ نحصل على شبه =

 D وCوتتلخص طريقة جاوس في اختيار ). 9.4(المنحرف الموضح بنفس الشكل 
نحصل على أحسن تقريب للمساحة تحت المنحنى؛ أي أحسن تقريب لتكامل  بحيث
 .b إلى aالدالة 
1xx كانت عند c ثم نفترض أن b=+1 وa=−1نختار الآن     عند D و =

2xx ؛ و حيث نلاحظ EABFوهو ) 10.4(لموضح بالشكل  ونكون شبه المنحرف ا=

o b e i k a n d l . c o m
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) هي Cأن النقطة  )( )11 , xfx والنقطة D هي ( )( )22 , xfx. حاكي طريقة شبة ن
 :المنحرف ونضع

)31.4...... ( ( ) ( ) ( )2211

1

1
xfcxfcdxxf +=∫

+

−
 

 .2c و1c و2x و1xاول إيجاد المجاهيل الأربعة وهي ثم نح

 
 )b=−1 و a=+1(طريقة جاوس ) 10.4(الشكل 

2,,1ح لعدة دوال بسيطة مثل نفترض أيضا أن هذه الطريقة تصل === yxyxy 
3xyو  :، عندئذ نرى أن)31.4(أي أن هذه الدوال تحقق المعادلة . =
)32.4...... ( 

21

1

1
21 ccdx +==∫

+

−
 

 و
)33.4...... ( 

2211

1

1
0 xcxcdxx +==∫

+

−
 

 و
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)34.4...... ( 2
22

2
11

1

1

2

3
2 xcxcdxx +==∫

+

−
 

 و
)35.4. (..... 3

22
3
11

1

1

3 0 xcxcdxx +==∫
+

−
 

 :نحصل على ) 35.4 (–) 32.4(وبحل المعادلات 
121 == cc و 

3
1

21 −=−= xx 

 :وهكذا نصل إلى صيغة تكامل الدالة المطلوب بطريقة جاوس وذلك كما يلي

)36.4...... ( ( ) ( ) ( )

( ) ( )57735.057735.0
3

1
3

1
2211

1

1

ff

ffxfcxfcdxxf

+−=









+








−=+=∫

+

− 

، إلا إنه يمكننا b=+1 وa=−1ود التكامل بالعددين من المهم ملاحظة أننا عينا حد
]ًدائما القيام بتحويل ما لتغيير حدود فترة التكامل من  ]ba, إلى [ ]1,1  وهذا التحويل −+

 :هو من النوع
)37.4...... ( ( ) ( ) xabbax ′−

+
+

=
22

 

11يث وح −=′x 12 و +=′x ويقابلها ax bx و1= =2. 
تستوجب أن ) 37.4( فإن b=1 وa=0فمثلا لو كانت (

( ) 01
2

01
2

10
1 =−






 −

+





 +

=x و ( ) 11
2

01
2

10
2 =






 −

+





 +

=xوقع كما هو مت.( 

 من النقاط، nأي لـ ) 2أكثر من (وهذا ويمكن تعميم طريقة جاوس لعدة نقاط   
 :عندئذ يكون لدينا
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)38.4...... ( ( ) ( ) ( ) ( )nn xfcxfcxfcdxxf +++=∫
+

−
.....2211

1

1
 

sci من nوفي هذه الحالة يجب تعيين 
sxi من n  و ′

 من n2؛ أي يجب تعيين ′
 ..المجاهيل

 2ات السينية للنقاط من يثطي معاملات تربيعات جاوس والإحدايع) 3.4(والجدول 
 ].اجعأنظر المر. [6إلى 

 .6  إلى2لنقاط من  لعدد من اix اتيوالإحداثمعاملات تربيعيات جاوس ) 3.4(الجدول 
 ix اتيثالإحدا icالمعاملات  عدد النقاط

2 121 == cc 57735.021 −=−= xx 

3 5.031 == cc 
8.02 =c 

774597.031 −=−= xx 

02 =x 

4 347855.041 == cc 
652145.032 == cc 

861136.041 =+=− xx 
33998.032 =+=− xx 

5 
236927.051 == cc 
478629.042 == cc 

856.03 =c 

9061799.051 ==− xx 
538469.042 ==− xx 

0.03 =x 

6 
171325.061 == cc 
360762.052 == cc 
467914.043 == cc 

9324695.061 ==− xx 
6612094.052 ==− xx 
2386192.043 ==− xx 

o b e i k a n d l . c o m
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) وكمثال على استخدام هذه الطريقة نأخذ في الاعتبار التكامل  ) dxxI ∫ −=
1

0

 ولو 51
0  :هياعتبرنا نقطتين فقط فإن التحويلة المطلوبة 

2
1

=
′+

=
xx 

 .x=0 تقابلها x′=−1 وx=1 تقابلها x′=1ذلك لأن 
 :بذلك فإن 

( )

( )∫

∫∫
+

−

−

′′≡







 ′


















 ′+

−=−=

1

1

1

1

5
1

0

5

2
1

2
111

xdxf

xdxdxxI 

 :وحيث
( )


















 ′+

−=′
5

2
11

2
1 xxf 

 :نجد أن) 36.4(عليه وباستخدام المعادلة 

8472.0
2
577335.011

2
577335.011

2
1 55

≅





























 +

−+

















 −

−=I 

6لاحظ أيضا أن التكامل المباشرة يعطي القيمة التامة ن
؛ بذلك فإن الخطأ في هذه 5

0139.06  :الطريقة هو
5 −=−= IE 

مما تقدم نرى نجاح هذه الطريقة وسرعة تقاربها مقارنة بطريقة شبة المنحرف 
 . سمبسن في الدقةوهي أيضا تضاهي طريقة. المعتادة

نلاحظ أيضا أننا سقنا المثال السابق للتوضيح فقط وعلى القارئ أن يكتب برنامجا   
 .للحصول على قيمة التكامل المذكور بدقة أعلى) 3.4(ًحاسوبيا مستعينا بالجدول 

o b e i k a n d l . c o m



 ■ ■  ■ ■   
  

 130  

 )4(تمارين 
 : أثبت أن .1

∑
∞

=

∇
=+∇+∇+∇=

1

32 ...
3
1

2
1

i

i

i
hD 

 :استنتج العلاقة .2

........
2

1 2 +∇






 +
+∇+= ooop y

p
ypyy 

ً ؛مستخدما طريقة تفاضل 1 والمذكورة بالتمرين ∇ وD أثبت العلاقة بين مث  
 .المتسلسلات  

 عند xsin باستخدام أربعة أرقام عشرية ثم احسب مشتقة xsinاحسب  .3
4

π=x .المواليةوذلك للقيم : 

 x=60,50,40,30-                   بx=48,46,44,42 -أ  
 .قارن بين النتيجتين وبين المشتقة المباشرة  

 ).3.4(أثبت صحة ما جاء من صيغ للخطأ في البند  .4

321خذ في الاعتبار حدودية لاجرانج الاستكمالية ذات الأربع نقاط  .5 ,,, xxxxo 
 :بات أنلإث

( ) ( )
h

yyyyoL o
6

291811 321 +−+−=′ 
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 .تحقق من صحة القوانين المختلفة للتكامل التي جاءت بهذا الفصل ولم تثبت .6

12أثبت قاعدة سمبسن في الحالة العامة، أي عندما يكون لدينا  .7 +nمن النقاط . 

 :باستخدام قانون جريجوري، أثبت أن .8

( ) ( ) .........
72012

2
1...

2
1

42

1210

+′′′−′′′+′−′−





 +++++= −∫

onon

nno

nh

yyhyyh

yyyyyhdxy
 

 1، هل يمكنك إيجاد مجموع مكعبات الأعداد الصحيحة من 8 التمرين من نتيجة .9
∑أي (nإلى 

=

n

n
i

1

3xyاستخدام الدالة ) [3 =[ 

∫عالج التكامل  .10
+

− −

1

1 2

2

1
dx

x
xي ما ه.  بشتى الطرق العددية التي تناولناها

 .الصعوبات التي تواجهك وكيف يمكنك التغلب عليها

)احسب  .11 ) ∫ −=
x t dtexH

0

22
π

 . وباستعمال أربعة أرقام عشريةx=5.0 عند 

∫استعمل تربيعات جاوس لحساب التكامل  .12
1

0

23 dxxقارن .  لنقطتين وثلاثة نقاط
 .بالتكامل المباشر
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 2.1.5 
 3.1.5 

?2.5 
 1.2.5 
 2.2.5 
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  الحلول العددية للمعادلات في متغير واحد1.5

 :في هذا البند نهتم بدراسة بعض الطرق التكرارية لحل المعادلات من النوع
)1.5...... ( ( ) 0=xf 

طأ الناتج وحيث نلاحظ أن الدقة الناتجة عند استعمال مثل هذه الطرق تقدر بالخ  
 .خر تكرار التقريب في آعن

فيما يلي نستعرض بعض الطرق . ار تقاربهاالمعتاد تستعمل عدة طرق ويتم اختبفي   
 .ًوحيث نركز على أكثرها شيوعيا وهي طريقة نيوتن ورافسون

  طريقة التنصيف1.1.5
1xx، نبحث عن قيمتين )1.5(حتى نحصل على أحد جذور المعادلة    2xx و= = 

)بحيث يكون  )1xf و ( )2xf بإشارتين مختلفتين؛ ثم نحسب ( )213 2
1 xxx  و =+

( )3xf . فإذا كانت( )1xf و ( )3xf ه نعيد الكرة فإن) لنقل( لهما نفس الإشارة
)، أي أن نحسب 3x و 2xباستخدام  )324 2

1 xxx ) و =+ )4xf ؛ ونعيد عملية اختبار
)إشارة  )xf ولو افترضنا أن ....... وهكذا ،( )xf ،عن طريق  مستمرة فإننا نصل

)التقارب، إلى جذر المعادلة  ) 0=xf] . 1.5(أنظر الشكل.[( 
 .ونلاحظ أن هذه الطريقة بطيئة ولكنها بسيطة كما أن تسميتها واضحة من طريقة عملها

 
 توضيح بياني لطريقة التنصيف) 1.5(الشكل 
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 )مثال توضيحي() 1.5(مثال 
052التنصيف أوجد جذور المعادلة باستخدام طريقة  =−x مستخدما رقما ،

 .عشريا واحدا في حساباتك
 :الحل

)نرى هنا أن    ) 52 −= xxf 21، نختار =x32 و =x لنرى أن ( ) 0542 <−=f 
)و  ) 0593 >−=f 5.2، بذلك نحسب

2
32

3 =
+

=xو ( ) ( ) 055.25.2 2 >−=f. 

)وحيث    )5.2f لها نفس إشارة ( )3f 4، عليه فإنx25.2 هي
2

5.22
4 =

+
=x ؛

)كما أن  ) 050625.525.2 >−=f125.2 وهكذا فإن
2

25.22
5 =

+
=xو ( ) 05 <xf 

)نحسب  ) 225.2125.26 +=x 1875.26  لنحصل على =x كما أن ( ) 06 <xf عليه ،
): فإن ) 21875.2225.221875.27 =+=xو ( ) 07 <xf نستمر فنحسب 

( ) 234375.2225.221875.28 =+=x و ( ) 08 <xf بذلك فإن 
( ) 225.2234375.29 +=x 2421875.29 وتساوي =xو ( ) 09 <xf نحسب 

( ) 225.224218575.210 +=x23828125.210:  لنحصل على =xو ( ) 010 >xf  
 .ونستطيع الاستمرار في هذه العملية حتى نتوصل إلى الدقة المطلوبة

 هي حتى رقمين عشريين فإن الإجابة وفي مثالنا نرى أنه لو كانت الدقة المطلوبة
 أما إذا كانت الدقة المطلوبة هي حتى رقم عشري واحد فإن الإجابة هي x=23.2هي 

2.2=x. 
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 أن الحسابات اليدوية متعبة بل ومزعجة عليه نلجأ للحاسوب وحيث 
 .ل إلى الدقة المطلوبةنقوم بإحدى طريقتين لإيقاف الحسابات والوصو

 الطريقة الأولى
، وأن نجعل العملية من مائة )Do Loop(أن نحسب، من خلال حلقه أعمل 

. تكرار أو أكثر إن لزم الأمر، وبالتأكيد سنصل إلى الدقة المطلوبة في إيجاد جذر المعادلة
ي غير غير أن هذه الطريقة تأخذ وقتا أو زمنا لا بأس به من زمن الحاسوب، وعليه فه

 .مرغوبة
 الطريقة الثانية

على القيم المتتالية للجذر بحيث تتوقف الحسابات ) ε(نضع إطاقة أو تسامح 
nnعندما يصل  xx والتي نحددها نحن حسب الدقة ) ε=−410مثلا ( قيمة معينة 1+−

 :نا نجعلأي أن. التي نرغب في الوصول إليها
)2.5...... ( ε<−+ nn xx 1 

 .وهذه الطريقة هي الطريقة المثلى للوصول إلى الدقة المطلوبة وبسرعة  
 

 )2.5(مثال 
0cosأكتب برنامجا حاسوبيا يحسب جذر المعادلة    =− xx باستخدام طريقة 

 .التنصيف
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 :الحل
 بلغة فورتران لنحصل على النتائج وهو) 2.5(نكتب البرنامج الموضح بالشكل 

radx: وحيث نرى أن) 3.5(الموضحة بالشكل  وأن الخطأ في . =739085133.0
( )xf 101046.0 تكرارا يساوي 30 بعد −×. 

 . تكرار30اسوب بعد وهكذا توقف الح. ε=−1010:  المختارة هيεلاحظ أن 

 
 . طريقة التنصيف بلغة فورتران–) 2.5( المثال –) 2.5(الشكل 
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 ).2.5(للمثال ) 2.5( نتائج البرنامج بالشكل –) 3.5(الشكل 

 

  طريقة الموقع الخاطئ2.1.5
هذه الطريقة مثلها مثل طريقة التنصيف دائما تتقارب ولكنها بطيئة التقارب   

 رافسون التي سوف نتعرض لها بالبند الموالي؛ كما أنها تحتاج إلى –مقارنة بطريقة نيوتن 
 .قيمتين ابتدائيتين للبدء

)لتكن الدالة هي    )xf ولنختار نقطتين ) 4.5( كما هو موضح بالشكلrx على 
)أي أن (يمين الجذر  ) 0>rxf ( وlx على يسار الجذر ) أي أن( ) 0<lxf.( 

)نرسم الوتر الواصل بين النقطتين  )( )rr xfxA ) و, )( )ll xfxB  وهذا سوف يقطع ,
 .mx في oxالمحور 
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 باختبار إشارة ( )mxfا كانت ؛ فإذ( ) 0>mxf فإننا نستبدلها بـ rx ؛وإذا 
)كانت  ) 0<mxf نستبدلها بـ lx وفي الحالتين نعيد فنرسم قاطعا جديدا يصل بين ً ً

)النقطتين المختارتين بعد اختبار إشارة  )mxf. 
 

 
 . طريقة الموضع الخاطئ–) 4.5(الشكل 

 
ونلاحظ أن اختيارنا . ACيكون القاطع الجديد هو المستقيم) 4.5(فمثلا في الشكل 

 في جهتين مختلفتين من B وA يكون بحيث تقعB وAللنقطتين الابتدائيتين
 .oxالمحور

 :ونلخص القاعدة المتبعة في طريقة الموضع الخاطئ كما يلي  
)إذا كان  .1 ) ( ) 0<⋅ ml xfxf فإننا نبدل rx بـ mx. 
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)إذا كان  .2 ) ( ) 0>⋅ ml xfxf فإننا نبدل lx بـ mx. 

 :كما أن

)3.5...... ( ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )lr

lrrl
l

lr

lr
lm xfxf

xfxxfxxf
xfxf

xxxx
−
−

=
−
−

−= 

هذا ونستمر في القيام بعملية رسم القاطع الجديد حتى نصل إلى الجذر المطلوب 
 )].4.5( في الشكل αوهو [

 )3.5(مثال 
03سوبيا بحسب جذر المعادلة أكتب برنامجا حا   =− xe x وذلك باستخدام 

 .طريقة الموضع الخاطئ
 :الحل

) 5.5(بعد وضع تصور للخوارزمية المناسبة نكتب البرنامج الموضح بالشكل 
وحيث نرى ) 6.5(والمكتوب بلغة فورتران ومنه نحصل على النتائج الموضحة بالشكل 

 .x=619061284.0أن الجذر هو 
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 بلغة فورتران) 3.5( المثال –) 5.5(الشكل 

 
 .بفورتران) 3.5( نتائج المثال –) 6.5(الشكل 
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وكذلك النتائج المحسوبة ) 3.5(نعطي برنامجا بالماتلاب لنفس المثال ) 7.5(في الشكل 
 )].8.5(الشكل [بهذا البرنامج 

 

 
 .بالماتلاب) 3.5( المثال –) 7.5(الشكل 
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 . النتائج باستعمال الماتلاب–) 3.5( المثال –) 8.5(الشكل 

 
  رافسون– طريقة نيوتن 3.1.5

بمقارنة هذه الطريقة بغيرها من الطرق الأولى نجد أنها تضاعف الدقة في عدد   
 :الأطراف المعنية في كل عملية تكرار؛ ويمكن اشتقاق الطريقة كما يلي

)لو كانت    )xf قابلة للتفاضل في فترة تشتمل على الجذر α=x وإذا كانت 
1xx  : هي قيمة تقريبية لهذا الجذر فإنه باستخدام نظرية القيمة المتوسطة نجد أن=

)4.5...... ( ( ) ( ) ( )
α

α
ζ

−
−

=′
1

1

x
fxff 

]وحيث  ]1, xαζ ∈. 
)لم بأن ولكن نحن نع ) 0=αfعليه فإن : 

)5.5...... ( ( )
( )ζ

α
f

xfx
′

−= 1
1 
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) بالضبط، نضع كتقريب أولى ζ لا نعرف قيمة وحيث  ) ( )1xff ′≅′ ζ 
 :2x من العلاقة نسميهاαلنحصل على قيمة تقريبية أخرى لـ 

)6.5...... ( ( )
( )1

1
12 xf

xfxx
′

−= 

 :بدورها تقترح التكرار العام التالي) 6.5(والعلاقة 
)7.5...... ( ( )

( )n

n
nn xf

xfxx ′−=+1 
 .رافسون-هو ما نسميه بطريقة نيوتن) 7.5(والتكرار 

 .باستخدام مفكوك تايلور) 7.5(يمكن أيضا اشتقاق العلاقة 
 :نستطيع أن نكتب) 7.5(عادلة    الآن من الم

)8.5...... ( ( ) ( ) ( )
( )n

n
nn xf

xfxx
′

−−=−+ αα1 

 :ولو عينا الخطأ في كل تكرار بالمعادلة
)9.5...... ( αε −= nn x 

 :فإن

)10.5...... ( ( )
( )n

n
nn xf

xf
′

−=+ εε 1 

 :ولو رجعنا مرة أخرى إلى متسلسلة تايلور فإن

)11.5...... ( ( ) ( )
( )

( )
( )n

n
n

n

nnn
n xf

xf
xf

xfxf
′
′′

=
′

−′
=+

2
1 2

1
ε

ε
ε 
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 :وهذه العلاقة الأخيرة توضح بأن
)12.5...... ( 2

1 nn αεε + 
ولهذا .  يعني تضييق الخناق على الخطأ باستخدام طريقة نيوتن ورافسون

ذلك لأن معدل تقاربها . السبب تسمى هذه الطريقة أيضا بالطريقة ذات الرتبة الثانية
ولعل المأخذ الذي نأخذه على . الأخرى والمذكورة آنفاأعلى من ذلك بالنسبة للطرق 

)هذه الطريقة كونها بحاجة لحساب  )xf  . عند نقاط عديدة′
 تقارب هذه الطريقة نود الإشارة إلى أن المقدار nn xx  يتناقص 1+−

 :لو وضعناعليه . nوبسرعة كلما زادت قيمة 

)13.5...... ( ( )
( ) txf

xf
n

n <′ 
فإن الحسابات تتوقف بمجرد ) t=−510مثلا ( بعدد صغير معين tوعينا قيمة 

 ).13.5(أن تتحقق المتباينة 
بحيث ) 13.5( المتباينة  بالتسامح أو الإطاقة؛ أي أنها القيمة التي تحققtوتسمى

نستطيع بعدها إيقاف الحسابات؛ أما قبلها فلا يجوز ذلك وإلا فلن تكون حساباتنا 
 .دقيقة

وتطبيقات طريقة نيوتن ورافسون كثيرة ومتنوعة، بل وتفوق نظيراتها مثل طرق 
التنصيف والموضع الخاطئ، حيث أنها تصلح في مواضع وحالات لا تصلح فيها 

 .كورتانالطريقتان المذ
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 )4.5(مثال 
03لنفس المعادلة    =− xe x ؛ أكتب برنامجا حاسوبيا لحساب جذرها وذلك

 .باستخدام طريقة نيوتن ورافسون
 :الحل

 كما نوضح نتائج هذا البرنامج بالشكل Cلغة نعطي برنامجا مكتوبا ب) 9.5(في الشكل 
 .ε=−510م اختياره هو وحيث نلاحظ أن الإطاقة أو التسامح الذي ت) 10.5(
 #include<stdio.h> 

#include<conio.h> 
#include<math.h> 
#include<stdlib.h> 
void main( ) 
{ 
float diff,x0,x,xn,xl,y,yl,e; 
int c=o; 
clrscr( ); 
            e=10E-5; 
            x=0; 
printf(“\tn          x\n\n\n’); 
do{ 
y=exp(x)-3*x; 
y1=exp(x)-3; 
xn=x-y\yl; 
prnitf(“\t%d      %f\n\n\n”,c,xn); 
x=xn; 
diff=fabs(y/yl); 
c++; 
}while(diff>e); 
getch( ); 
} 

 

 .Cلغة ب) 4.5( المثال –) 9.5(الشكل 
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 x n  
 0.500000 0  
 0.610060 1  
 0.618997 2  
 0.619061 3  

 .Cلغة  ب)4.5(نتائج المثال –) 10.5(الشكل 
 ).12.5(نعطي برنامجا بلغة باسكال ونبين النتائج بالشكل ) 11.5(في الشكل 

 Program PRO3 (input,output) 
Var x:real; 
Xn,y:real; 
I:integer; 
Label Q; 
Begin 
Writeln (‘please enter x0’); 
Read(x); 
Q; 
if (exp(x)-3*x<>0)then 
begin 
Xn=x-((exp(x)-3*x)/(Exp(x)-3)) 
Writeln (‘x’,i,’=’,xn); 
X:=Xn; 
Goto Q; 
end; 
end. 

 

 .بلغة باسكال) 4.5( المثال –) 11.5(الشكل 
 

 please enter x0 
x0=6.1572189951E-01 
x0=6.1905229448E-01 
x0=6.1906128667E-01 
x0=6.1906128674E-01 

 

 .بلغة باسكال) 4.5( نتائج المثال –) 12.5(الشكل 
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 : البرنامج يكون الجذر هو ائجتونلاحظ أنه في ن

619061287.0=x 
في ختام استعراضنا للطرق السابقة من تنصيف وموضع خاطئ وطريقة نيوتن   

 :ورافسون نجد أن السؤال التالي يطرح نفسه بإلحاح وهو
 !ماذا عن تعدد الجذور؟ إنها مشكلة جدية

)فمثلا لو اعتبرنا المنحنى  ) 05117 23 =−+−= xxxxf 13.5( والمبين بالشكل.( 

5 x

y  f(x)

 
  تعددية الجذور–) 13.5(الشكل 

 

)نلاحظ أن  ) ( ) ( ) 051 2 =−−= xxxf 1 أي أن=x 5 مرتين و=xمرة واحدة  .
 ).2=بتعددية ( متكرر x=1وبذلك فالجذر 

1 
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 بأي طريقة من الطرق التي x=5ظ أنه يمكن الحصول على الجذر كما نلاح
 يمكن الحصول عليه بطريقة نيوتن ورافسون ولكن لا يمكن x=1بينما .أوردناها

 x=1عليه نحصل على . الحصول عليه بطريقة التنصيف أو بطريقة الموضع الخاطئ
بطريقة نيوتن ورافسون ثم نستعمل طريقة القسمة الاصطناعية لنتخلص من الحد 

( )1−x فنحصل على حدودية من درجة أقل بواحد، وهذه نحصل على جذورها 
 : فمثلا للحدودية المذكورة أعلاه نجد أن خارج القسمة هو. بإحدى الطرق السابقة

562 +− xx 
 :يتضح من القسمة الموضحة أسفله وذلك 

056
561
51171

1 023

−
−

−−
xxxx

 

 حلول المعادلات الآنية 2.5
في هذا البند نناقش حلول المعادلات الآنية وحيث نتطرق في البداية إلى حلول 

 .المعادلات الخطية ثم نتحول إلى معالجة المعادلات الآنية غير الخطية
  حلول المعادلات الآنية الخطية1.2.5

 من المجاهيل ونريد إيجاد قيم هذه المجاهيل n من المعادلات في n لدينا لو كان  
 :فإننا نتعامل عندئذ بما يسمى بالمعادلات الآنية، وتكون خطية لو كانت على الصورة
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)14.5...... ( 
nnnnnn

nn

nn

yxaxaxa

yxaxaxa
yxaxaxa

=+++

=+++
=+++

....

....
....

2211

22222121

11212111

M 

 :أو في صورة أخرى على الشكل
)15.5...... ( 

YAX = 

)وحيث  )ijaA  و=















=

nx

x
X M

1

 و 















=

ny

y
Y M

1

 

لاحظ هنا أننا نتعامل مع مصفوفة من المعاملات بعدها . Xوما نبتغيه هو الحصول على
 :ذه المنظومات إلى قسمين هماوتنقسم مثل ه.2nهو

 ؛ وY=0منظومة متجانسة ويكون فيها      ]أ [

 .Y≠0منظومة غير متجانسة ويكون فيها   ]ب [
ومن مقرر أولى في الجبر الخطي نحن نعلم بأن المنظومة المتجانسة يكون لها حل غير 

)الحل الصفري إذا ما كان  ) 0det =A . بينما يكون هناك حل وحيد للمنظومة غير
)المتجانسة إذا كان  ) 0det ≠A. 

هذا وتوجد عدة طرق لحل المعادلات الآنية الخطية، منها المباشرة ومنها غير   
وطريقة الحذف لجاوس ) أو المحددات(من الطرق المباشرة طريقة كريمر . المباشرة
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لمصفوفة، أما الطرق غير المباشرة فهي الطرق التكرارية وطريقة استعمال معكوس ا
 .ومنها طريقة جاوس وسايدل

 طريقة كريمر
تعتمد هذه أساسا على استعمال المحددات وهي طريقة بسيطة وبالتأكيد لقد   

لو أخذنا على . تعرض لها الطالب أو القارئ من قبل وفي مراحل مبكرة من دراسته
 :ت التاليةسبيل المثال منظومة المعادلا

3333

2222

1111

fzcybxa
fzcybxa

fzcybxa

=++
=++

=++
 

 وباستعمال الأولى نحصل  باستخدام المعادلتين الأخيرتينz وyفإنه بالتخلص من 
 :على

∆
= 333

222

111

cbf
cbf
cbf

x 
 :وحيث

333

222

111

cba
cba
cba

=∆ 

 : يعطيان بصورة مماثلة على النحوz وyكما أن 
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∆
= 333

222

111

cfa
cfa
cfa

y 
 و

∆
= 333

222

111

fba
fba
fba

z 
 )5.5(مثال 
 :قم بإيجاد حل المعادلتين  

72
5

=+
=+
yx

yx 

 
 :الحل

 :باستخدام طريقة كريمر نرى أن

( )( ) ( )( ) 12111
12
11

−=−==∆ 

 :كما أن

( )( ) ( )( )
( ) 2

1
171517

15

=
−
−

=
∆

=x 
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  :أنوكذلك نجد 

( )( ) ( )( )
( ) 3

1
527172

51

=
−
−

=
∆

=y 

 :أي أن

( ) ( )3,2, =yx 
لقد قمنا في المثال السابق بالحسابات العددية يدويا و ذلك لأن عدد المعادلات   
ًغير أنه عندما يكون عدد المعادلات كبيرا فإننا بحاجة إلى برمجة و استخدام . صغير

 .الحاسوب كما سنوضحه فيما بعد
 اوسطريقة الحذف لج

 من بقية 1xفي هذه الحالة نرتب المعادلات بطريقة معينة ثم نستخدم الأولى لحذف   
 من المعادلات 2xالمعادلات التي تلي الأولى؛ بعد ذلك نستخدم المعادلة الثانية لحذف 

بعد .  فقطnxة حاوية التي تليها وهكذا حتى نصل في النهاية إلى المعادلة الأخير
 .1x و2x حتى nx−2 ثم nx−1 نعود أدراجنا معادلة فنوجد nxالحصول على 

 :التاليلتوضيح هذه العملية أو الطريقة دعنا نسوق المثال   
 )6.5(مثال 

:   أوجد حل المعادلات الآنية التالية  
723

123
32

321

321

321

=+−
=++
=+−

xxx
xxx
xxx
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 :الحل
 :لحل هذه المنظومة من المعادلات يدويا، نقوم بالخطوات التالية

 الخطوة الأولى
وإن لم ( يساوي الواحد الصحيح 1xنعيد ترتيب المعادلات بحيث يكون معامل   

) 1x معادلة تحقق هذا الشرط نقوم بقسمة أطراف أي معادلة على معامل تتواجد
 :وبذلك نحصل على

723
32
123

321

321

321

=+−
=+−
=++

xxx
xxx
xxx

 

 الخطوة الثانية
 في المعادلتين الأخيرتين باستعمال المعادلة الأولى وذلك بالضرب 1xنتخلص من   

 والجمع بالنسبة للثالثة، وهكذا نحصل -3للثانية وبالضرب في  والجمع بالنسبة -2في 

:                                 على
29740
21530

123

32

32

321

−=−−
−=−−

=++

xx
xx
xxx

 

 : لنحصل على-3نقوم بعدها بقسمة المعادلة الثانية في المنظومة على 

2974

7
3
5

123

32

32

321

−=−−

=+

=++

xx

xx

xxx
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 المعادلة الثالثة باستخدام المعادلة الثانية وذلك بضربها  في2xنتخلص من : الخطوة الثالثة
 : والجمع وبذلك نحصل على4في 

1
3
10

7
3
5

123

3

32

321

−=−

=+

=++

x

xx

xxx

 

33من المعادلة الأخيرة نرى أن : )والأخيرة(الخطوة الرابعة  =x وبالتعويض في الثانية 
 :نرى أن

( ) 2573
3
572 =−=−=x 

19212312:   نجد أن3x و 2xفي الأولى عن وأخيرا بالتعويض  321 =−−=−−= xxx 
3,2,1:    أي أن حلول المنظومة المعطاة هي 321 === xxx 

ويمكن برمجة هذه الطريقة باستخدام إحدى لغات الحاسوب؛ ويفضل ذلك إذا   
 .ًما كان عدد المعادلات كبيرا

 )7.5(مثال 
ثم :  من المجاهيلn من المعادلات الآنية في nأكتب برنامجا حاسوبيا عاما لحل   

 :أوجد حل منظومة المعادلات الموالية

31253
22

4

=++
=−+

=+−

zyx
zyx

zyx
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 :الحل
ة  كتابة البرنامج بأي لغة ولقد اخترنا هنا لغة بيسك المرئية الموضح

21؛ ولو قمنا بإجراء البرنامج لحصلنا على )14.5(بالشكل  =x 32 و =x53 و =x. 

 

 
 .بلغة بيسك المرئية) 7.5( المثال –) 14.5(الشكل 
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ًلعب الخطأ الناتج عن التقريب دورا هاما في حل ًنلاحظ أنه من الممكن جدا أن ي ً
لمعادلات الآنية، ويظهر ذلك خاصة في طريقة الحذف لجاوس، حيث أن كل خطوة في ا

 .الحسابات تعتمد على التي قبلها، وهكذا فإنه إذا حدث خطأ فإنه ينتشر
في المعتاد يتم الكشف عن الخطأ هنا بالرجوع إلى المعادلات والتعويض عن   

 :الحلول والمقارنة؛ فمثلا لو اعتبرنا المعادلتين

325
743

21

21

=−
=+

xx
xx 

999.01وحدث أن أخطأنا قليلا وحصلنا على الحلول  =x 002.12 و =x فإنه عند 
005.743التعويض نجد أن  21 =+ xx 991.225 و 21 =− xx . وبمقارنة هذه الأعداد

غير أن هذه المقارنة ليست .  تقريبا نقاد إلى الاعتقاد بأن النتائج صحيحة3 و7بالأعداد 
 :ًفمثلا للمعادلتين. دائما سليمة

01.201.1
2

21

21

=+
=+
xx

xx 

121نرى أنه توجد مجموعتان من الحلول  == xx01 و =x 005.22 و =x وكلاهما 
لكن الخطأ في كل قيمة و) 0.005 مقداره 2.01 و 2بخطأ في (تحققان المعادلتين 

)للمتغير  )2,1=ixi وهذا أمر غير مقبول بل وشائن. 1 هو. 
ويمكن أن يحدث الخطأ بسبب خطأ في معاملات المجاهيل، وعليه فإن منظومة   

ويرجع السبب في هذا . المعادلات التي تتحقق بحلول خاطئة تسمى بالمكيفة مرضيا
وكون المحدد . ن محدد المعاملات يقارب الصفر في قيمتهًالتكييف المرضي أساسا إلى أ
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ما نه في حالة مساواة المحدد للصفر إتذكر أ. قريب من الصفر يعتبر من الأمور السيئة
 .أن نحصل على عدد لانهائي من الحلول أو أن لا نحصل على أي حل

 طريقة معكوس المصفوفة
لو أن   

~~~
BXA 1 فإنه بالضرب في =

~

−Aنحصل على :
~

1

~~~

1

~
BAXAA −− =. 

1وحيث أن 
~

1

~
=− AAنحصل علىنا فإن  :

~

1

~~
BAX 1، عليه لو أمكن حساب =−

~

−A فإننا 
نتمكن من حساب 

~
Xوهو متجه الحل . 

 )8.5(مثال 
 .باستخدام معكوس المصفوفة) 6.5(ل أعد حل المثا  
 :الحل

 :منظومة المعادلات هي

723
32
123

321

321

321

=+−
=+−
=++

xxx
xxx
xxx

 

BAX   :وهذه يمكن كتابتها على الصورة = 
 :وحيث

















−
−=

213
112
311

~
Aو 
















=

3

2

1

~
x
x
x

X و 















=

7
3

12

~
B 
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مكن إيجادها بعدة طرق سبق للقارئ أن تعرف لها بدراسته  وهذه يA−1نوجد   
 .السابقة

 بطريقة سهلة وذلك بوضعها جنبا إلى جنب A−1هذا وسوف نقوم هنا بحساب   

ويسارا مع 















=

100
010
001

3I ثم نقوم بإجراء عدة عمليات صفية ( )r 3 حتى تتحولI 

إلى اليسار من 
~
Aبدلا من اليمين؛ ونوضح الحل كما يلي : 

( )

( )

( )

→

→

→

→

→

−→

+→

+→

−→

+→

−→

−→

−→

















−−
−−
−−

−
=



















−−

−

−
=

















−

−

−−
=

















−
−

−−
−−=

















−
−=

33

311

522

211

233

2
2

122

133

3

4

5

4
3~

3

2

3
3~

13
4

3
1

571
451

3
100
010
001

13
4

3
1

03
1

3
2

03
1

3
1

3
100
3

510
3

401

103
03

1
3

2
001

740
3

510
311

103
012
101

740
530

311

100
010
001

213
112
311

rr

rrr

rrr

rrr

rrr

rr

rrr

rrr

IA

IA

M

M

M

M

M

M

M

M

M

M

M

M

M

M

M
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( ) ( )1

~33~
341

571
451

100
010
001

−≡
















−
−−
−−

= AIIA
M

M

M

 

 :وبذلك فإن

















−
−−
−−

=−

341
571
451

1

~
A 

 :والحلول هي
















=

















−+
+−−
+−−

=
































−
−−
−−

==















−

3
2
1

211212
352112
281512

7
3

12

341
571
451

1

~
BA

z
y
x

 

 .وسوهي الحلول التي سبق التوصل إليها بطريقة الحذف لجا
 )طريقة جاوس وسايدل(الطريقة التكرارية 

مرة أخرى نعتبر منظومة المعادلات الآنية الخطية   
~~~
YXA ، ولنفترض أن =

 بدلالة ixكلها لا تساوي الصفر؛ عندئذ نقوم بكتابة ) وهي القطرية (iiaلات مالمعا
 :البقية كما يلي

{ } nixaxaxay
a

x niniii
ii

i ,.....,2,1,.......1
2211 =−−−−= 

 :ًفمثلا نرى أن

{ }nn xaxaxay
a

x 13132121
11

1 .......1
−−−−= 
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 :كما أن

{ }nn xaxaxay
a

x 23231212
22

2 .......1
−−−−= 

 .وهكذا بالنسبة لبقية المتغيرات.....
 1x ثم نقوم بالتعويض بها ونحسب ixنفترض في البداية قيم ابتدائية لكل   

 وبالقيم الابتدائية الأخرى نحسب 1x ذلك نعوض بهذه القيمة الجديدة لـ ، بعد)ًمثلا(
2x. 1ثم بقيمx 2 وx 3 الجديدة والقيم الابتدائية الأخرى نحسبx . أي أنه في كل مرة

القيمة الجديدة المحسوبة والقيم الأخرى لحساب قيمة جديدة للمتغير الموالي؛ نأخذ ب
 ثم نعود فنعيد ixوبذلك نتدرج من القمة حتى القاعدة لنحسب قيم جديدة لكل 

  . إلى الحلول المطلوبةلالكرة حتى نص
دام برنامج لفهم  ذلك دعنا نوضح الطريقة من خلال مثال خاص وبسيط باستخ  

 .صغير بالفورتران
 )9.5(مثال 
 :استخدم الطريقة التكرارية لحل المعادلات التالية  

2
10253

15489
32

42

4321

4321

4321

=+
=+++−

=+++
−=−++

xx
xxxx

xxxx
xxxx
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 :الحل
 : على الصورةixنكتب 

( )
2

3 432
1

xxxx )؛ و=−−−+ )
9

4815 431
2

xxxx −−−= 
( )

5
2310 421

3
xxxx 24 و=+−− 2 xx −= 

وحيث نرى أنه قد استخدمنا حلقة ) 15.5( البرنامج الموضح بالشكل ثم 
غير أنه لابد أن ننوه . أعمل من مائة خطوة حتى نضمن الوصول إلى الحلول المطلوبة

على ) حسب الدقة المطلوبة(بأنه كان من الأكفأ والأجدى استعمال إطاقة أو تسامح 
) نستخدم مثلا أن(القيم المتتالية لكل متغير  ) ( ) 51 10−+ <− n

i
n

i xx.( 

 
 )9.5( المثال الخاص –) 15.5(الشكل 

 :فإننا نحصل على النتائج التالية) 15.5(لو قمنا بإجراء البرنامج بالشكل 
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هذه الطريقة طويلة وتقاربها بطئ إلا إذا كان العديد من أن ونود أن نشير هنا إلى   

لهذا السبب لا تستعمل هذه الطريقة إلا إذا فشلت الطريقة . مساويا الصفر المعادلات
 .المباشرة

 والإجابة عن السؤال المتعلق بتقارب الحلول ليست بسيطة، حيث أنه من الصعب،  
 :عادة، تخمين وقف عملية التكرار؛ غير أنه يمكن الاهتداء بما يلي

ًيأخذ ذلك عددا لا بأس به من خطوات إذا كانت الحلول متقاربة فإنه ربما   ]أ [
 .التكرار

ً مثلا في 100(لوقف عملية التكرار إما أن نضع نهاية عظمى لعدد مرات التكرار  ]ب [
 .ix؛ أو أن نضع قيمة تسامح أو إطاقة على القيم المتتالية لـ )المثال السابق

يعني أن العملية غير متقاربة فإن ذلك ] ب[إذا لم نتمكن من التوصل إلى الخطوة  ]ج [
 .ومن المحبذ إعادة ترتيب المعادلات للحصول على التقارب

 .وفي هذا الصدد نورد مبرهنة مهمة عن تقارب الطريقة التكرارية  
 مبرهنة

تتقارب طريقة جاوس وسايدل التكرارية إذا ما كان بالمحدد المميز كل حد بالقطر   
مجموع القيم المطلقة لكل الحدود الأخرى في نفس ) في قيمته المطلقة(الرئيسي أكبر من 
 .الصف أو العمود
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 :أي أنه من المؤكد الحصول على التقارب إذا كان  
niaa

n

ij
j

ijii ,.....,1;
1

=> ∑
≠
=

 

niaa                                      و
n

ij
i

ijii ,.....,2,1;
1

=> ∑
≠
=

 

  حلول المعادلات الآنية غير الخطية2.2.5
 غير الخطية، دعنا نبدأ بحل معادلتين آنيتين غير خطيتين في لحل المعادلات الآنية  

)مجهولين  )yx,ولتكن هاتين المعادلتين هما ،: 
)16.5...... ( ( ) 0,1 =yxf 
 و
)17.5...... ( ( ) 0,2 =yxf 

)والمطلوب هو إيجاد النقطة  )yx,17.5(و) 16.5( المعادلتين  التي تحقق.( 
 :ما سنقوم به هو إيجاد علاقات تكرارية من النوع

)18.5...... ( ( )iii yxx ,11 g=+ 
 و
)19.5...... ( ( )iii yxy ,21 g=+ 

حتى ) 19.5(و ) 18.5(وحيث نبدأ بقيم ابتدائية مختارة ونستمر في استعمال   
 .نصل إلى الحل المطلوب
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مليات تكرارية لابد من طريقة ما؛ والطريقة المعروفة هي طريقة نيوتن للقيام بع  
 .ورافسون

 1fلاشتقاق هذه الطريقة نلجأ كالمعتاد إلى متسلسلة تايلور في متغيرين لنكتب   
) عند 2fو )11 , ++ ii yx بدلالة ( )ii yx  :لك كما يلي  وذ,

)20.5...... ( ( ) ( )
( )

( )
( )

( ) ...,, 1
,

1
1

,

1
1111 +−




∂
∂

+−



∂
∂

+= ++++ ii
yx

ii
yx

iiii yy
y
f

xx
x
f

yxfyxf
iiii

 

 و

)21.5...... ( ( ) ( )
( )

( )
( )

( ) ...,, 1
,

2
1

,

2
2112 +−




∂
∂

+−



∂
∂

+= ++++ ii
yx

ii
yx

iiii yy
y
fxx

x
fyxfyxf

iiii

 

)ولو أن  )11, ++ ii yx قريبة من الجذر فإننا نضع كتقريب أولى( ) 0, 111 =++ ii yxf و 
( ) 0, 112 =++ ii yxfوبذلك نحصل على : 

)22.5...... ( ( )ii yxfk
y
fh

x
f

,1
11 −=

∂
∂

+
∂
∂ 

 و

)23.5...... ( ( )ii yxfk
y
fh

x
f

,2
22 −=

∂
∂

+
∂
∂ 

 :وحيث وضعنا
)24.5...... ( 

ii xxh −= +1 
 و
)25.5...... ( 

ii yyk −= +1 
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) كلها محسوبة عند النقطة 2f  و1fكما أن المشتقات الجزئية لـ    )ii yx ,. 
 لا J إذا ما كان الجاكوبي k وhيمكن حلهما في ) 23.5(و ) 22.5(والمعادلتان   

 :يساوي الصفر، أي عندما 

)26.5...... ( 0
22

11

≠

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=

y
f

x
f

y
f

x
f

J 

 :وحل المعادلتين المذكورتين عندئذ يتمثل في

)27.5...... ( 
( )

( )

J
y
fyxf

y
fyxf

h
ii

ii

∂
∂

−

∂
∂

−

=

2
2

1
1

,

,

 
 و

)28.5...... ( 
( )

( )

J

yxf
x
f

yxf
x
f

h
ii

ii

,

,

2
2

1
1

−
∂
∂

−
∂
∂

= 
لنعوض بهما ) 25.5(و ) 24.5( نعود إلى المعادلتين k و hوبالحصول على   

)ونحصل على  )11 , ++ ii yxأننا نتوقف إذا ما حصلنا كما.  ثم نعيد الكرة بالقيم الجديدة 
على الحل المطلوب حسب الدقة المعينة وذلك من خلال وضع إطاقة أو تسامح على 

 .y وxالقيم المتتالية على 
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 )10.5(مثال 
xeyقم بحل المعادلتين الآنيتين غير الخطيتين    xy و= sin=. 
 :الحل

أن الحلول لانهائية في العدد غير أنه )] 16.5(الشكل [نلاحظ من منحنى الدالتين   
 .سوف نقوم هنا بإيجاد حل واحد فقط والبقية يمكن إيجادها باختيار قيم ابتدائية مختلفة

y=sinx y=exp(x) 
xeyالدالتان ) 16.5(الشكل  xy و= sin=. 

)نلاحظ أن    ) xeyyxf  : وبذلك فإن1,=−
xe

x
f

−=
∂
∂ 11 و 1 +=

∂
∂

y
f 

)كما أن  ) xyyxf sin,2 x وبذلك فإن =−
x
f

cos2 −=
∂
12 و ∂ +=

∂
∂

y
f ويكون 

 : هو Jالجاكوبي 

x
x

ex
x

eJ −=
+−
+−

= cos
1cos
1 
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0cos أي تلك التي تحقق J=0ويجب أن نتحاشى القيم التي تجعل  =− xex . كما
 : من المعادلتينk و hنحسب 

( )
( )
( )

( )
( ) ( )[ ]

( )i

ii

i

ii

i

i

i

i

x
i

ii
x

i
x

i
x

i

iii

i
xx

x
i

i
x

x
i

ii

i
x

ex
yxeyex

ex
yxx

yee

k

ex
xe

ex
yx

ye

h

−
−−−

=
−

−−
−−

=

−
−

=
−

+−
+−

=

cos
sincos

cos
sincos

cos
sin

cos
1sin
1

 

)ويمكن أن نبدأ بقيمة ابتدائية  )0,5.2−. 
)] 17.5(البرنامج بالشكل [ً مثلا Cلغة لو قمنا بذلك وقمنا بكتابة برنامج حاسوبي ب

والتي توضح بأن الحل الأول المطلوب ) 18.5(لحصلنا على النتائج الموضحة بالشكل 
): هو  6 لأقرب ثلاثة أرقام عشرية؛ والذي تم الحصول عليه بعد −041.0,183.3(

 .تكرارات
60نلاحظ أنه لو أردنا الحل الثاني فإننا نضع ( −=x0.0 و=oy [– أنظر الشكل 
)18.5.(( 
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 #include<math.h> 

#include<conio.h> 

#include<conio.h> 

#include<stdio.h> 

main( ) 

{ 

clrscr( ); 

float x1,y1,y2=0,x2=0,num1,den1,num2,den2,d,f1,f2; 

int i=1; 

cout<<”Enter the initial x0,y0?”<<’\n’; 

cin>>x1>>y1; 

d=1000 

while(d>pow(10,-4)) 

{ 

num1=sin(x1)-y1; 

den1=cos(x1); 

num2=exp(x1)-y1; 

den1=-1; 

x2=x1-(num1/den1); 

y2=y1-(num2/den2); 

cout<<”x”<<i<<”=”<<x2<<’\t’<<”y”<<i<<”=”<<y2<<’\n’; 

++I; 

d=fabs(x2-x1); 

x1=x2; 

y1=y2; 

} 

 

 
 .Cلغة ب) 10.5( المثال –) 17.5(الشكل 
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Enter the initial x0,y0? 

  -2.5  
  0  
 y1=0.082085 X1=-3.247022  
 y2=0.038890 X2=-3.223744  
 y3=0.039806 X3=-3.180429  
 y4=0.041568 X4=-3.181409  
 y5=0.041527 X5=-3.183172  
 y6=0.041454 X6=-3.183132  

 ).10.5(نتائج المثال ) 18.5(الشكل 
 

 )11.5(مثال 
قم بكتابة برنامج حاسوبي لحساب حلول المعادلتين الآنيتين غير الخطيتين   

xy cos= و yx sin= .وذلك باستعمال طريقة نيوتن ورافسون. 
 :الحل

yxوى لو قمنا برسم الدالتين في المست  لوجدنا أنه يوجد حل واحد عند −
(  . تقريبا768.0,...695.0...(
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 :الآن نضع

( ) 0cos,1 =−= yxyxf 
 و

( ) 0sin,2 =−+= yxyxf 
 :ونلاحظ أن

x
x
f sin1 −=

∂
11 و ∂ −=

∂
∂

y
f 

 : كما أن

12 +=
∂
∂

x
f و y

y
f

cos2 −=
∂
∂ 

 :والجاكوبي هو 

01cossin
cos1

1sin
≠+=

−
−−

= yx
y

x
J 

 :كما أن
( ) ( )

yx
yxyyxh

cossin1
sincoscos

+
−−−

= 

 و 
( ) ( )

yx
yxyxxk

cossin1
cossinsin

+
−+−

= 

 لنحصل 90وهو بلغة فورتران ) 19.5(نقوم بكتابة البرنامج الموضح بالشكل   
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وحيث نلاحظ أننا استخدمنا تسامحا ). 20.5(على النتيجة المتوقعة والموضحة بالشكل 
) وقيمة ابتدائية للحل هي −810قيمة تساوي ب )1,1. 

 
 .90بلغة فورتران ) 11.5( المثال –) 19.5(الشكل 

 

 
 ).11.5(نتائج المثال ) 20.5(الشكل 
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 من المجاهيل إلا أن nمن المعادلات في . nويمكننا تعميم هذه الطريقة لـ   
عليه وكبديل .  من المشتقات الجزئية2nالعملية تصبح صعبة؛ ذلك لأننا سوف نحسب 

 xنستعمل طريقة نيوتن ورافسون المعدلة وذلك باعتبار المعادلة الأولى معادلة في 
؛ ثم نستخدم طريقة نيوتن ورافسون في متغير واحد ..... وهكذاyالثانية معادلة في و

 :لاً لمعادلتين في مجهولين نستخدمفمث). 3.1.5(والتي سبق وأن تعرضنا لها بالبند 

)29.5...... ( 
( )

( )ii yx

ii
ii

x
f

yxfxx

,

1

1
1

,





∂
∂

−=+ 

 و

)30.5...... ( 
( )

( )ii yx

ii
ii

y
f

yxfyy

,

2

2
1

,





∂
∂

−=+ 

 :العيب في هذه الطريقة، رغم سهولتها، يكمن في أمرينو
 .أنها تأخذ زمنا أطول من طريقة نيوتن ورافسون المعتادة : الأول
 لا يؤدي إلى التقارب، فإذا حدث ذلك 2f و 1fقد يحدث أحيانا أن اختيارنا لـ   : الثاني

 . وعندئذ سنحصل بالتأكيد على التقارب1f بـ 2f و 2f بـ1fنبدل 
 )12.5(مثال 
 .وذلك باستعمال طريقة نيوتن ورافسون المعدلة) 10.5(أعد حل المثال   
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 :الحل
ه لحصلنا على النتائج ولو قمنا بإجرائ) 21.5(نكتب البرنامج الموضح بالشكل   

 تساوي y وxطاقة على القيم المتتالية في إوحيث نستخدم ). 22.5(الموضحة بالشكل 
510−. 

 
 .بلغة فوتران) 12.5( المثال –) 21.5(الشكل 
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 ).12.5( نتائج المثال –) 22.5(الشكل 
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 )5(تمارين 
باستعمال الطرق المختلفة من تنصيف وموضع خاطئ ونيوتن ورافسون، احسب  .1

 :جذور المعادلات التالية

0283  ]أ [ =−x ] ب[ 
2
1cos =x ] ج[ xe x 5= 

02ln ]د [ =+− xx ] 05.322 ]ه =−− xx ] 1.1 ]وtan =x 
 ].و[، ] ج[، ] أ[الفقرات ) 1(اكتب برامج حاسوبية للمسألة  .2

0323استخدم طريقة التنصيف لحساب قيمة الجذر السالب للمعادلة  .3 =−− xx. 

02المعادلة  .4 =− xx 0 لها جذران هما=x1 و=xستخدمنا التكرار ، فإذا ا
2

1 ii xx ، فأي الجذرين يمكن الحصول عليه بقيمة ابتدائية +=
3
1

=ox ؟ ماذا عن 
 .الجذر الثاني ؟

02العملية التكرارية باستعمال طريقة نيوتن ورافسون للمعادلة  .5 =− xx هي : 

( )
1212

22

1 −
=

−
−

−=+
i

i

i

ii
ii x

x
x

xxxx 

ا حاسوبيا لإيجاد الجذرين باستخدام قيم ابتدائية اكتب برنامج  
2
 بالترتيب 10 و1,5

 .اشرح نتائجك. المذكور  

استخدم طريقة الحذف لجاوس وطريقة كريمر وطريقة معكوس المصفوفة لحل  .6
 :منظومة المعادلات التالية
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  ]أ [
523
322

1

321

321

321

=++
=++

=++

xxx
xxx

xxx
 ]ب [ 

12
5
1489
0253

4321

42

4321

4321

−=−++
=+
=+++
=+++−

xxxx
xx
xxxx
xxxx

 

 ]ج [
922
225

43

=++
−=−−

=−+

zyx
zyx

zyx
  

بالسؤال ] ب[استخدم طريقة جاوس وسايدل لحساب حلول المعادلات بالفقرة  .7
 .السابق

 :أوجد قيم المجاهيل إلى ثلاثة أرقام عشرية في المعالتين .8

3.54.72.3
8.43.27.8

=−
=−

yx
yx 

 :قم باشتقاق طريقة نيوتن ورافسون في حالة ثلاثة معادلات آنية غير خطية .9

( ) 0,,1 =zyxf و ( ) 0,,2 =zyxf و ( ) 0,,3 =zyxf.  
 .ماذا عن طريقة نيوتن ورافسون المعدلة في هذه الحالة

 :احسب جذور المعادلات الآنية غير الخطية الموالية .10

yxey  ]أ [ x sin, xyxy ]ب [ == ln,cos == 
,2 ]ج [ xyey x ==  
 

 
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  
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
 

 
 
 
 
 

 

 

 

 
 

?1.6 

?2.6 

?3.6 

?4.6 

?5.6 

?6.6 

?7.6 
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  تقد يم1.6
) حيث )1.6( يكون بمعيتنا جدول به بيانات كما بالجدول في  )( )ii xfx , 

 . الدالة تحت الدراسةf وiتمثل النقطة 
 f يمكننا الحصول على قيمة  فإنهفإذا افترضنا أن القيم الموجودة بالجدول دقيقة

 . وذلك باستخدام الطرق العددية المعروفة من استكمال وغيره Xعند أي نقطة 
 أو زياءفيغير أن القيم بالجدول عادة ما تكون تقريبية مثلا القياسات بمعمل   

قياسات هندسية وعليه فإن هذه القيم ترتبط بأخطاء مصدرها الأجهزة المستخدمة 
 .للقياس أو الإنسان أو غير ذلك 

 بيانات -)1.6(الجدول 
 ( )ixf ix  
 ( )1xf 1x  
 ( )2xf 2x  
 M M  
 ( )nxf nx  
 

)لنفترض أن  الأخطاء في    )ixf هي iε وحيث iε   يمكن أن تكون موجبة أو
 30فمثلا لو طلب منا قياس قطعة معدنية طولها مائة سنتمتر بمسطرة طولها . سالبة 

سم فإننا سوف نقوم بقياسها العديد من المرات وفي كل مرة نحصل على جواب قريب 
 . بسيطةتمليمترامن المائة ولكنها كلها تختلف ب

) 1.6(كل شًولو قمنا بالعديد من القياسات وقمنا برسمها بيانيا لحصلنا على ال   
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الشكل ؛و الذي يمثل، فيه المحور الأفقي الطول والمحور الرأسي عدد مرات القياس 
 .الذي حصلنا عليه يسمى بشكل الجرس

  
  شكل الجرس -)1.6(الشكل 

 
في مثل هذه الحالة تسمى بالتوزيعة الجاوسية أو التوزيعة وتوزيعة الأخطاء    

 .يةطبيعال
 سم وقليل منها 100من المنحنى نلاحظ أن معظم القياسات كانت بالقرب من    

بطريقة (هذا بدوره يقودنا إلى أن الأخطاء العشوائية يمكن التخلص منها . هنا وهناك
 .سات كافيةمن جدول بيانات إذا تواجدت لدينا قيا) متوسطية 

هي في الحقيقة عملية أخذ ) curve fitting (ياتلمنحناوعليه فإن طريقة ملائمة    
متوسط للعديد من القياسات لكميات مختلفة، وفي ذلك نفترض أن هذه الكميات تتبع 

 .معادلة ما بسيطة
السلسة إنه يمكن ملائمة عدد من المنحنيات ) smooth curves ( لنفس
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 ))الملائم الجيد((حكم حول اختيار انات، عليه نحن بحاجة إلى تدقيق والفئة من البي
 .))؟ًإلى أي مدى يكون المنحنى سلسا((السؤال على نحن بحاجة إلى إجابة : ينوهذا يع

للاحظنا أنه توجد ثلاثة منحنيات يمكن أن ) 2.6(فمثلا لو نظرنا للشكل    
 أو المعملية) experimental data( على ملائمة المعلومات التجريبية نافستت

نى لكننا نلاحظ أن المنح. الموضحة 
xx −0

 عند  معرفير أقلها سلاسة حيث إنه غ1
0xx  ا نأخذ؟ يهأ: هنا نقع في حيرة من أمرنا و.=

البيانات عدا نقطة واحدة كل م ئأن المنحنى يلا لوجدنا) 3.6(أيضا لو نظرنا للثكل 
 .لهاهما وعلينا إاًوالتي تمثل خطأ فادح

 نىالمنح ن نقرر نوعيةأمة أو تقريب علينا ئأي ملاب وقبل أن نبدأ ،ا تقدممموعليه و
 الة تكعيبية ؟د أو ئ؟قيم ؟ أم قطع مكافست أهو خط م.الذي سنعمل به
  ؟آسية درجة أعلى ؟ أو دالة مثلثية ؟ أو دالة ن ميةأم حدود

 

 
 بعدة منحنيات) (مة نقاط تجريبية ئ ملا -)2.6 (لشكلا
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 .ةاذش ةطقن -) 3.6(كل شال

 
من خلاله  ي أتتلذر المصد فا؛وخير قرار في هذا الصدد يأتي عادة من مصدر البيانات

مثلا في ف ؛ينلمنح لر معلومات جيد لنا لاختيار الشكل العاممصد يكون ًئماالبيانات دا
ة يدراستنا للتفاعلات النوو وية عندلنوقطاعات ال النووية لو اهتمينا باءمجال الفيزيا

 أنه ما ك؛)Legendre polynomials(  لجاندربحدوديات ممثلاة القطاع ديكون عا
 حركة مقذوفة فإنه وبالتأكيد يكون  عن ما هي بياناتلةأبمسلو علمنا بأن البيانات 

 .هكذا.و . ..... كما هو ثابت بعلم الميكانيكائمكافع  قطنيد عبارة علجئم الاالمنحى الم
noعند  من النقاط  n+1فلو كان لدينا . حدوديات،د نستعمل عتاالمفي  xx ,....., 

)لدالة اتقابلها قيم و ) ( ) ( )no xfxfxf ,.....,,  فإنه mرجتها حدودية دا بهيبتقررنا وقر 1
 :توجد ثلاث حالات 

1( nm =  
) ستكماليةلا االحدودية نأي أ )xnφ كما ؛ و هذانير أغاط، نق بكل الطتمر بالضب

 .قةيقد يم غيرقالن  إنه ربما تكو حيثوارد  غير،ذكرنا

2( nm > 
 . سلس غيرى المنحننلك لنقص في عدد النقاط ويكوتعمل وذس تلنوهذه حالة 
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3( nm < 
 اًتقريبينى  وعليه يكون المنحالحدوديةرجة لدنا يكون عدد النقاط كبير بالنسبة ه

 ندول ولكلج بالاحظ أنه ربما لن يمر المنحنى بأي نقطة. وهذا هو المطلوب دراسته
 .ًلساس. نىكون المنحيس

تقريبها  بلمطلومن النقاط وا n+1 الة الثالثة أي أنه توجد عليه نفترض الح
nm حيث() m ))(xpmمن الدرجة حدودية ب  و) >

) 1.6...... ( ( ) o
m

m
m

mm axaxaxaxp +++= −
− 1

1
1 ... 

)اوي س تحيثو )im xpالقيم بالجدول عنداً تقريب  ix)  أي( )ixf: ( 
حنى فإنه لمن عن اixللقيمة عند) iδ )Deviation  هو الانحرافذا إو
 : كتابةيمكننا

) 2.6...... ( ( ) ( ) nixfxp iiim ,...,1==− δ 
 . نقاط ثلاثرافات لح هذه الانلث مضحيو) 4.6(كل شوال

 

 
 .رافاتحلانل حيضوت  -)4.6(كل شال

0δ 
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 أجود ملائمة أو((يف الانحرافات نقرر ما معنى بتعروبعد أن قمنا الآن 
 ممكن  هذا غيراً؟فر صiδ ي هذا أن تكون كلنهل يع). ?!Best Fit)) (تقريب
∑=0 أو هل نجعل. اًعموم iδ  ؟!كن غير أنه ليس المطلوبمم؟ هذا 

∑كن أن نجعل ميلا أيضا  = 0iδ 0 ي أن نجعلنحيث إن ذلك يع=iδ لكل 
iما لنجعل هذا الجمع أق ن كما أسلفنا؟ ولكن نستطيع أن ممك عندئذ؟ وهذا غير 

 وعليه ربما نتخذ القرار أن نجعل اماً يد أن التعامل مع القيم المطلقة صعب نوعيمكن، ب
 :الجمع

) 3.6...... ( 22
0

2 ...... n
i

i δδδ ++=∑ 

  الطريقة سهلة في التعامل كما أنها تتميز بإبعاد الانحرافاتههذ . أصغر ما يمكن
 .الكبيرة ما أمكن ذلك 

المربعات الصغرىم باستخداياتنة المنحلائمقة متسمى بطرية قير الط   
)least-Squares Curve Fitting( وهي شائعة .  أو باختصار طريقة المربعات الصغرى

 .ًجدا ً في العديد من المجالات
 )Curve Fitting(ت ايلمنحنا ئمةملا 2.6

 م خدستن دعناحدوديات ؛  استخدام من ً وبدلااًمًاملا وعا عملنا شنلكي يكو
 :لمن الدواة ئأي ف

( ){ } mi
ii xg =
=0 
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 :وأن نضع
) 4.6...... ( ( ) ( )xgaxp i

m

i
im ∑

=

=
0

 
) حيثو )xg i  تكونحدوديات ل ماعست حالة افي معرفة فمثلاأي دوال: 

( ) nixxg i
i ,.....,1,0== 

)ل كما نطلب من الدوا )xg i لىع مد إحداها أي أنه لا تعتاًقلة خطيست أن تكون م 
لاحظ أن. ( للاستقلالية الخطيةى وذلك في أبسط معن mxx,......,1ا مستقلة خطي.( 

)     :الآن نحسب الانحرافات ) ( ) nixfxp iimi ,...,0=−=δ 
∑ دارق المنكوي نطلب أنو

=

n

i
i

0

2δقيمة صغرى .   
:نأو أ

  
( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ] xfxgaxgaصغرىقیمة

xfxp

n

iiooimm

n

iim

n

i
i

=−++=

−=

∑

∑∑
=

0

2

0

2

0

2

)(.....

δ
 

  الجمعنما أ ؛كia غير المعلومة في هذه المعادلة هي المعاملات ياءالأشلاحظ أن 
  :عنض ل على القيمة الصغرىص وعليه لكي نح؛عاملاتمن الم m+1لـ دالة في هذه ا

0

0

0

0

2

0

2

1

0

2

=







∂

∂

=







∂
∂

=







∂
∂

∑

∑

∑

=

=

=

n

i
i

m

n

i
i

n

i
i

o

a

a

a

δ

δ

δ

M
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 :ًأو نضع عموما
) 5.6...... ( mj

a

n

i
i

j

,....,1,00
0

2 ==







∂
∂ ∑

=

δ 
 :يعني أنذا هو

02
0

=
∂
∂∑

=

n

i j

i
i a

δ
δ 

 :أو أن
) 6.6...... ( 0

0
=

∂
∂∑

=

n

i j

i
i a

δ
δ 

 :وحيث أن
) 7.6...... ( ( ) ( ) ( ) ( )iiooijjimmi xfxgaxgaxga −++++= ..........δ 

 :فإن
) 8.6...... ( ( )ij

j

i xg
a

=
∂
∂δ 

 :على النحو) 6.6(ة لادلمعذا تصبح اوهك
) 9.6...... ( ( ) mjxg

n

i
iji ,...2,1,00

0
==∑

=

δ 
 :ريقة أخرىأو بط

) 10.6...... ( ( ) ( )( ) ( ) 0
0

=−∑
=

n

i
ijiim xgxfxp 

 :لنحصل على) 10.6(و ) 4.6(الآن نستخدم 
( ) ( ) ( ) ( )∑ ∑∑ =









k
iji

i
ijikk xgxfxgxga 

 :عنا وضولو
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( ) ( ) mkxgxg
i

ijikkj ,....,1,0== ∑α 
 :ية ئانهلات في صورتها الدكانت المعال

) 11.6...... ( ( ) ( ) mjxgxfa
k

ijikjk ,....,1,0==∑ ∑α 

) و ix دنا بجدول بالبياناتو معلومة ونستطيع حسابها إذا ز غيرkaالآن  )ixf 
 .ال المستخدمة للملائمةووإذا عرفنا الد

jkkjن  ألا  αα وهذا يوفر   في مصفوفة هذه المعاملاتل أنه يوجد تماثيأ؛ =
 .ت إلى النصفلل من العملياقيو . الجهد اعلين

 )1.6(مثال 
بين الارتفاع العلاقة  .و أن م أننا بدأنا بدراسة سقوط جس( )th  والزمن

tة صيغ معطاة بال( ) 2161100 tth ة ظعند لح 1100  الجسم على علونحيث كا [=−
 .]البدء

 الجدول  وt=4,3,2,1,0اب الارتفاع للأزمنة ستطيع حس نةقالعلاه من هذ
 .لقيم ه اين هذبي) 2.6(

؛ ةشررب عقام لأق الأرقربنا ندقيقة كأ ا بدأنا بمعلومات غيرن أننفترض الآنول
 .)3.6(ذ تكون البيانات كما بالجدول ئعند
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 )1.6(ال ثالم hقيقة لـ م الدقي ال -)2.6(الجدول 
 t h  
 0 1100  
 1 1084  
 2 1036  
 3 956  
 4 844  
 ))1.6(الثالم (قيقة الديرغ hم قي  -)3.6(دول الج
 t h  
 0 1100  
 1 1080  
 2 1040  
 3 960  
 4 840  

 
ية ئالفيزيا  ومن خلال المسألة، التقريب بطريقة المربعات الصغرىومن ثم 

 :مة هيئالملاحدودية  وعليه تكون ئ مكافعي عبارة عن قطنيكون الشكل للمنح
( ) oatatatp ++= 1

2
22 

 :أو أن
( )
( )
( ) 1

1

2
2

=
=

=

tg
ttg
ttg

o

 

51 ن أيضا أىلا ننس =+n4أن   أو=n. 
 :نوهكذا نرى أ
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( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) 354

100

30

30

10

511111

4
4

0

2
222

3
4

0
212112

2
4

0
1111

2
4

0
022002

4

0
011001

4

0
0000

===

====

===

====

====

=++++==

∑∑

∑∑

∑∑

∑∑

∑∑

∑

=

=

=

=

=

=

i
i

i

i
i

ii

i
i

ii

i
i

ii

i
i

ii

i
ii

ttg

ttgtg

ttgtg

ttgtg

ttgtg

tgtg

α

αα

α

αα

αα

α

 

 :يوتكون المعادلات المطلوب حلها ه
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )∑

∑

∑

=++

=++

=++

ii

ii

ii

tgtfaaa

tgtfaaa

tgtfaaa

2222121020

1212111010

0202101000

ααα

ααα

ααα

 

 :أو أن

2732035410030
94001003010

502030105

210

210

210

=++
=++

=++

aaa
aaa

aaa
 

 :وبحلها نجد أن

1429.17
5734.4

7143.1097

2

1

0

−=
=
=

a
a
a
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 : بالعلاقةعطىي ى أن المنحنيأ
( ) 7143.1097573.41429.17 2

2 ++−= ttxp 
 نمالحصول عليها بالملائمة تم بين البيانات المعطاة و البيانات النظرية التي  ن الآنارنق
 ).4.6(لجدول لال اخ

 
 المختلفة hقيم مقارنة بين  - )4.6(الجدول 

 بطريقة المربعات الصغرىh hغير دقيقة  h دقيقة  tالزمن

0 1100 1100 1097.7 
1 1084 1080 1085.1 
2 1036 1040 1038.3 
3 956 960 957.1 
4 844 840 841.7 

 
  بل معقولااًمة بالمربعات الصغرى أعطت تقريبئى أن طريقة الملا نرومنه

أعطت   قيم قد)س خمنم(ود أربع لاحظ وجن ما ك،وحاولت أن توازن بين الأخطاء
 ).ة شرع بقرالمقربة إلى أ(  للقيم الحقيقية أحسن من القيم غير الدقيقة اتقريب

  التي تقع فيx الذي حصلنا عليه يصلح لكل القيم نلاحظ أيضا أن 
 ؟! مثلاx=8عند  hاب ستطيع حسمدى الجدول ولا يوجد لدينا ما يؤكد أننا ن

 )Linear Regression(ي الانكفاء الخط 3.6
 ة الحاله هذفي

( ) xbaxp +=1 
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 و
) 12.6...... ( ( )∑ ∑ −−=≡

k
ii bxays 22

1δ 
 وبوضع

0,0 =
∂
∂

=
∂
∂

a
s

b
s 

 :نحصل على
( )( ) 01 =−−−∑ ii bxay 

 و
( )( ) 0=−−−∑ iii xbxay 

 :أو أن

∑∑∑

∑∑

=







+





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 : نجد أنb و aفي  بحل هاتين المعادلتين 

) 13.6...... ( 2

2

2



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
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) 14.6...... ( 2

2








−

















−

=

∑∑

∑∑∑

ii

iiii

xxn

yxyxn
b 

bxay  التقريبلىحصل ع نb و aذا بحصولنا على كهو رف تع ةعادلالمهذه و ؛=+
 .x  علىyلخطي لـ كفاء انطية أو الالخمة ائبالملا

 )2.6(ال ثم
 ).5.6(نت لدينا البيانات بالجدول لو كا

 )5.6(الجدول 
  14 11 9 8 6 4 3 1 x  
  9 8 7 5 4 4 2 1 y  

 : فإنه يمكننا تكوين الجدول التالياًه البيانات خطيهذمة ئنا ملاردوأ
xy 2x y x 

1 1 1 1 
6 9 2 3 

16 16 4 4 
24 36 4 6 
40 64 5 8 
63 81 7 9 
88 121 8 11 

126 196 9 14 

∑ = 364ii yx 5242 =∑ ix 40=∑ iy 56=∑ ix 

 
11 ل علىص حيث نحb و aحساب يع ستطومن هذا الجدول الأخير ن

6=a و 
11

7=bهونى المنحن أي أ : 
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xy
11
7

11
6

+= 
هذا  لاحظ أن الحالة في. م ئ الملاىيوضح النقاط التجريبية والمنحن) 5.6(كل شوال

 .دقيقة ومضبوطةفهي   xقيم  ،أما y في قيم  هي بت بحيث كانت الأخطاءسالمثال ح
 

 
 .x  علىy ولـ y  علىx ي لـ الخطالانكفاء  -)5.6(كل شال

 
 في هذه الحالة .ةط مضبوyيم قو  بدلا x ء الأخطان تكونغير أنه يمكن أ

 :الأخيرة نضع 
abyx += 

 : حيثb و aوبنفس الطريقة نحسب 

2

2

2
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
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 و
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2

2








−

















−

=

∑∑

∑∑∑

ii

iiii

yyn

yxyxn
b 

 .y  علىxلـ ي طلخوبذلك نحصل على الانكفاء ا
ويكون عندئذ 

2
1

−=a و 
2
3

=b .  5.6(أنظر الشكل.( 
ل صووالح )6.6( ح بالشكلضأيضا كتابة برنامج للانكفاء الخطي كما هو مويمكننا 

 .قعوتمو ه كما b=6364.0  وa=5455.0على النتائج 

 

o b e i k a n d l . c o m



 ■ ■  ■ ■   
  

  197  

 
 .جه ئاء الخطي بنتاف برنامج الانك -)6.6(الشكل 

 
   الدوال الحدودية4.6

 هنا نضع

o
m

m
m

m axaxaxay ++++= −
− 1

1
1 .... 

 و
) 15.6...... ( ( )∑ −−−=

2.... o
m
imi axays 

)لـ بة سبالن) 15.6(وبتفاضل المعادلة  ) iami  لالتفاض جوضع نات و=1,0,......,
 :ر، نحصل على المعادلات التاليةصفلا اويسم
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M
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M 

 m+1من المعادلات في  m+1 وهي )أو الطبيعية( مى بالمعادلات العموديةسوالتي ت
maaمن المجاهيل  بطريقة   هذه المعادلات يتم بطرق عدة إمالثوحل م .0,......,

 ].راجع الفصل الخامس [هايرالمحددات أو الحذف لجاوس أو غ
 )3.6(ل ثام

الحرارة   كدالة في درجةء للماpc يمثل قيم الحرارة النوعية) 6.6(إذا كان الجدول 
بعات الصغرى،  المرقةتخدام طريباس تكعيبية حدودية القيم به أمكن تقريب هذوإذا

 .تلف المعاملاتمخفاحسب 
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  بدلالة درجة الحرارةءيم الحرارة النوعية للماق  -)6.6(الجدول 
 

pc T pc T  

 0.99919 55 1.00762 0  
 0.99967 60 1.00392 5  
 1.00024 65 1.00153 10  
 1.00091 70 1.00000 15  
 1.00167 75 0.99907 20  
 1.00253 80 0.99852 25  
 1.00351 85 0.99826 30  
 1.00461 90 0.99818 35  
 1.00586 95 0.99828 40  
 1.00721 100 0.99849 45  
   0.99878 50  

 
 .m=3 وأن n=21ن  أظنلاح

 :يال هثهكذا تكون المعادلات العمودية لهذا المو 

∑∑∑∑∑

∑∑∑∑∑

∑∑∑∑

=







+








+








+









=







+








+








+









=







+








+








+

iiiiioi

iiiiioi
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5
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4
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3
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2
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3
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2
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1
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321 ت نحصل عل قيمدلا المعاهالآن بحل هذ ,,, aaaa o) ول لجدا تخدمسوحيث ن
)6.6(( 
32    و 000000036.00000087.000051.000653.1 TTTc p −+−= 
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   )  y  و الحرارة النوعية  بـــــ  xدرجة الحرارة بــ  لاحظ أننا أشرنا هنا إلى (
 دوال أخر ى 5.6

طع  ق عبارة عنةالتقريبي الدالة ني غير كاف وتكوط الخءنكفا الا ما ايرثك
 .الخ . . . ي ثلثو مأ سي أنحنى أو مًثلاص مقنا

حين   منالقارئ يواجه ما والتي توجد من ضمن  الدوال المهمة ،وبعض 
 :ام التالية سلآخر أثناء دراسته لحل مشكلة ما، تتلخص في الأق

 الشكل                                               علىيدئاز قطع -أ 
bxa

y
+

=
1 

xaby                                                               مثلأسيمنحن   -ب  = 

baxy النحو                                                ليهندسي ع ىننحم -ج  = 

xaayلنوع                                       من امنحنى مثلثي  -د  o ωcos1+= 

 :أو من النوع الأكثر عمومية
( ) ( )( )∑

=

++=
n

k
kko xkbxkaay

1
sincos ωω 

كما أن   المناسبىدر البيانات هو خير دليل لاختيار المنحصابق مسوكما ذكرنا في ال
 ylog مثلا لو كانسب، فيب المنار من خلال النقاط المعطاة يخبرنا أيضا بالتقنىم المنحسر

 كانت لملائمة والتقريب، أما إذال ي أن نختار الدالة الأسيةن فهذا يع xلـ خطية بالنسبة 
 اختيار المنحنى إلى يفإننا نهتد xlog لـ  خطية بالنسبةylogالبيانات بحيث كانت 

 .دورية فإن الدالة المثلثية تمثل أحسن تقريب و الهندسي؟ أما إذا كانت النقاط متذبذبة
 .وهكذا
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 أمثلـــة
 )4.6(مثال 

 :قطع زائدي فإنعن ذا كان المنحي عبارة إ

zbxa
y 11

≡
+

= 
bxa:                                         أو أن

y
z +==

1  
 : هييةدلات العمود الخطى وتكون المعاء مرة أخرى للانكفاعجنروهكذا 
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)وبمعرفة  )ii yx  .b وaتطيع حساب  نس,
 )5.6(مثال 

xbay             :علنوادالة مثلثية من  ωcos+= 
 :نحسب الجمع

( )∑ −−= 2cos ii xbays ω 
 :ب المعادلات العموديةسم نحث

( ) ∑∑∑

∑∑

=+

=+

iiii

ii

xyxbax

yxbna

ωωω

ω

coscoscos

cos

2

 

) معرفة النقاط دعن b وaنحسب ومنها  )ii yx ,. 
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 )6.6(مثال 
xabyن أي أ: سيالمنحني أ =. 

bxay          : أنلنجدتم الطرف ينأخذ لوغار lnlnln += 
bBaAyzولو وضعنا                        ln,ln,ln ===. 

BxAz                           :    فإننا نحصل على += 
 .ي للانكفاء الخطة أخرى، مرعوهكذا نرج

)                     :ب الجمعحسا نهن )∑ −−= 2ln ii BxAys 
 : العموديةوتكون المعادلات
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 : كالآتيb و a بسثم نح B و Aلـ لول لحلآن نوجد اا
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نى أسي ؛ نكتب  يمثل بمنحنالمبين أسفله والذي يمكن أ) 7.6(باعتبار الجدول و
xy ومن خلاله نحصل على) 7.6(ح بالشكل ضنامج الموالبر 2.3≅. 

 )6.6( المثال-)7.6(الجدول 
 4 3.5 3.0 2.5 2.0 1.5 1.0 0.5 0 x  
 48 33 24 17 12 9 6 4 3 y  
 

 )Multiple Regression(لمتعدد اء افكنالا 6.6
 كأن يرغ متنمر  ببيانات معملية تحتوي على أكثيكون لدينا من الحالات في 

 . مثلاارارة والضغط معلحة تحت الدراسة على التعتمد الدا
)ن                                       لتك )yxfz ,= 

  من النقاطnوالبيانات هي 
( ) ( ) ( )nnn zyxzyxzyx ,,,.......,,,,,, 222111 

 : أن الانكفاء الخطي المتعدد أيعنا للبساطة والتوضيح أننا نتعامل مضوإذا افتر
CyBxAz ++= 

 :ونحسبفإننا نحسب الانحرافات 
( )∑ −−−= 2

iii CyBxAzs 
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 .Bو  A بنتيجة قيم اً متبوعالأسينامج الانكفاء ر ب  -)7.6(لشكل ا

 
ً ثم نضع ناتج التفاضل مساويا للصفر ومرة أخرى نفاضل بالنسبة 

 : المعادلات العموديةلنحصل على
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ABوبحساب     . من هذه المعادلات نحصل على المنحنى التقريبي المطلوبC و ,
ًنود أن نلاحظ أنه لن نتعامل كثيرا مع الانكفاء المتعدد ولهذا مررنا مرورا سريعا  ً ً

 .بهذا الموضوع
 تنوعةأمثلة م

 )7.6(مثال 
بافتراض أن الحرارة النوعية للماء هي دالة تربيعية في درجة ) 3.6(أعد حل المثال   

 .الحرارة
 :الحل
 :، كما أن منحنى الملائمة هو من الشكل21عدد النقاط هنا هو   

2
21 TaTaaC op ++= 

 النتائج بالشكل عليه بعد كتابة الخوارزمية المناسبة و البرنامج الحاسوبي  نحصل على
)8.6 .( 

o b e i k a n d l . c o m
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 )7.6( مثال –برنامج بلغة الفوتوران  و نتائجه) 8.6(الشكل 
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 هذا ويبين pC=9985713.0 هي T=55و توضح النتائج بأن الحرارة النوعية عند 
 ) .المتصل-المنحنى الملائم(والقيم النظرية ) �(مقارنة بين القيم العملية ) 9.6(الشكل 

 
 .والقيم النظرية) �(مقارنة بين القيم العملية ) 9.6(الشكل 

 .نعطي نفس الحسابات ولكن بلغة بيسك المرئية)  10.6(  بالشكل 
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 )7.6(المثال-نفس الحسابات  بلغة بيسك المرئية) 10.6(الشكل 
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 )8.6(مثال 
 x والمسافة الأفقية yقذفت مقذوفة بزاوية معينة فإذا كانت العلاقة بين ارتفاعها   

)أسفله؛ فاحسب ) 8.6(البيانات بالجدول معطاة ب )5.2y باستخدام طريقة المربعات 
 .الصغرى
 )8.6(الجدول

 4 3 2 1 0 x  
 50 32 19 8 0 y  

 :الحل
مال  هي حدودية من الدرجة الثانية، عليه نقوم باستعy و x العلاقة بين أنحيث 

وهو ) [11.6(الملائمة بواسطة المربعات الصغرى وكتابة البرنامج الموضح بالشكل 
)لنحصل على ] Cبرنامج مكتوب بلغة  ) 25255.2 ⋅=y]  12.6(أنظر الشكل.[( 
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 .Cلغة ب) 8.6( المثال –) 11.6(الشكل 

 
 .Cلغة ب)  8.6( نتائج المثال –) 12.6(الشكل 
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 )9.6(مثال 
)أسفله يعطي درجة الحرارة الحرجة ) 9.6(الجدول  )KT o

c بدلالة الضغط 
( )atmpcفإذا افترض بأن العلاقة .  الحرج لثمانية مركبات عضويةcT و cp هي علاقة 

atmpc لمثيل الأثير cTتربيعية،فاحسب   وقارن بالقيمة التجريبية =53
KT o

c 1.400=. 
 )9.6(الجدول

78.5 71 78.5 71 35.6 63 48.4 46.6 57.1 44 )(atmpc 

513.2 369 513.2 369 467 516 560 508.7 594.8 461 )(0KTc 

 :الحل
2 نكتب

ccc CpbpaT  ، ثم نستخدم أسلوب الملائمة بطريقة المربعات =++
و تكون ). 13.6(لبرنامج الموضح بالشكل الصغرى فنكتب خوارزمية الحل ومن ثم ا

 :ومنها نرى أن) 14.6(النتائج معطاة بالشكل 
( ) 7625.52453 =atmTc 

)وهي قيمة ليست قريبة من القيمة التجريبية ولكنها تقع بين   )44cT و ( )1.57cT. 

o b e i k a n d l . c o m
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 77بلغة فورتران ) 9.6( المثال –) 13.6(الشكل 

 
 77بلغة فورتران ) 9.6( نتائج المثال –) 14.6(الشكل 
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 )10.6(مثال 
 :أكتب برنامجا حاسوبيا لملائمة بيانات ما بالمنحنى 

xcxbay sincos ++= 
أسفله لحساب مختلف المعاملات؛ قارن ) 10.6(ثم استخدم البيانات بالجدول 

 .القيم النظرية بالبيانات المعطاة بالجدول 
 )10.6(الجدول

4.0 3.6 3.2 2.8 2.4 2.0 1.60 1.2 0.8 0.4 0 x 
2.9 2.0 1.1 0.3 0.0 0.2 0 0.5 1.3 2.1 3 y 

 :الحل
، ثم نكتب خوارزمية الحل ومنها نكتب البرنامج الموضح نكتب المعادلات العمودية

الذي يعطي المعاملات ) 16.6(ومنه نحصل على النتائج بالشكل ) 15.6(بالشكل 
cba يوضح هذه ) 17.6(والشكل .  والقيم العملية والنظرية والخطأ في كل منها,,

 .ًالمقارنة بيانيا
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 .Cلغة ب) 10.6( المثال –) 15.6(الشكل 

 
 .Cلغة ب) 10.6( نتائج المثال –) 16.6(الشكل 
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 )خط مستمر(مقارنة بين المنحنى العملي والمنحنى النظري ) 17.6(الشكل 

 ).10.6( للمثال 
 

 ).Experimental Error( الأخطاء التجريبية 7.6
 سقيعادة صادرة عن الجهاز الذي نء خطاالأن  تكو المعملية التجارب من في كثير
 وهذا يعني .المقاسةالكمية  الجهاز وليست في مدى الدقة فيب تعلقؤال يسبه، أي أن ال

 تدل i حيث iσ لها بالرمز مزنرمؤكدة في فترة ما والتي عادة ما  كون القياسات غير
تلفة وذلك مخ اأحيان و متساويةا القيم أحيانهوتكون هذ . على رقم القيمة المقاسة

 .بة المقامةربالاعتماد على التج
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ج تنتي  والتالإحصائية توجد الأخطاء ، أو المعملية،يبيةرجانب الأخطاء التجلى إ
 :خذ على أنهاه عادة تؤهذو. يرها من ملاحظات واستدلالات وغإحصائيةعن طبيعة 

ii y=σ 
 ا يجب تحوير التقريبهيبية أو إحصائية ومعرفتتجروفي حالة وجود أخطاء 
 :باستخدام المربعات الصغرى كما يلي

) 16.6...... ( ( )∑ −
= 2

2

i

th
ii yys

σ
 

thللقيمة التجريبية و iyحيث ترمز 
iy المستخدم لمنحنى أي بدلالة ا( للقيمة النظرية

 :فمثلا لو كنا نتعامل بالانكفاء الخطي فإن ). مةئللملا

i
th
i bxay += 

 :على النحو) 16.6(وتصبح المعادلة 

∑ 






 −−
=

2

i

ii bxays
σ

 

 :كما تكون المعادلات العمودية

∑∑∑

∑∑∑

=+

=+

22

2

2

222

1

i

ii

i

i

i

i

i

i

i

i

i

yxxbxa

yxba

σσσ

σσσ 

 :نى أرومنها ن
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







−

∆
=









−

∆
=

∑∑∑∑

∑∑∑∑

2222

2222

2

11

1

i

i

i

i

i

ii

i

i

ii

i

i

i

i

i

i

yxyxb

yxxyxa

σσσσ

σσσσ 

 :وحيث
2

22

2

2

1








−=∆ ∑∑∑

i

i

i

i

i

xx
σσσ

 

bxayب رق المنى المنحل علىصوبذلك نح +=. 
  ما تعترضنا بمجالامن التطبيقات في هذا المجال استخدام دوال مهمة، كثير

)  لجاندرحدودياتالفيزياء النووية، وهي  )xPl. 

)بعض منها [ ) ( ) ( ) ( ) 1,,13
2
1

1
2

2 ==−= xPxxPxxP o حيث θcos=x[ 
 :في هذه الحالة نستخدم

) 17.6...... ( ( )∑
=

=
n

xPay
0l

ll 

لجاندر هي وحدوديات والحالة التي عادة ما نستخدم بها طريقة المربعات الصغرى 
) لأشعةالتوزيعة الزاوية  )γ المعادلةصبححيث ت؛ ثارةم وأالصادرة عن نواة محفزة  

 :؛ أي أنثة حدودلا بسيطة ولا تحتوي على غير ث)17.6(
) 18.6...... ( 

4422 PaPaPay oo ++= 
 .وذلك لاعتبارات قواعد الاختيار بالتفاعلات النووية
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)وقياس التوزيعة الزاوية لأشعة  )γاعدس من خلال بعض التفاعلات النووية ي 
التجريبية  مة البياناتئية ملا ولهذا نرى أهم؛في تصنيف مستويات الطاقة في النواة ا كثير

 .ةاب المعاملات الثلاثس وح)18.6(نى للمنح
 :عادلة، يتم العمل بالم)18.6( من المعادلة لاالمعتاد، وبدفي 

) 19.6...... ( ( )44221 PAPAAy o ++= 
) normalized coefficients( تسمى بالمعاملات المقومة 4A و2Aحيث 

و 
oa

aA 2
2  و =

oa
aA 4

4 =. 
 : ونحسب الجمعراج المعادلات العموديةخ نباشر عملية استنالآ

) 20.6...... ( ∑ −−−
= 244220 )

)()(
(

i

iii xPaxPaays
σ

 

oaaبالنسبة لـ ) 20.6 (لضانف ً ثم نضع ناتج التفاضل مساويا للصفر 4a و 2,
 :لنحصل على

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑∑∑∑

∑∑∑∑

∑∑∑∑

=++

=++

=++

2
4

2

2
4

42
42

22
4

2
2

2
42

42

2
2

22
2

22
4

42
2

22

1

i

ii

i

i

i

ii

i

i
o

i

ii

i

ii

i

i

i

i
o

i

i

i

i

i

i

i
o

xPyxPaxPxPaxPa

xPyxPxPaxPaxPa

yxPaxPaa

σσσσ

σσσσ

σσσσ

 

 2A و oA وبالتالي لقيم 4a و 2a و oaقيم  إلى حلول هذه المعادلات نصل بإيجادالآن 
 .4Aو 
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جد  من توابد فإنه لا iy لوجود الأخطاء التجريبية بقيم انلاحظ أنه نظر
 :وهذه تحسب من العلاقة Aأخطاء أيضا بالمعاملات 

∑ 






∂
∂=≡∆

2
2

i
iA y

AA σσ 

 )11.6(مثال 
)  التفاعلعن الناتجة γاوية لأشعة لززيعة اوتلنت اإذا كا )γnnCe ′,140 ،

  والتي تقابل طاقة تاجوراء، مفاعلمنيعة سرستخدم فيه شعاع من النيوترونات الا
( ) keVE 08.57824 =→ ++

γانامج برفاكتب.  بالجدول المصاحب أسفله ما ك هي 
 .تلفة ب المعاملات المخسيح
 o150 o135 o125 o115 o105 o90 θ  

 372.1 266.1 178.1 073.1 007.1 000.1 ( )θy  

 015.0± 014.0± 013.0± 012.0± 011.0± 011.0±   

 :الحل
 تخدام البيانات المعطاة نحسبس وبا)18.6 (نامج الموضح بالشكلنكتب البر

 :أن دجة لنفالمعاملات المختل

( ) 19.2

019.0015.0
015.0297.0
006.0163.1

2
44

22

=≡

±−=∆±
±=∆±
±=∆±

Xs
AA
AA
AA oo
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thكما أن قيم 
iy على التوالي( هي:( 

378.1,256.1,086.1,023.1,984.0 
نلاحظ . وذلك لاعتبارات درجات الحرية n−3  علىsمنا سنلاحظ أننا ق

 .مقارنة بالقيم التجريبية أيضا أننا حصلنا عل قيم نظرية تقريبية جيدة وذلك
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 90بالنتائج بلغة فورتران ) 11.6(  المثال -)19.6(الشكل 
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 )6(ن يارتم
  الأجود، المربعاتمئ الخطي، الملاءالانكفا: ماذا نعي بالعبارات التالية  .1

 الصغرى؟

 ة من البيانات ؟فئ التقريبي لأي نحنىتاج المن أو استإيجادا ننيمككيف  .2

 :إذا كانت القيم التالية معطاة .3

• 21 xxxo 

• ( ) ( ) ( )21 xfxfxf o 

)الحدودية فأوجد معاملات  ) 2
212 xaxaaxp o البيانات  التي تمثل =++

 .وبدلالتها

 صيغةلل صغرىتخدام المربعات الباسريب قق، أوجد التف الجدول المرالماعتسبا .4
btv  . الناتجةالجدولية وقيم الدالةقارن بين البيانات . =+

10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 t 

56 50 50 45 40 40 32 27 20 8 v 

ayت الصغرى عندما تطبق على العلاقة أوضح أن طريقة المربعا .5   تعطى=
 .y ابي لقيمسة للمتوسط الحغصي

تخدم ؛ اس في درجة الحرارةخطيةبافتراض أن الحرارة النوعية للماء هي دالة  .6
يقة رط اب هذا التقريب وباستخدامسلح) 3.6(الجدول السابق بالمثال 

 .قارن بين النتيجتين. غرىالصالمربعات 
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 .نارقد ودالة أسية وئطع زاقم البيانات التالية بدالة ئلا .7

  4 2 0 2- 4- 6- 8- x  

  4 2 5 6 9 10 30 y  

xcxbay  :ثلاث للمنحنى الالعمودية ت المعادلاشتقاقم باق .8 sincos ++= 
abأوجد   :تانايالب التي تلائم c و,

4.0 3.6 3.2 2.8 2.4 2.0 1.60 1.2 0.8 0.4 0 x 

2.9 2.0 1.1 0.3 0.0 0.2 0 0.5 1.3 2.1 3 y 

 :∗ام البيانات التاليةستخد ولكن بامن جديد) 7.6(قم بحل المثال  .9

( ) 533.1410.1369.1221.1074.1000.1:
48.919

θ
γ

y
keVE = 

 

( ) 775.0838.0917.0896.0953.0000.1:
47.1011

θ
γ

y
keVE = 

 

 هذهمن بعض  MeV5.4وتونات طاقتها بر بC13م نواة دند تصا ع .10
 γ  بواسطة النواة وهذا يسبب في تحللها عن طريق أشعةسرالبروتونات تؤ

 فإذا كانت التوزيعة الزاوية معطاة؛ MeV11 معطية هذه الأشعة بطاقة
 فاستخدم طريقة المربعات الصغرى لحساب المعاملات. ول أسفلهدبالج

                                                 

∗ 7.6 
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42 المختلفة ,, AAAo واكتب أيضا القيم التقريبية المحسوبة. 

 135 105 90 60 45 0 θ  

  γددع 1352 927 804 889 855 881 

)بمسائل التوزيعة الزاوية إذا كانت  .11 ) ( )θθ 22 paay o  قم بالتفصيل بكتابة =+
 وذلك باستخدام جدول بيانات وطريقة 2a وoaالخطوات التي توجد بها 

 .المربعات الصغرى

 التي تكون فيها الأخطاء التجريبية متساوية؟  للانكفاء الخطي، ماذا عن الحالة .12
 .اشرح

xby قم باشتقاق صيغة للانكفاء الخطي للبيانات الممثلة بـ  .13 =. 

 إذا كان المنحنى الممثل للبيانات المعطاة هو عبارة عن قطع مكافئ فهل يمكن  .14
 المعادلات اشتق. القيام بتحويله تمكننا من الاستفادة من الانكفاء الخطي

 .العمودية

bxay إذا كان المنحنى الملائم يمثل بالمعادلة  .15 +=. 

 .ًأوضح أن هذا التقريب يمكن جعله خطيا  -أ 

 .أكتب المعادلات العمودية لهذا التقريب  -ب 

):      اكتب المعادلات العمودية للانكفاء المتعدد .16 ) cbzayzyf ++=,. 

)         :             إذا عرفنا .17 )( )21
ii yy

mn
−

−
=Ω ∑ 
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 m عدد النقاط و n هي القيمة المحسوبة و iy هي القيمة التجريبية و iyحيث 
ل بأن أجود عدد البارامترات بالمنحنى التقريبي؛ فإن مبدأ جاوس لجودة الملائمة يقو

وإذا .  قيمة صغرى للبيانات المعطاةΩملائمة، أو تقريب، هي تلك التي تجعل من 
 :أعطيت البيانات التالية

 4 3 2 1 0 x   

 70 50 40 20 0 y   

 .فاستخدم مبدأ جاوس لإثبات ما إذا كانت العلاقة الخطية أو التربيعية أجود

بيانات عن مدى استهلاك الماء بإحدى البلدان وذلك  الجدول أسفله يعطي  .18
   .ببلايين الجالونات في اليوم

 .استعمل الانكفاء الأسي لملائمة استهلاك الماء بدلالة الزمن -أ 

ً وقارن بما كان متوقعا وهو 1975لحساب استهلاك الماء في السنة ) أ(استعمل   -ب 
449.7.     

  السنة 1930 1940 1950 1960 1970 

  الاستهلاك 110.5 136.43 202.7 322.9 411.2 
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 فة حقيقية متناسقةلمصفوالقيم الذاتية  1.7
(Eigenvalues of a real symmetric matrix). 

 :ين لحل المعادلات التاليةرا مضطسنية نجد أنفئل الفيزيائاسير من المثفي ك

~

3

2

1

333231

232221

131211

0=
































−
−

−

x
x
x

aaa
aaa
aaa

λ
λ

λ
 

 أو
































=

































3

2

1

3

2

1

333231

232221

131211

00
00
00

x
x
x

x
x
x

aaa
aaa
aaa

λ
λ

λ
 

 :أو بشكل آخر
) 1.7...... ( 

~~
xIxA λ= 

 :حيث
A مصفوفة متناسقة. 

~
xتقلةسات مغير متجه لمت. 

λز المهتيعية لأنظمة متذبذبة كالوتربطلل الترددات اثية مئيزيام  فيقل ثيم ذاتية تم ق. 
 وهي القيم الذاتية و λومسألة القيم الذاتية تتلخص في إيجاد قيم 

~
x مى سوالتي ت

ريقة طل هي ئهذه المسا عة والمعتادة لإيجاد حلولئلطريقة الشا وا.بالمتجهات الذاتية
 .جاكوبي
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 )Jacobi's Method( طريقة جاكوبي 2.7
 كلشإلى ال) 1.7(ول بالمعادلة صجاكوبي في الوتتلخص طريقة 
































=

































3

2

1

3

2

1

3

2

1

33

22

11

00
00
00

00
00
00

x
x
x

x
x
x

b
b

b

λ
λ

λ
 

 :نأو أ
) 2.7...... ( 

~~~
xxB λ= 

 و  Bحيث 
~
λ الحلول هي  لو تمكنا من ذلك عندئذ نرى أن. ن امصفوفتان قطريت

~
λ و 

~
xوحيث تكون ؛ 

~
λ هنا هي B. 

تحويل   من معلوماتنا حولاًتخدم طريقة جاكوبي دعنا نستذكر بعضسولكي ن
  من الإحداثيات.توى وللتحويلسففي الم.  في المستوى الإحداثيات

~
xإلى  

~
x دوران ب

θ  يةالعملبللمحاور نقوم: 
) 3.7...... ( 

~~
xTx = 

 :حيث









=








=







 −
=

2

1

~
2

1

~
وو

cossin
sincos

x
x

x
x
x

xT
θθ
θθ 

 :ولكن. ن الدوراةوفصفي مه
) 4.7...... ( 

~~
xxA λ= 
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 :لنحصل على) 4.7(في المعادلة ) 3.7(نعوض بالمعادلة 
) 5.7.... (.. 

~~
xTxAT λ= 

TT=1 استعمال الخاصية أنومن اليسار  TTفي ) 5.7(بضرب  T أننرى : 
) 6.7...... ( 

~~~
xxTTxATT TT λλ == 

المصفوفة  جعل الآن لكي نطبق طريقة جاكوبي ونصل إلى الهدف المطلوب وهو
ATTB  بحيث تكونθقطرية ، نختار ) 6.7(على يسار المعادلة  T= نولك . ؛قطرية: 








 −
















−

=
θθ
θθ

θθ
θθ

cossin
sincos

cossin
sincos

2221

1211

aa
aa

B 

ً قطرية يجب أن يكون الحد غير القطري مساويا للصفر وهذا يعني Bولكي تكون   
 :أن
) 7.7...... ( ( ) ( ) 0sincossincos 1122

22
12 =−+− aaa θθθθ 

 :عطي العلاقةه تذه.و

) 8.7...... ( 
2211

1222tan
aa

a
−

=θ 

 :كلشعلى ال Bبينما تصبح 
) 9.7...... ( 









+−
++

=
θθθθ

θθθθ
2

2212
2

11

2
2212

2
12

cossincos2sin0
0sinsincos2cos

aaa
aaa

B 
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 )1.7 (لاثم

استخدم طريقة جاكوبي لجعل المصفوفة 







=

21
14

Aالقيم الذاتية عينو. رية  قط 
 .ة ففوصللم

 :الحل
 قطرية هي تلك التي تحقق A التي تجعل θن رى أن) 8.7( للمعادلة وعبالرج

 :لةادلمعا
( ) 1

24
122tan =

−
=θ 

8أي أن 
πθ  :نحصل على) 9.7( ومنها ومن المعادلة =









==

586.10
0414.4

~
λB 

414.41ة هي أن القيم الذاتية للمصفوفآي  =λ 586.12 و =λ. 
 . في المستوىاستخدامهاورها حيث تم ص طريقة جاكوبي في أبسط ه هيهذ

ا ة معاد وهي المصفوفات التي) 3×3(ع نومصفوفات من البالآن لو أردنا العمل 
 صر العناتخلص منوى لنتس فإننا نقوم بتحويلات متتابعة في الم؛تواجهنا بالحياة العملية

 :علنو ا هذه التحويلاتن تكولافمث. غير القطرية كلها 















 −
=

100
0cossin
0sincos

1 θθ
θθ

T 
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yx توىس في الماًل دورانثوهو يم  و. −















 −
=

θθ

θθ

cos0sin
010

sin0cos

2T 

zxتوى س في الماً دورانويمثل  و. −
















−=

θθ
θθ

cossin0
sincos0
001

3T 

zyتوى س في الماًنل دورامثوي −. 
 : التاليعنا نقوم بحل المثالديح الخطوات المتبعة لجعل المصفوفة قطرية ضولتو

 )2.7 (لاثم
 .قة جاكوبي أوجد القيم الذاتية للمصفوفة المتناسقةري طباستخدام

















−
−−

−
=

210
121

012
A 

 :الحل
 12a ذه نأخي عل−1  يساويهما وكلا23a أو 12aلنأخذ أكبر عنصر غير قطري وهو هنا  .1

 )قيمةفي ال. (على أنه اكبر عنصر

نستخدم  .2














 −
=

100
0cossin
0sincos

1 θθ
θθ

Tومنها نرى أن : 
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−∞→−=
−

−
=

0
2

22
22tan θ 

4: أي أن
πθ −= 

 . يتلاشيان21a و 12aا على زاوية الدوران التي تجعل من العنصرين وهكذا حصلن
 :بينما تكون مصفوفة الدوران





















−

+

=
100
02

2
2

2

02
2

2
2

1T 

 :نعين المصفوفة .3

111 ATTA T= 

 .1Aالجديدة هي  Aح بوتص 
 وهكذا ؛غير قطري ونتخلص من أكبر عنصر 1Aفوفة ص على الم 3-1نعيد الخطوات  .4

 على لوهكذا نحص. ة يتكون قطر )مرات الدوران  د هو عدmA )m على ل نحصتىح
 .ةتيالقيم الذا

الحصول عل  اننورانات يمكبعد خمس ده ابقة الذكر فإنسلو قمنا بكل الخطوات 
 :القيم الذاتية التالية

5859.0
9998.1
4142.3

3

2

1

=
=
=

λ
λ
λ
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 تملاحظا
01331ابق لاحظ أن سبالمثال ال )1 == aaالتخلص من   وأنها متناسقة وعليه يجب

 .23a و 12aهما عنصرين فقط و
ولكن في الحقيقة وكما  ان لإنهاء العمليةانورد، أنه يلزمنا )1(لاحظة يعتقد أحدنا، من الم )2

بب في سويرجع ال. ورانات هنا  دس، فلقد احتجنا إلى خماًحيحصلاحظنا ليس هذا 
ع أخرى بالرغم ضلدينا أرقام جديدة بموا ذلك إلى أنه بعد ضرب المصفوفات تتكون

 .القطرية  غيرصرمن اختفاء أحد العنا
ل ءتتضا كبر قيمة للعناصر غير القطريةأ الحظ أن كل دوران يجعل ولكن لحسن

 . القطريةالصيغة إلى Aيتقارب اً وهكذا تدريجي
 :ةغ الآن إلى الصينعود

) 10.7...... ( 
jjii

ij

aa
a
−

=
2

2tan θ 

 : وحيث أن؛j والعمود iف لصد باجو هو أكبر عنصر غير قطري موijaحيث 
) 11.7...... ( 

θ
θ

θ 2tan1
tan22tan

−
= 

 :نرى أن) 11. 7(و ) 10.7( تين من المعادلفإنه

( ) 02tan2tan2 2 =−−+ ijjjiiij aaaa θθ 
 :اله وحلوθtanانية في ثوهي معادلة من الدرجة ال
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( ) ( )
ij

ijjjiijjii

a
aaaaa

2

4
tan

22 +−±−−
=θ 

 :بالضرب في المرافق نحصل على

) 12.7...... ( ( ) 22 4

2
tan

ijjjiijjii

ij

aaaaa

a

+−+−

±
=θ 

  أناًأيض لاحظ. jjaر من صغ أكبر من أو أiiaن  ما إذا كاعلى) ±(الإشارة و تعتمد 
22

πθπ ≤≤−. 
 :من العلاقتين θsin و θcosاب س حعنستطي) 12.7( من θtanاب سالآن بح

) 13.7...... ( ( ) 2
12tan1cos −

+= θθ 
) 14.7...... ( 

θθθ tancossin ⋅= 
 .تعملة عادة في الحسابات المسيه) 14.7(و ) 13.7(، ) 12.7(والمعادلات 

 .)10.7 (ة المعادلمن بدلا واسيب بالحلاستنجاداخصوصا عند 
 ).Eigenvectors( المتجهات الذاتية 3.7

 ات الذاتيةاب المتجهسلح بالنسبة
~
xنه توجدأ نلاحظ ؛nمن القيم الذاتية  

nλλλ ,.....,, )ة  لبعد المصفوفاًبقطوذلك  21 )nn هذه  هو مجموعة V كان و إذا. ×
nxxxالمتجهات  ,..........,

~
2

~
 صفوفات التحويللم عة والمناظرةبوفة مر   في مصف1

12 ,...., TT و mTلبحيث تقا وب
~
1x1 القيمة الذاتيةλ و

~
2x2 يةت القيمة الذاλ، و..... . 

 .وهكذا
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 :فإن

VAV
~
λ= 

 : أنعنىيوهذا 
) 15.7...... ( 

~

1 λ=− AVV 
TTTلاحظ أن ( المعادلةب )15.7(نة المعادلة روبمقا 1

1
1 TVV و −= =−1(:  

) 16.7...... ( 
mmm TATTTTB ........... 1

1
1

1
1

1 −−
−

−= 
 :نرى أن

) 17.7...... ( 
mTTTV ......21= 

 :فإن )1.7(فعلى سبيل المثال لو رجعنا للمثال 









=

21
14

A و 






 −
==

θθ
θθ

cossin
sincos

1TV 

 :أو أن
  

 :و أن








−
=

924.0
383.0

~
2x   و 








=

383.0
924.0

~
1x 

 








 −
==

924.0383.0
383.0924.0

1TV
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 :أن) 2.7(بة للمثال سنجد بالنبينما 

















−
−==

5.0707.05.0
707.00707.0

5.0707.05.0
..... 51 TTV 

 :ا يكونذوهك
 3.4142 متجه ذاتي يماثل القيمة الذاتية أول الأول هو دالعمو

 1.9998العمود الثاني هو ثاني متجه ذاتي يماثل القيمة الذاتية 
 0.5859ذاتية لالعمود الثالث هو ثالث متجه ذاتي يماثل القيمة ا

 )3.7(مثال 
فة أسفله أستخدم طريقة جاكوبي لحساب القيم والمتجهات الذاتية للمصفو

 .ًمستخدما الحاسوب

















−
−−

−

210
121

012
 

 :الحل
نكتب  اكوبيجبق ذكره ، ولاستخدام طريقة سحيث إن المصفوفة متناسقة ء كما 

إلى   على الحدود غير القطرية لتتضاءلاطوبحيث نضع شر JACOBI نامج الفرعيالبر
نامج والبر ε=−810 مثل يرغ عدد صنالصفر بأن نطلب أن تكون قيمتها أقل م

  : هوالفرعي
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SUBROUTINE JACOBI (N,Q,JVEC,M,V) 

 .2 أكبر من أو تساوي  وهيQهو رتبة المصفوفة المتناسقة  Nحيث 
 .تجهات الذاتية الناتجةهي مصفوفة الم V و
 هو JVEC ما بين،فة القطريةلمصفومولة للحصول على االمع هو عدد الدورانات Mو

القيم   القيم الذاتية بينما يأخذةعا إذا أردنا طبا بارامتر يأخذ القيمة صفر
±±  .اًمع أردنا الحصول على القيم الذاتية والمتجهات الذاتيةإذا  ..........,...1,2

  علىملتوالذي يش) 1.7(كل شح بالضال إذا كتبنا البرنامج الموثفي هذا الم
ج الموضحة بالجدول ئفإنه يمكننا الحصول على النتا JACOBIلبرنامج الفرعي  ا
 :لاث هيث القيم الذاتية النخلاله نرى أ والذي من) 1.7(

58579.0
000.2
41423.3

3

2

1

=
=
=

λ
λ
λ

 

، غير )2.7 ( بالمثال السابقابق وأن حصلنا عليها يدويسج التي ئ نفس النتااًوهي تقريب
 تم فرضها تيللدقة الاً أنه لزم الأمر هنا تسعة دورانات للحصول على هذه القيم نظر

 .بالبرنامج
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برنامج يحسب القيم والمتجهات الذاتي للمصفوفة ) 1.7(الشكل 

















−
−−

−
=

210
121

012
Aباستخدام طريقة جاكوبي . 
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 )1.7(ج البرنامج الموضح بالشكل ئنتا) 1.7(ل الجدو

وذلك .  و باستخدام بيئة التطوير البرمجية دلفيCنعطي كذلك نفس المسألة ولكن بلغة 
 ).7.7 (–) 4.7(بالأشكال 
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 .Cبلغة ) 3.7( المثال –) 4.7(الشكل 
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 .Cبلغة ) 3.7(نتائج المثال ) 5.7(الشكل 

 

o b e i k a n d l . c o m



 ■ ■   ■ ■   
  

 250  

 

 

o b e i k a n d l . c o m



 ■ ■  ■ ■   
  

  251  

 

o b e i k a n d l . c o m



 ■ ■   ■ ■   
  

 252  

 

 
 .بلغة دلفي) 3.7( المثال –) 6.7(الشكل 
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 .بلغة دلفي) 3.7( نتائج المثال –) 7.7(الشكل 

 )4.7(مثال 

ًأكتب برنامجا حاسوبيا يحسب القيم والمتجهات الذاتية للمصفوفة 







=

12
21

A 
 .باستخدام طريقة جاكوبي

 :الحل
في . نستخدم طريقة جاكوبي كما سبق شرحه ثم نكتب الخوارزمية فالبرنامج

 .نعطى هذه الحسابات بلغتي فورتران وبيسك المرئية) 11.7 (–) 8.7(الأشكال 
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 .بلغة فورتران) 4.7( المثال –) 8.7(الشكل 
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 .بلغة فورتران) 4.7( نتائج المثال –) 9.7(الشكل 
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 .بلغة بيسك المرئية) 4.7( المثال –) 10.7(الشكل 

 
 .بلغة بيسك المرئية) 4.7( نتائج المثال –) 11.7(الشكل 
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 ذاتية عامةم قيل ئمسا 4.7
 : من النوعتيةم الذاقيل الئاسعلى حل م ااستنردنا كل زركلآن حتى ا

) 18.7...... ( 
~~
xBxA λ= 

 عم وندرسلأ الحالة اإلى نتطرق د البنذافي ه. حدة لو هي مصفوفة اBحيث 
 .متناسقة Bن وندما تكو عية قطر Bن تكوالمسألة عندما 
 )B  is diagonal( قطرية B: الحالة الأولى 

 :وح النعلى B نكتب نة يمكن أل الحاهفي هذ
) 19.7...... ( 

GGGGB T == 
 :نإفطرية، وعليه ق Gحيث 

iiii bg = 
 :نأ نرى) 18.7(في ) 19.7(تعويض من بالو
) 20.7...... ( 

~~
xGGxA λ= 

 : نجد أنG−1في ) 20.7(بضرب 

~

11 xGGxAGG λ=−− 
11فإذا فرضنا أن  −−= AGGQ و 

~
xGy  : لوجدنا أن=

) 21.7...... ( 
~~
yyQ λ= 
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يم قل انا لها بالبنود السابقة لإيجادض تعرلتيهي نفس المعادلة ا) 21.7(والمعادلة 
 ل تجعيك الت تلوبة هيطلة المذاتيلقيم ال ا أنىر نكلذإلى افة ض إ.والمتجهات الذاتية

 .يةر قطQمن 
ة فنحصل عليها من ي الذاتلمتجهاتأما ا

~
y1  بالضرب في−Gأي أن : 

) 22.7...... ( 
~

1

~
yGx −= 

) 21.7 (يكمن في حل المعادلة) 18.7(لمعادلة ان حل أالة  الحهوهكذا نرى في هذ
 ).22.7(وحساب 

 )5.7(ال ثم
من ن رة لنظام يتكولحة عن دراسة الذبذبات اتجألة القيم الذاتية الناسإذا كانت م

mmm ثلاث كتل  :اد حل المعادلةيجفي إ  تتلخص,3,2

) 23.7...... ( 
































=
































−
−−

−

3

2

1

2

2

2

3

2

1

300
020
00

20
2

02

x
x
x

m
m

m

x
x
x

kk
kkk

kk

ω
ω

ω
 

هو التردد و  ωحيث 
~
x والإزاحة متجه  

l
sk  و الخيط د فيش هو الsحيث  =

l4ألةس القيم والمتجهات الذاتية لهذه الماحسب.  طول الخيط. 
 :الحل

نضع 
k

m 2ω
λ  : لتصبح المعادلة على النحو=
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~~
xBxA λ= 

 :حيث

















−
−−

−
=

210
121

012
A 

 و
















=

300
020
001

A 

 ومن Gًنكتب برنامجا يحسب ]. الحالة الأولى[) 14.7(وبهذا تصبح المعادلة من النوع 
 والذي من  JACOBIلى ثم نلجأ إ)  لضرب المصفوفات اًتخدم برنامجسوهنا ن (Qثم 

ب سكما نح A لـ  وبالتالي القيم الذاتيةQلـ ب القيم الذاتية سخلاله نح
~

1

~
yGx −= .

 :ج التاليةئإذا قمنا بذلك نحصل على النتا
















==

















−
==
















−==

40297.0
46837.0
27218.0

,27924.0

40824.0
40824.0
40824.0

,0.1

06539.0
33758.0

87134.0
,38742.2

~
33

~
21

~
11

x

x

x

λ

λ

λ
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 ) بآخر هذا الفصل11التمرين انظر (
 )B  is symmetric(متناسقة  B: لثانية اةالحال

 :يليكما  Bنحسب 
) 24.7...... ( TVDVB = 

  . قطريةB التي تجعل من هو مصفوفة المتجهات الذاتية Vقطرية و Dحيث 
 :لنحصل على) 18.7(في المعادلة ) 24.7(لة دنقوم بالتعويض بالمعا

) 25.7...... ( 
~~
xVDVxA Tλ= 

 :  ن نرى أTVفي ) 25.7(بضرب 

~~
xVDxVVAV TTT λ= 

VAVHولو أخذنا  T= و 
~
xVy T= فإننا نحصل على : 

) 26.7...... ( 
~~
yDyH λ= 

 .للحالة الأولى) 18.7(يلات المعادلة ثهي إحدى م) 26.7(والمعادلة 
قطرية،  B فيها ن الخطوات لتلك الحالة، وهي الحالة التي تكوسنعيد نف اذوهك

GGDنضع  حيث 11 ثم= −−= HGGQ و 
~~
yGz  : أند وبذلك نج=

~

1

~
zGVx −= 
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  متناسقة وموجبةو ةمصفوفة حقيقي B ننا أضترفانية اثفي الحالتين الأولى وال: ملاحظة
 حة المعادلةصتراض فاهذا بالطبع يمكننا من . )positive definite ( تحديدا

 .ومثيلتها في الحالة الثانية) 19.7(
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 )7(نرياتم
 . اشرحل القيم الذاتية ؟ئاس لحل مًئماتخدام طريقة جاكوبي داسهل يمكننا ا .1

الأمثلة ب بعض ضر ؟ ا"تحديدا موجبة ن تكونيجب أ B نأ"  العبارةينعتماذا  .2
 .على ذلك

 متناسقة ؟ Aل القيم الذاتية التي تكون فيها المصفوفة ئم بدراسة مسالماذا نهت .3

 أوجد القيم الذاتية والمتجهات الذاتية لنظام المعادلات .4

3321

2321

1321

32
22

xxxx
xxxx

xxxx

λ
λ

λ

=++
=++

=++
 

اكتب .أسفله قطرية Aفوفة ص فقط لجعل المين دوراناستخدامح أنه يمكن ضأو .5
 .يم الذاتية في صورة كسريةالق
















=

111
112
121

A 

ل ه المعطاة أسفله؛ هتمصفوفئ جاسم ية لجسسوجد عزوم القصور الذاتية الأساأ .6
 ية؟ المحاور الأساسيينعت اًضيمكنك أي

















−−
−

−
=

5.70.1866.0
0.15.6134.0

866.0134.010
2mrI 

  :ةفصل على المصفوحسألة إجهاد ثلاثية الأبعاد نم في .7
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















zyzzx

yzyyx

xzxyx

σδδ
δσδ
δδσ

 

 :ن إذا علمت أللإجهادوجد القيمة الأساسية  أ
120,200,150,75,65,180 ====== xyzyzxyzx σσσδδδ 

  : معادلة الحركة هي ن بأًلماكل أسفله عشح بالضظام المونلاعين تردد  .8
















































=

















3

2

1

3

2

12

3

2

1

00
00
00

15.24
5.2814

41427

27
y
y
y

m
m

m
c

y
y
y

ω 

2,3حيث  213 === mmmو cثابت . 

 
9.   

 ةلمسألل يلمصفوفة التحوأكتب   -أ 
~~
xxA λ= ثيح :








=

12
21

A. 

 . )أ (ألة بالفقرةسة للميما هي القيم الذات  -ب 

 .)أ (ألة بالفقرةسية للمتأكتب المتجهات الذا  -ج 

 ألةسة للمي أوجد القيم الذات  -د 
~~
xAxC λ=ث حي A و. )أ ( بالفقرةءكما جا 









=

30
02

C. 
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)  مصفوفةلأية ياد القيم الذاتيجريقة لإطهل يمكنك اقتراح  .10 )ijaA=الحالة  في 
 ؟ فصلدراستك لهذا ال غير متناسقة وذلك من خلال Aن فيها العامة التي تكو

 !ح ضو

سابات بإحدى لحاوذلك بإجراءات ) 5.7(قم بالتأكد من صحة نتائج المثال  .11
 .لغات البرمجة
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 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

?1.8 
?2.8 
?3.8 
?4.8 
?5.8 
?6.8 
?7.8 
?8.8 
?9.8 
?10.8 

 
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 

 

 
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  مقدمة1.8
العادية ضلية  لدراسة المعادلات التفاض تعرن سبق له وأئ القارنيه أفا لا شك مم

 : المعادلةنى أنرال ث سبيل المعلىف. ليليةحوحلولها الت

01532

2

=−+ y
dx
dy

dx
yd 

 : بينما المعادلة؛ة وخطيةسلية عادية متجانضمعادلة تفا

072

2

=−+ x
dx
dyy

dx
yd 

 .لية عادية غير متجانسة وغير خطيةضلة تفادهي معا
 لية العادية سوف نتعرض فيضية للمعادلات التفادراستنا للحلول العددفي 

 :ع لنوالبداية للمعادلات من ا
) 1.8...... ( ( )yxf

dx
dy ,= 

)ث ية الأولى وحبعادلة من الرتلمأي  )yxf  .y وx هي دالة في ,
. ليلي تح حلإننا نقول بأننا حصلنا علىف) 1.8( استطعنا حل المعادلة وإذا اعموم
23x :  للمعادلةال، أحد الحلول التحليليةثالم فعلى سبيل

dx
dy

3xy هو = ا نذا أردإو . =
 الحل لإيجاد الآليةبات س الحا نستعملنانإف) x(مة ما ي لقة مماثل y لـ ةن معيقيمةاد يجإ
 .)كيبالتر دق الحل معندما يكونلك عذو(

من  ً لا نهائيااًصدد إيجاد حل المعادلة التفاضلية ربما نواجه عددكما نعلم ونحن ب
وط شرمثل ال الحلول، ولكي نحصل على حل واحد فقط يجب أن نعين بعض الشروط
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)  يمر بالنقطةى أن نذكر بأن المنحنلاًمث. يةدوط الحشر أو البتدائيةالا )oo yx  حيث ,
( )oo yx  .ة ما  هي نقط,

cxy ابق يكون الحل العام هوسففي المثال ال += )  اشترطنا أنوإذا 3 ) 21 =y 
13  :هو) الوحيد(يكون الحل و c=1 فإن += xy. 

ة الكافي تعيين الشروط وباستعمال نظريات المعادلات التفاضلية نجد أنه بمجرد
 . للمعادلةغير لا حدوال نحصل على ح

ق  الطرن مًضانورد بع يةدفاضلية العالتلات ادية للمعادعدل اللولح ادلإيجا
 :لي، فيما يضتخدمة لهذا الغرسالم

 ) Euler's Method (EM) (لر يوأ يقة طر 2.8

)لنفترض أن  )yxf
dx
dy oyy وأن =, oxx عند = =. 

إننا  ف تعذر ذلكوإذا بها، ن كااًليليتح  الحلمكن الحصول علىلم من انإذا كا
 .ريقة أويلرط هي طرقسط هذه الب العددية، وأرقتعمل الطسن

 بحثن أننا افترض((: تيير الآتصو الطريقة العددية يمكننا استخداميح ضولتو
ريطة  خيكون بمثابة حصولنا على إذا حصلنا على الحل التحليلي فذلك ؛بأمخن كنز ع

ة من ئدي بمثابة حصولنا على نقطة البداية وفدبينما يكون الحل الع. نزلكجاهزة ل
 .)) الهدف المنشودإلىعن طريقها نتبع الطريق الذي يؤدي  التوجيهات

) لنفترض أن نقطة البداية هي اًكما ذكرنا سابق )oo yx  :نأأي  ,

o b e i k a n d l . c o m
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( )
( )oo

yx

yxf
dx
dy

oo

,
,

= 

) الحل نأًيضا  أضفترنول )xFy ل لحان كا ذ ولوئعند. لض وقابل للتفاستمرم =
xx ندع اًمطلوب ) لينا تعيينعأي أنه ،= )xFy ]  الفترةنجزئ فإننا = ]xxo من  n إلى ,

 :حيثو  ωلفرعية بعرض قدره الفترات ا

) 2.8...... ( 
n

xx o−
=ω 

 :قاط الحدودية هين النبهذا تكوو

( )xxxxx no =,.......,,, 21 
 .ضح أسفله المو)1.8(كل ش الأنظر

 

 
 التفاضلية تادلاعددي للملعح للحل اضيوت) 1.8(كل شال
 :وكتقريب أولي، أن،) 1.8(كل ويتضح من الش
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) 3.8...... ( 
( )

( )
o

o
oo

yx xx
yyyxf

dx
dy

oo
−
−

==
1

1

,

, 

 :أو أن
) 4.8...... ( ( )ooo yxfyy ,1 ω+= 
فيما  هضح مفكوك تايلور كما سنوباستخدام الحصول على هذه النتيجة اًيمكن أيض(

 ).بعد
 :نحصل علىريقة بنفس الط

( )

( )ω

ω

111

1112

,

,

−−− +=

+=

nnnn yxfyy

yxfyy
M 

 . صغيرةωوحيث تكون 
 :تيلاحظ الآ

 .ةغيرص ωا يمكن علينا أن نختار من الخطأ أقل كوكي يل .1

 في عالوقوإلى دى ذلك أيرة وربما ثابات كس عدد الفترات الفرعية يقود إلى حازدياد  .2
 .الخطأ

 فيوقعنا وإلا ولي الأمر عناية فائقة  ننب أيج تعتمد على التي قبلها وعليه iyكل  .3
 .اباتناس كل حنتشرت في لأ بل وءمن الأخطا يرثالك

 نتكو ينماب ،نةتزمي العملية بالمس أخرى فإننا نءأخطافي بب سإذا حدث خطأ ولم ي .4
 .ذلك  غيرثتزنة إذا حد مالعملية غير
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 )Extended Euler Method (EEM) (لري أويقة طر امتداد3.8
 :يطة وجدنا أنسويلر البمن طريقة أ

) 5.8...... ( ( )( )iiiiii xxyxfyy −+= ++ 11 , 
 :رلولة تايسلسهذا يمكن مقارنته بمفكوك مت

) 6.8...... ( ( ) ( ) ( ) iiii xxFxFxF ∆′+=+1 
 لة تايلور فإنه يكون لديناسغير أنه لو شملنا ثلاثة حدود من متسل

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
!2

2

1
i

iiiii
xxFxxFxFxF ∆′′+∆′+≅+ 

 : نحصل علىةارنقوبالم

) 7.8. (..... ( ) ( )( )
2

,,
2

1
ω

ω iiiiii yxf
dx
dyxfyy ++=+ 

 .بامتداد طريقة أويلر وتضفي هذه دقة أكثر ا هي ما نسميه)7.8 (دلةلمعاوا
 :نلاحظ أن

) 8.8...... ( ( )
y
ff

x
f

dx
dy

y
f

x
fyxf

dx
d

∂
∂

+
∂
∂

=⋅
∂
∂

+
∂
∂

=, 
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 (More Extended Euler Method (MEEM))   متدادر الأكثر اطريقة أويل 4.8

ود دالح متسلسلة تايلور وشملنا وك أخرى من مفكحدودتمرينا في إضافة سلو ا
  :الأربعة الأولى أي أننا اعتبرنا

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
!3!2

32

1
i

i
i

iiiii
xxFxxFxxFxFxF ∆′′′+

∆′′+∆′+≅+ 
 :را التكرل عليص بالمقارنة نحهإنف

) 9.8...... ( ( ) ( )( ) ( )( )
6

,
2

,,
3

2

22

1
ωω

ω iiiiiiii yxf
dx
dyxf

dx
dyxfyy +++=+ 

 :وحيث نرى أن

) 10.8...... ( 

( )

2

2
2

22

2

2

2

2

2

,

y
ff

y
ff

y
f

x
f

xy
ff

x
f

y
ff

x
f

y
f

y
ff

x
f

x

y
ff

x
f

dx
d

dx
yxfd

∂
∂

+







∂
∂

+
∂
∂

⋅
∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂
∂

=









∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+







∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=









∂
∂

+
∂
∂

=

 

 .امتدادا رثلر الأكوي أيقةهي طر) 9.8(ة لد المعاتعتبرو
 .فيما يلي نورد عدة أمثلة، نطبق فيها الطرق الثلاث ومن ثم نقارن بينها

 )1.8(مثال 
):         المعادلةالاعتبار خذ فيأنل ) 10; == yy

dx
dy 

 .x=1عند yيمة قاد يجإ ليكن المطلوب هوو 
xey ال هوثا الملهذ ليليتح الحل النح أضالوامن  أو  ابهسن بصدد حح وما ن=
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718281.21رفته هو العدد مع =eبـ لاث ث الق رمزنا للطر ولوEM و EEM و 
MEEMن التكرارات للطرق الثلاث هيإعلى التوالي ف: 

( )







 +++=







 ++=

+=

+

+

+

32
1

2
1

1

6
1

2
11:

2
11:

1:

ωωω

ωω

ω

ii

ii

ii

yyMEEM

yyEEM

yyEM

 

وحيث (
N
1

=ω و Nترات ف ال هو عدد( 

 بالجدول ج الموضحةئ نحصل على النتا)2.8 (كلشوبكتابة البرنامج الموضح بال
 القيمة ج قريبة منئ أعطت نتاامتدادا ثرمنه نلاحظ أن طريقة أويلر الأكو). 1.8(

يتين وهو ما نتوقعه من هذه الطريقة من توفير للجهد المتوقعة حتى لفترتين فرع
 .والوقت ومن حصول على دقة أكبر

 
) يةاضلتف الةحل المعادل) 2.8(كل شلا ) 10, == yy

dx
dyق الثلاث خدام الطرتس با

( ) ( ) ( )MEEMYNEEEEMYEEEMYE ,,. 
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)ثة لاث القائج الطرنت )1.8 (ولدلجا ) ( ) ( )MEEMEEMEM xey الثللم ,, =. 

 
DIVS لفترات وا دثل عدتم YNEEYEEYE 1,2 الحلول و,, ERER 3 وER 
 .الأخطاء

 )2.8 (مثال

): ة نأخذ المعادللةالحاه هذفي  ) 11,2 =−= yy
dx
dy   2ونوجد الحل عند=x. 

نرى وبكل وضوح أن الحل هنا هو 
x

y 1
 .0.5بة هي  القيمة المطلونا تكوذوهك =

 :نلاث نرى أثام الطرق العددية الوباستخد

43322
1

322
1

2
1

:

:

:

iiiii

iiii

iii

yyyyyMEEM
yyyyEEM

yyyEM

ωωω

ωω

ω

−+−=

+−=

−=

+

+

+

 

)
N
1

=ω و Nالفرعيةتراتف ال هو عدد ( 
 )2.8 (ج الموضحة بالجدولئ نحصل على النتا)3.8(بكتابة البرنامج الموضح بالشكل 
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) لية العاديةض برنامج لحل المعادلة التفا)3.8 (الشكل ) 11,2 =−= yy

dx
dy 2 عند=x 

)  الطرق الثلاثباستخدام ) ( ) ( )MEEMEEMEM ,,. 

) 2.8 (ج المثالئاتن) 2.8 (ول دالج
x

y 1
=. 

 
DIVSعدد الفترات الفرعية . 

YEYEEYNEE 1,2,3. ق الثلاثبدلالة الطر  هي القيم ,, ERERERالأخطاء . 
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 )3.8(مثال 

)  :لةثال نأخذ في الحسبان المعادلمفي هذا ا ) 11,3 2 == yx
dx
dy 

 .x=2والمطلوب إيجاد الحل عند 
باستعمال الطرق  وأنه الابتدائيط شر، وهو يحقق ال3x لحل التحليلي هواأن ى نر
 :صل علىحنالثلاث 

3322
1

322
1

2
1

33:

33:

3:

ωωω

ωω

ω

+++=

++=

+=

+

+

+

iiii

iiii

iii

xxyyMEEM
xxyyEEM

xyyEM
 

)
N
1

=ω و Nالفرعيةتراتف ال هو عدد ( 
لإجراء الحسابات ) 4.8(ابة البرنامج الموضح بالشكل ت نقوم بكخرىمرة أ

 ).3.8 (ز النتائج بالجدولونبرالمطلوبة 
 :ن  أ)3.8-1.8 ( الجداولمنلاحظ 

DIVS تعملةسرعية المفو عدد الفترات اله. 
YEيقة أويلرروبة بطسمة المح هي القي EM. 

YEEيقة أويلر ربة بطو هي القيمة المحسEEM. 
YNEEوبة بطريقة أويلرس هي القيمة المح MEEM. 

1ERيقة ربة بطولمحس هو الخطأ في القيمة اEM. 
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2ERوبة بطريقة س هو الخطأ في القيمة المحEEM. 
3ERيقة روبة بطس هو الخطأ في القيمة المحMEEM. 

 
)اضلية تف الةحل المعادل) 4.8(كل شال ) 11,3 2 == yx

dx
dyق الثلاث ام الطر باستخد

( ) ( ) ( )MEEMEEMEM ,,. 
 )4.8(ل الشكبج البرنامج ئاتن) 3.8 (الجدول

 
DIVS هو عدد الفترات الفرعية. 

YEYEEYNEE  . الثلاثقالقيم للطر ,,
1,2,3 ERERER خطاءالأ. 
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 :ًلاحظ أيضا أن عدد الفترات التي تم الحساب بها هي
256,64,16,8,4,2=N 

 على  الفتراتدل هذه الحالات يكفي أن نأخذ عدثنه لمأكما يتضح من هذه الأمثلة 
كما  . ننشدها غير أنه يمكن أخذ عدد الفترات حسب الدقة التي، أقصىدكح 256أنه 

عتبار عدد من  انكيملها  بأنه من خلاًامتدادا ر، لقد تميزت طريقة أويلر الأكثاًنف آ،ذكرنا
 .ادهادمتام في طريقتي أويلر ودتخسالفترات أقل من ذلك الم

 N=8أعطت  الأولتينفعلى سبيل المثال نلاحظ بالأمثلة السابقة أنه للحالتين 
أعطت ) فقط ( N=2لـ  وفي الحالة الأخيرة ومتداداا رج طيبة بطريقة أويلر الأكثئنتا

 .االطريقة القيمة المتوقعة تمام
المعادلات  وص حلصلسلة تايلور بخسور الهام الذي تلعبه متدا نلاحظ الهكذو

 لىعول صمكنا الحود يدبر من الحك أدافة عدض ومن خلال إاً؛التفاضلية العادية عددي
 .ةطلوبلمة اقالد

 )Modified Euler Method (MEM) (ريقة أويلر المعدلة ط5.8
وذلك ) Single-Step( ذات الخطوة المفردة قابقة كلها بالطرس القلى الطرعيطلق 

الطرق   فياً أيضافترضنا. اباتستعمل نقطة واحدة في كل خطوة من الحسلأنها ت
ليه عبالضبط وًس صحيحا ليأن هذا   غير؛قة ثابتة في كل فترة فرعيةشت المنالمذكورة أ

من  ًالفرعية بدلا نلجأ لطريقة أخرى حيث نتعامل فيها بمتوسط المشتقة في الفترة
 : بالآتي الطريقة المعدلة نقومهند إحدى النقاط وعليه وفي هذعالمشتقة 
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) نبدأ بالنقطة .1 )ii yx ) تعمل طريقة أويلرس ثم ن, )EM1اب س لح+iy1 تماثل  التي+ix 
 ).Predictor(ئ مى بالمنبسوهذه القيمة ت

 )Corrector (ححلمصوة اطوة هي خطلخهذه ا .2

)م تخدسن .3 )11 , ++ ii yx ساب لح( )11 , ++ ii yxfقيمتين للسط ب المتوسم نح ث
( )ii yxf ) و, )11 , ++ ii yxf . 

وتكون   المتوسط المحسوب للمشتقةباستعمال ونحسبها ولكن iy+1 لـ الآنعنرج
 . القيمة المتوقعةهيالقيمة المحسوبة 

وهذه الطريقة بالذات تسمى . مثل هذه الطرق تسمى بطرق المنبئ والمصحح
 :فعلى سبيل المثال لو كانت. بطريقة أويلر المعدلة

( ) ( ) 10,, === yyxfy
dx
dy 

 :ن أي أ؛رعية واحدةفترة ف عدد الفترات الفرعية عبارة عن نوأ

1
1

01
=

−
=ω 

 :فإن

( ) 2,01 =+=+= oooo yyyxfyy ω 
 : و ذلك كما يلي متوسط المشتقة على الآنصلحن

( )
( ) ( ) 22,1, 11

, 11

=== fyxf
dx
dy

yx
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 :و بذلك  فإن

5.1
2

12
=

+
=

dx
dy 

5.25.101   :و منها نرى أن =+= wyy 
 .بة بطريقة أويلرووهي قيمة أقرب للقيمة الصحيحة من القيمة المحس

 :تطيع تلخيص طريقة أويلر المعدلة في الخطوات التاليةس ناًوعموم
)احسب  .1 )ωiiii yxfyy ,1 +=+. 

)احسب  .2 )11 , ++ ii yxf ثم ( ) ( )( )iiii yxfyxf ,,
2
1

11 +++. 

 احسب .3

) 11.8...... ( ( ) )),(,(
2 111 +++ ++= iiiiii yxfyxfwyy 

 . ةأعد الكرو
  والحصول)5.8 (ابق يمكننا كتابة البرنامج الموضح بالشكلسال الث الموباعتبار

 فتهاضتطيع تبين مدى الدقة التي أسومنها ن) 4.8 (حة بالجدول ضج الموئعلى النتا
ت فترا  ثمانيوباستخدامالطريقة مقارنة بطريقة أويلر حيث نرى أنها أعطت دقة كافية 

فترة  256 باستخدام ول إليها بطريقة أويلرصلاحظ أن الدقة المماثلة يمكن الو(فرعية 
 طريقة أويلر نرى أن الدقة، في هذا المثال ، تكاد تكون بامتداد ولكن مقارنة  ).فرعية

 .اًع تقاربأسرميع والجمن قاربة بينما نرى أن طريقة أويلر الأكثر امتداد أدق مت
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)برنامج يقوم بحل المعادلة ) 5.8(الشكل  ) 10, == yy
dx
dy 1 عند=x وذلك 

 .MEMباستخدام طريقة أويلر المعدلة 
 )5.8 (كلشج البرنامج بالئ نتا)4.8 (الجدول
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DIVSعدد الفترات الفرعية  . 
E وبةسالقيمة المح. 

ER وبةسالخطأ في القيمة المح. 
 )Milne’s Method (MM)( طريقة ملن 6.8

ًرجعنا للوراء قليلا لنذكر بأننا استخدمنا طريقة المنبئ والمصحح عندما قمنا لو 
 :بتعديل طريقة أويلر واستخدمنا التكرار

) 12.8...... ( ( )ωiiii yxfyy ,1 +=+ 
 :للمنبئ بينما استخدمنا التكرار

) 13.8...... ( ( ) ( )[ ]11 ,,
2 ++ ++= iiiiii yxfyxfyy ω 

 .كمصحح
 :الآن نعود للعلاقة

) 14.8...... ( ( ) ( )yxf
dx

xdF
dx
dy ,== 

 :صل على وذلك باستخدام طريقة سمبسن لنحix+1 إلى ix−1ونكاملها من 
( ) ( )∫∫

+

−

+

−

=′ 1

1

1

1

,i

i

i

i

x

x

x

x
dxyxfdxxF 

 :أو أن
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) 15.8.... (. ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]111111 ,,4,
3 ++−−−+ ++=− iiiiiiii yxfyxfyxfxFxF ω 

)ولو افترضنا أن  ) ( )1111 , −−++ ≅≅ iiii xFyxFy 
 :فإن المصحح يصبح على النحو

) 16.8...... ( ( ) ( ) ( )[ ]111111 ,,4,
3 ++−−−+ +++= iiiiiiii yxfyxfyxfyy ω 

 يمكننا استخدام iy+1اد  إلى اليمين وعلينا إيجاده، ولإيجiy+1حيث وضعنا المنبئ 
 :ئ التالي المنبباشتقاق حيث قام ئ؛عفنا بالمنبسي) ملن (طريقة أويلر ولكن 

) 17.8...... ( ( ) ( ) ( )[ ]221131 ,2,,2
3

4
−−−−−+ +−+= iiiiiiii yxfyxfyxfyy ω 

 وكما هو). نلم(يقة ر طنيكونا) 16.8(المصحح و) 17.8(ئ بنمعادلتا المو
 :هيً مسبقا و yلـ بع قيم معرفة أرريقة لطح تتطلب اضوا

iiii yyyy ,,, 123 −−− 
قبلها اً بنفسها ولا بد أن يتم استخدام طريقة يئ تلقالا تبدأ) ملن(وعليه فطريقة 

 .ع القيم الأربه هذلىعل للحصو
ذات  رل أويبطريقةات مقارنة طولخ الطريقة طريقة متعددة اهوهكذا نرى أن هذ

 وعند ،من أنها غمرعبية بالشت سة ليقيرطل اهه الأسباب نجد أن هذذله. دةرالخطوة المف
 .ج جيدةئ تعطي نتا،إمكانية العمل بها

 :ي للخطأ وهذه هرادمص أنه توجد ثلاثة وعند هذه النقطة نود الإشارة إلى
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الخطأ قابل ى هذا بخطأ البتر وهذا النوع من ها ويسمسناتج عن الطريقة نفلالخطأ ا .1
 .للتحليل

ا النوع ذه؛  العمليات الحسابية الكثيرة التي نقوم بهانا عذر هدتقريب ويصخطأ ال .2
 .اًقابل للتحليل أيض

)  ويرجع ذلك إلى أن كلالانتشارخطأ  .3 )ii yxf   وقبلها  محسوبة تعتمد على التي,
بب سبل وقد ت ي فحسبئ الجواب النهاتى الأخطاء الأولية لا تتراكم حذهمثل ه
 ععب التتبص ولالتحلي وهذا النوع من الخطأ معقد. يدةجدأخطاء أخرى  في اًأيض

ابات وكذلك يتم سفي الح ، تستعمل الدقة المضاعفةالإمكانولمعالجته  قدر 
 . حاسبات أكبراستخدام

فعلى سبيل . ونحاول أن نصححه  تخمين خطأ البترإلىفي معظم الحالات نلجأ عادة 
 :هو، بالنسبة لطريقة ملن ، iy المثال يكون الخطأ في القيمة

) 18.8...... ( ( ) ( ) 54 ,
90
1

ωiii yxfE ≅ 
 .Hamming’sصحيح هامينج تالحالة يسمى به ذ هفيوالتصحيح 

 )Runge-Kutta Method (RKM) ( كوتا-جطريقة رن 7.8
متعددة  (MM) )ملن(ن طريقة أذات خطوة مفردة و (EM)ويلر ن طريقة أإحيث 

 وتتميز ؛(RKM)  كوتا– في واحدة وهي طريقة رنج الاثنتين فلقد تم توحيد ،طوةالخ
 تأخذها طريقة التيالحسابات  هذه الطريقة بأنها أجود وأدق وبأنها تأخذ نفس مقدار
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يقة أخرى ر ذاتية البدء ولا تحتاج لطو) نمل(طريقة   مناتزانار ثنها أكأ كما. اًأويلر تقريب
 .اًيها أقل  وضوحفيقة أن تحليل الخطأ رعلى الط ذبيد أنه يؤخ. هائلبد

  علىمعتمدة بذلك 5و 4، 3، 2 كوتا متعددة الرتب فهي برتبة -ة رنج قوطري
ثر شعبية هي تلك يقة الأكر والط؛كوك تايلورف من الحدود التي يتم اعتبارها مدعد

على سرد نا ذات الرتبة الرابعة؛ وحيث إن برهانها صعب وطويل فإننا سوف نقتصر ه
 .طقج فئاتالن
] ةئ لو قمنا بتجز     ]xxo  ولو ،فرعية ةتر من الفترات الفرعية فعند كل فn إلى ,

 :التالية ريةاإننا نقوم بإجراء العمليات التكرف كوتا، -استخدمنا طريقة رنج 
) 19.8...... ( [ ]43211 22

6
1 kkkkyy ii ++++=+ 

 :حيث
) 20.8(a......  ( )ωii yxfk ,1 = 
) 20.8(b......  ωω 






 ++= 12 2

1,
2
1 kyxfk ii 

) 20.8(c......  ωω 





 ++= 23 2

1,
2
1 kyxfk ii 

) 20.8(d......  ( )ωω 34 , kyxfk ii ++= 
 :ي تلك ذات الإحداثي السيني نقاط وهة عدلتعمسة تريقلاحظ أن الط

ωω ++= iii xxxx ,
2
1, 
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وسهلة متزنة يقة وقهذه الطريقة شعبية ود.  الوسطها الخطواتسفن بتكون نهاإلا أ
 .اًبيس نالبرمجة على الحاسب الآلي

 )4.8(مثال 
 :ة المعادلخذأنل

( ) 11;2 =−= yy
dx
dy 

 .x=2د ن عبالحل مطلوو
 بالشكل نكتب البرنامج الموضح). 2.8(هذا المثال يحتوي على نفس معادلة المثال 

والتي من ) 5.8(لو قمنا بذلك و نفذناه لحصلنا على النتائج الموضحة بالجدول ). 6.8(
أي أننا . (RKM)خلالها نرى  الدقة المتناهية التي نحصل عليها باستخدام هذه الطريقة 

 .حصلنا على نتائج أفضل مما هي بالطرق السابقة
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لدالة ل) RKM(طريقة ) 6.8(الشكل 

x
y 1

=. 
 )6.8(نتائج البرنامج بالشكل ) 5.8(الجدول 
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 )5.8(مثال 

xyأوجد حل مسألة القيم الابتدائية   
dx
dyyx oo −===  x=1 وذلك عند 1,0

2 وقارن بقيم ω=1.0 كوتا؛ خذ -بطريقة رنج
2x

e
−. 

 :الحل
و نقوم بتنفيذه لنحصل على النتائج ) 7.8(نكتب البرنامج الموضح بالشكل   

 :ومنها نرى أن ) 6.8(بالجدول 
( ) 2

1
606531.01 −

== ey 

 
 .Cبلغة ) 5.8( المثال –) 7.8(الشكل 
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 .Cبلغة ) 5.8( نتائج المثال –) 6.8(الجدول 

 
 

 ) 6.8(مثال 

xأكتب برنامجا حاسوبيا يستخدم طريقة رنج كوتا لحل المسألة 
dx
dy cos= بالشرط 

)الابتدائي  ) 00 =F وإيجاد قيمة y2 عند
π. 

 :الحل
) 7.8(بلغة فورتران والنتائج معطاة بالجدول ) 8.8(البرنامج موضح بالشكل   

 :وحيث نرى أن

( ) 12 =πy 
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 .بلغة الفورتران) 6.8( المثال –) 8.8(الشكل 

 .بلغة الفورتران) 6.8( نتائج المثال –) 6.8(الجدول 

 
فيعطي ) 7.8(، أما الجدول )6.8( لنفس المثال Cرنامجا بلغة يوضح ب) 9.8(والشكل 

 .نتائج تنفيذ هذا البرنامج
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 .Cبلغة ) 6.8( المثال –) 9.8(الشكل 

 
 .Cبلغة ) 6.8(نتائج المثال –) 7.8(الجدول 

 
 )7.8(مثال 

xyأعد حل المثال   
dx
dyyx oo −=== كوتا وطريقة أويلر - بطريقة رنج1,0

 . ؛قارن بين الطريقتينx=1المعدلة وذلك عند 
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 :الحل
كوتا وأويلر المعدلة فنكتب البرنامج بالشكل -نقوم بحل المسألة بطريقتي رنج

وحيث نلاحظ ) 8.8( تنفيذه على النتائج بالجدول دبلغة باسكال لنحصل بع) 10.8(
والشكــــــــــلان . كوتا أقل–تقارب الحل بالطريقتين وأن الخطأ في طريقة رنج 

 ).ــــ(مع الحل التحليلي ) l(يبين تطابق الحل العددي ) 12.8(و) 11.8(

 
 بلغة باسكال) 7.8(المثال ) 10.8(الشكل 
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 بلغة باسكال) 7.8(نتائج المثال ) 8.8(الجدول 

 

 
 ]كوتا-رنج) [7.8(مقارنة مع الحل التحليلي للمثال ) 11.8(الشكل 
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 ]أويلر المعدلة) [7.8(مقارنة مع الحل التحليلي للمثال ) 12.8(الشكل 

 

) اعتماد قيمة) 13.8(ًنعطي أيضا بالشكل  )1y على ω حيث نلاحظ أنه كلما ،
 . كلما كانت القيمة أقرب إلى القيمة المتوقعة و هو أمر واضحωصغرنا في 

 
 ]أويلر المعدلة) [7.8( للمثال ω على yاعتماد ) 13.8(الشكل 
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) 10.8(و ) 9.8(و الجدولين ) 15.8(و ) 14.8(نوضح أيضا في الشكلين 
ولكن بطريقة بيسك المرئية وحيث نصل فيهم إلى نفس ) 7.8(برامج ونتائج المثال 

 .النتيجة المتوقعة

 
 )أويلر المعدلة(يسك المرئية بلغة ب) 7.8(المثال ) 14.8(الشكل 

 

 )أويلر المعدلة(بلغة بيسك المرئية ) 7.8(نتائج المثال ) 9.8(الجدول 
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 )كوتا-رنج (بلغة بيسك المرئية ) 7.8(المثال ) 15.8(الشكل 

 
  )كوتا-رنج( المرئية بلغة بيسك) 7.8(نتائج المثال ) 10.8(الجدول 
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   رتب عليامعادلات تفاضلية من 8.8
 تفاضلية من الرتبة الأولى يمكن أن معادلاتإن الأسباب التي جعلتنا نعالج 

 :تتلخص فيما يلي
سهولة معالجة مثل هذه المعادلات واعتبارها الخطوة الأولى نحو معالجة بقية   )أ 

 .تحوي معادلات من الرتب العلياالمسائل التي 

 .في حقول شتى) بمعادلات من رتبة أولى(شيوع مثل هذه المسائل   )ب 

إمكانية تحويل المعادلات من الرتب العليا إلى مجموعة من المعادلات من الرتبة   )ج 
 .الأولى كما سنوضحه فيما بعد

 :في كثير من الحالات تواجهنا معادلات تفاضلية من النوع

) 21.8..... (. ( )yx
dx
dya

dx
yda

dx
yda n

n

nn

n

n ,...... 11

1

1 ϕ=+++ −

−

− 

yوبحيث تعطي القيم الابتدائية للكميات 
dx
dy

dx
yd

n

n

,,....,1

1

−

. ox عند نقطة ما −
ولو استطعنا تحويل .nأي أن المسألة التي لدينا تشمل معادلة تفاضلية عادية من الرتبة 

ا مم الاستفادةفإنه يمكننا عادلات الآنية من الرتبة الأولى؛ هذه المعادلة إلى مجموعة من الم
اد حل يجمن الرتبة الأول وإ ليةضاتفتمت دراسته حول الحلول العددية للمعادلات ال

 .اسةرت الدألة تحسالم
 :رةعلى الصو) 21.8(ة عنا المعادلضكن، لو ومما ذهو
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) 22.8...... ( ( ) ( ) ( )( )121 ,....,,,, −= n
n

n

yyyyxf
dx

yd 
 :حويلات التاليةنقوم بالتثم 

( ) ( )( )
( ) ( )( )

( ) ( )( )11
1

21
23

11
12

1

−
− ==

==

==

=

n
nn yyy

yyy

yyy
yy

M

 

 :عندئذ نرى أن
) 23.8...... ( ( ) ( ) ( )n

n
n yyyxfyy ,....,,, 21
1 == 

 :يمن الرتبة الأولى و هية نلات الآداع من المnلنا على صى أننا حوهكذا نر
( ) ( ) ( )

nn yyyyyy === −
1

13
1

22
1

1 ,, 
 و

( ) ( )nn yyxfy ,....,, 1
1 = 

 )8.8(ال ثم
 :ا المعادلةندي لنلو كا  

2
2

2

y
dx
dy

dx
yd

=+ 
  المعادلة من الرتبة الثانية إلى معادلتين من الرتبة الأولىه تحويل هذنا يمكننهإف

 :ليلك كما يذو
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yyنضع  ) و 1= )1
12 yy  : ومنها نرى أن=

( )
1

2
2

1
2 yyy −= 

)طينا قيم ًوهكذا نوجد الحل عدديا إذا ما أع )yy  و 1=





=

dx
dyy2 عند نقطة 

 .ابتدائية ما
ضلية  من المعادلات التفاn إلى n نستطيع تحويل أي معادلة من الرتبة اًوعموم

 :ية من الشكل نالآ
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )nnn

n

n

yyyxfy

yyyxfy
yyyxfy

,....,,,

,....,,,

,....,,,

21
1

212
1

2

211
1

1

=

=

=

M
 

المختلفة التي  ذ نستطيع تطبيق الطرقئبعد. ية من الرتبة الأولى لضاتفوهي معادلات 
بالعمليات   كوتا، ونقوم-سبق وأن تمت دراستها بالبنود السابقة كطريقة رنج 

  .رية على كل معادلةاالتكر
 : يليكماك ويمكن توضيح ذل

 ايتان همنلو كانت المعادلتان الآ
( ) ( )
( ) ( )zyxfz

zyxfy

,,

,,

2
1

1
1

=

= 

 : هماRKMريتين ، باستخدام طريقة اكرفإن العمليتين الت
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[ ]43211 22
6
1 kkkkyy ii ++++=+ 

 و

[ ]43211 22
6
1 llllzz ii ++++=+ 

 :حيث
( )
( )

ωω

ωω

ωω

ω
ω







 +++=







 +++=







 +++=

=
=

2213

1122

1112

21

11

2
1,

2
1,

2
1

2
1,

2
1,

2
1

2
1,

2
1,

2
1
,,
,,

lzkyxfk

lzkyxfl

lzkyxfk

zyxfl
zyxfk

iii

iii

iii

iii

iii

 

( )
( )ωω

ωω

ωω

3324

3314

2223

,,
,,

2
1,

2
1,

2
1

lzkyxfl
lzkyxfk

lzkyxfl

iii

iii

iii

+++=
+++=







 +++=

 

  متسلسلة تايلور لإيجاداستخدام أنه يمكن  ختام هذا البند نود أن نشير إلىفي
 : الآتي هذه الطريقة بالمثالاستخدامنوضح .  المعادلات الآنية التي حصلنا عليهاحلول
 )9.8(مثال 
)ين أوجد الحل العددي للمعادل   ) ( ) zyyz == 11 ً علما بأن x=1.0 عند ,

0,1 == oo yz 0 عند=ox. 
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 :الحل
 : نرى أن) لة هذه الحان فييأو ماكلور(لور يات ك مفكونم

( ) ( ) ( ) ........
!3!2

3
3

2
2

1 ++++= oooo yxyxxyyy 
 و

( ) ( ) ( ) ........
!3!2

3
3

2
2

1 ++++= oooo zxzxxzzz 
 تلفة عندختقات المشيم المقاد يج علينا إx=1.0 عند ,yzيم قولكي نوجد 

0=ox ابها كما يليسولكن هذه يمكن ح؛: 
 :حيث أن

( ) ( ) zyyz == 11 , 
) ض، نجد أنيعوت بال،إنهف ) 10

1 == zyo و ( ) 01 == oo yz. 
 :لىعل الآن المعادلتين الآنيتين لنحصل ضنفا

( ) ( ) yzy == )  و 12 ) ( ) zyz == 12 
 :ن نجد أنهاوم

( ) 02 =oy  و  ( ) 12 =oz. 
 : أخرى لنحصل علىنفاضل مرة

( ) zy )  و 3= ) yz ) ومنها 3= ) 13 =oy  و  ( ) 03 =oz. 
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 .وهكذا..... 
 : حيث نرى أنو  x=1.0 عندz  وyاب سع حيطتسنلور ياتمفكوك إلى وبالرجوع 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ........3
!3
1.01

!2
1.001.01

........1
!3
1.00

!2
1.011.00

32

32

++++=

++++=

z

y
 

1002.0,005.1                                      :أو أن  ≅≅ yz 
معتمدة  تقةشل العددي كانت كل ملحد اايجلإ الطريقة هذه باستخدام أنه لاحظ

قع في ن لا تىالدنيا ح اتشتقاب المسابقة وبذلك يجب الحذر في حسعلى قيم المشتقات ال
 .أ الذي سينتثر إذ حدثطالخ

 )Shooting Method (الرمي يقةطر 9.8

لرتبة  الية العادية مناضتفل المعادلات اللتفصيل، حلواعض ب سبق، وبما فيادرسن
 yقيمة  هو(  يتعين علينا معرفة ثابت واحددد الحل الوحييجا رأينا أنه لإدالأولى ولق

تبة الثانية علينا رال لية منضبالمثل لإيجاد حل المعادلات التفا). ية مائعند نقطة ابتدا
 . . .معرفة ثابتين وهكذا 

 :وابت أو القيم معرفة كما يليث الههذن  المعتاد تكوفي
القيم  المسألة بمسألة ية وتسمىالبداة عند نقطة طاتكون الدالة أو مشتقتها مع .1

 : مثلالابتدائية
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( ) 0,00;0
0

2

2

===+
dt
dxxx

dt
xd 

النقاط  ذههون ك تاتلفتين وعادة ممخ  الدالة أو مشتقتها معرفة عند نقطتينتكون .2
ألة القيم سالمسألة بم الحالة تسمى ههذ  وفيسألة؛حدودية أي عند حدود نطاق الم

 :ألةسالحدية كالم

1002

2

≤≤=+ xy
dx

yd 
)و                                           ) ( ) 11,00 == yy 

الهندسة   و كالفيزياءتىة وبميادين شديدعل التي تدخل ضمن هذا النطاق ئاسوالم
 . و مسائل الجهد وغيرها مثل تدفق الحرارة والحركة الاهتزازية

 ،مثل  بعض الطرقاستخدامفي هذا البند والبند الموالي ندرس الكيفية التي يتم بها 
 لإيجاد حلول الآنية، من المعادلات مجموعةيقة الرمي وطريقة الحل من خلال طر
 .لية العاديةضافلحدية بالمعادلات التالقيم ا لئاسم

 :لياتلنأخذ المثال ال
 )10.8(ال ثم

  :ألة القيم الحديةسأوجد الحل العددي لم  

( ) ( ) ( ) 13,21;512

2

−===−− yyxyx
dx

yd 
 .الرمي يقةخدام طرستوذلك با
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 :الحل
) يمةقة فاضا، بالإن لدينكا لو ) ( )11yيم  قألةسألة مس هذه الماعتبارا ن لاستطع
) وyية في ن معادلات آويلها إلىتحابقة بعد س القاها بالطرن ولعالجابتدائية )

dx
dyy =1. 

لقيمة  مينتخا بعملية نم قوعليه لو. x=3,1 عند yقيم  ا هونمعلوم لدي ولكن ما هو
( )1y 1 دنع=x لـ سوبةحابق القيمة المطى مدى تنر ل،اباتسا بالحنثم قم ( )3y ع وم 

 . عناء المطلوب بعد بعضنىلتمكنا من الوصول للمنح،القيمة المعطاة
)دعنا نأخذ  ) ( ) 5.111 −=y  ابتدائية ألة قيم سألة كمسلو قمنا بحل الم؛عندئذ

) ضضنا الطرف عنوغ )3yلحصلنا على  ( ) 811.43 =y.) استعملنا لاحظ أننا
2.0=∆x(  وهي قيمة عالية مقارنة بالقيمة المعطاة( ) 13 −=y .نحاول بقيمة أخرى 
)لـ ل قأ )1y لثم ( ) 31 −=y.إذا فعلنا ذلك حصلنا على  ( ) 453.03 =y،يمة ق اًأيض  وهي

 . ولكنها معقولةابيسكبيرة ن
  الخطي،ستكماللآن ولتخمين القيمة السليمة والتي توصلنا للحل نستعمل الاا  

) ، لنحصل علىمن خلال القيمتين السابقتين ) 13 −=yعلى  لص كما نح؛ بالضبط
 . )11.8(بالجدول ضح ل المومنحنى الح

 ريقة الرميط باستخدام) 10.8(ال ثالحل العددي للم )11.8(الجدول
x 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 2.2 2.4 2.6 2.8 3.0 

y 2.0 1.348 0.787 0.305 -
0.104 

-
0.443 

-
0.712 

-
0.908 

-
1.026 

-
1.06 

-
1.0 
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 نيمك  كما؛ الرميبب في تسمية الطريقة بطريقةسن خلال هذا المثال يتضح الم
يستخدم عند رمي   في هذه الطريقة وبين مااستخدامهتبين العلاقة الوطيدة بين ما تم 

 : الخطوات التالية يمكننا تلخيص الطريقة فياوعموم. ف المدفعيةئالقذا
 . كافيةوطشر بافتراض ابتدائيةيم قألة س متكونيم حدية حاول أن قألة سلحل م .1

 الحدود دنوط عشرة مع البوس القيمة المحنارقديدة ولة الجد المعاه حل هذجدأو .2
 .ىالأخر

 .الحدية كلهائية حتى تحصل على تطابق مع الشروط  القيم الابتداهيير هذغد تعأ .3

 )11.8(ال ثم
 : الحديةمقي الةألس الرمي أوجد حل ميقة طرًعملاستم

( ) ( ) 0179.1031752.11;2

2

=== yyy
dx

yd 
 :الحل

لذي  وا)16.8(ل لشكح أسفله باضامج المو على ما تم التقديم له نكتب البرنءبنا
) لـ 2x و y لـ 1x تعملسي )

dx
dyTx  SUBROUTINE البرنامج الفرعيتخدم سكما ي =

RKSYST (DERIVS,TO,H,XO,XEND,XWRK,F,N) ي يحسب حلول لذوا
وهذا بدوره يستعمل ؛ كوتا- رنجلات الآنية من الرتبة الأولى بطريقةمجموعة من المعاد

 . يحسب المشتقاتلذي اSUBROUTINE DERIVS (X,T,F,N)نامج الفرعي البر
نرى  ج المتحصل عليها بإجراء البرنامج المذكور، ومنهئوضح النتا ي)12.8(الجدول 
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الأخطاء  لاحظ أن طريقة الرمي، حيث نباستخداممدى الدقة التي حصلنا عليها 
xy ا نقارن الحل بالحل التحليليم عندًجدايرة صغ sinh=. 
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 .يباستخدام طريقة الرم) 11.8(حل المثال ) 16.8(الشكل 
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 .باستخدام طريقة الرمي) 11.8(نتائج المثال ) 12.8(الجدول 

 
 

 )11.8(   لنفس المثالCنعطي برنامجا حاسوبيا بلغة ) 17.8(في الشكل
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 Cبلغة ) 11.8( المثال-)17.8(الشكل

o b e i k a n d l . c o m



 ■ ■  ■ ■   
  

  313  

 .Cباستخدام طريقة الرمي بلغة ) 11.8(نتائج المثال ) 13.8(الجدول 

  

  

 
لنفـــــس ) دلفي(برنامجا حاسوبيا بلغة بيئة التطوير) 18.8( الشكلكما نعطي في

 )14.8( و نتائج تنفيذ هذا البرنامج معطاة بالجدول).11.8(المثال
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 بلغة دلفي) 11.8( المثال-) 18.8(الشكل
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 .باستخدام طريقة الرمي بلغة دلفي) 11.8(نتائج المثال ) 14.8(الجدول 

 
؛أما )19.8(أخيرا نعطي برنامجا حاسوبيا لنفس المثال بلغة بيسك و ذلك بالشكل

 ).15.8(النتائج فهي معطاة بالجدول
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 بلغة بيسك) 11.8( المثال-) 19.8(الشكل
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 .باستخدام طريقة الرمي بلغة بيسك) 11.8(ثال نتائج الم) 15.8(الجدول 

 
 )Finite Difference Method( طريقة الفروق المحدودة 10.8

كما نعلم، يمكن كتابة مشتقة دالة بدلالة الفروق المحدودة وبذلك يمكننا 
 Difference Equationالتعويض عن المشتقة بهذه الفروق ونحصل على معادلة فرقية 

ًبدلا من معادلة تفاضلية؛ وحلول هذه المعادلة الفرقية هي الحلول التقريبية للمعادلة 
 .المطلوبة

ال ثالملنعتبر نفس . نحيا من الأكثيريقة أفضل من الطريقة السابقة في روهذه الط
 :ألة سولنأخذ نفس الم) 10.8(ابق سال

( ) ( ) ( ) 13,21;512

2

−===−− yyxyx
dx

yd 

 عن وضع نه  من الأمامية والخلفية وعليأدقنها إ يثركزية حلنعمل بالفروق المو

dx
dy 2 و

2

dx
yd بالمعادلتين: 
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( )

( )2
2

11
2

2

211

2

2

hO
h

yyy
dx

yd

hO
h

yy
dx
dy

iii

xx

ii

xx

i

i

+
+−

=

+
−

=

−+

=

−+

= 

 : علىانصللة المعطاة لحدعوضنا في المعا  لو.x يمقابتة بين ثيمة الخطوة القهي  h و

ii
iiii xyx

h
yyy

=





 −−

+− −+

5
1

2
2

11 

 :أو أن

iii
i

i xhyyxhy 2
1

2
1 5

12 =+













 −+− +− 

iyyع ضوحيث قمنا بو ixx  و= هذه  كلة حلش أمام منن الآحنفوهكذا . =
] ية في الفترةقالمعادلة الفر ]3,1∈x. 

=∆=5.0  نأخذلاًث م عدد من الفترات الفرعية، الفترة إلىمنقس xh فتكون بذلك قيم 
xهي : 

3,5.2,2,5.1,1 54321 ===== xxxxx 
 : حدة وذلك كما يلي علىix لـ رة ظلة منادنكتب كل معاو

5.12لـ  == xx 

( )5.1
2
1

2
1

5
5.11

2
1

2
12 321 






=+














 −






+− yyy 

23لـ  == xx 
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( )2
2
1

2
1

5
0.21

2
1

2
12 432 






⋅






=+














 −






+− yyy 

5.24لـ  == xx 

( )5.2
2
1

2
1

5
5.21

2
1

2
12 543 






⋅






=+














 −






+− yyy 

21وحيث أن  =y 15 و −=yفإنه بالتعويض نحصل على : 















−
=

































−
−

−

625.1
5.0
625.1

125.210
1150.21
01175.2

4

3

2

y
y
y

 

964.0,424.0,552.0     :ن نجد أت هذه المعادلالحبو 432 −=−== yyy 
 اطةسفإننا نلاحظ أنه بالرغم من ب) الرمي(ة الأولى ولو قارنا بحلول الطريق

قيمة  وهذا يعني بالطبع أن اختيار.  إلا أن الحلول كانت معقولة) نقاطخمس(ة ئالتجز
h 2.0 ناترخا وعليه لو. له دور كبير في الحصول على تقريب دقيق=h  وقمنا بإجراء

ج ئل على النتاحصن  فإنناyـ ذكورة أعلاه وحسبنا القيم المختلفة لنفس الخطوات الم
 الطريقة وطريقة  هذه مقارنة بيناًوالذي يوضح أيض) 13.8(الموضحة بالجدول 

 .الرمي
=∆=2.0اختيار وهكذا نلاحظ أن  xh أن مقدار اً نلاحظ أيض . فى دقة أكثرضأ

 .وذلك من خلال الطريقة المستخدمة 2hب مع الخطأ يتناس
 

o b e i k a n d l . c o m



 ■ ■   ■ ■   
  

 322  

  الفروق المحدودة وطريقة الرميريقةط باستخدام)) 10.8(ال ثالم (yقيم ) 16.8(الجدول

x y )الفروق المحدودة(  y )الرمي(  

1.0 2.0 2.0 

1.2 1.351 1.348 

1.4 0.792 0.787 

1.6 0.311 0.305 

1.8 -0.097 -0.104 

2.0 -0.436 -0.443 

2.2 -0.705 -0.712 

2.4 -0.903 -0.908 

2.6 -1.022 -1.026 

2.8 -1.058 -1.060 

3.0 -1.000 -1.000 

 :في ختام هذا البند نلخص خطوات طريقة الفروق المحدودة فيما يلي
بالتعويض عن لك تبدل المعادلة بمعادلة فرقية وذسلة قيم حدية، نمسألإيجاد حل  .1

 .المشتقات بدلالة الفروق المركزية

كل د عن عية مناسبة متساوية ونكتب المعادلة الفرقيةفر الفترة إلى فترات نجزئ .2
 .ةفمعرو نقطة حيث الدالة غير

 .حل المعادلات الآنية الناتجةنوجد  .3
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 )8 (ن يارتم
 

 .ًثر امتداداقارن بين طريقة أويلر وامتدادها والأك .1

 كوتا؟- رنجوطريقة) ملن (ية بين طريقة أويلر وطريقة سوق الأساما هي الفر .2

 القيم الحدية؟ لئوفي حل مسابتدائية ل القيم الائ المستعملة في حل مساقما هي الطر .3

 ئلاسالم كوتا أوجد حل- طريقة أويلر وأويلر المعدلة وطريقة رنج باستخدام  .4
 :التالية

)   )أ  ) ( ) ?2,00cos === πFFx
dx
dy. 

)  )ب  ) ( ) ?1,113 2 =−=−= FFx
dx
dy. 

 .قارن أجوبة الطرق المختلفة و ناقش 

 :يةئابتدسألة القيم الامحل أوجد  .5

1,0; ==−= oo yxxy
dx
dy. 

2قارن بقيم  (ω=1.0خذ . x=2وذلك عند 
2x

e−( 

  معطاةt ن والزمI ر والتيا Vدرة كهربية إذا كانت العلاقة بين الجهئفي دا .6
 : بالمعادلتين

I
cdt

dVV
Ldt

dI 1,1
−== 
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oII؛ وإذا كان  المعنيةةرتخص الدائبت اثو ,Lcحيث    oVV و)0(= =)0( . 
في هذا إليها لطرق العددية المختلفة التي تم التطرق  ااستخدامف كيفية صفأو  

VI لإيجاد فصلال  .t<0 عند أي لحظة زمنية ,

نصف  ك يساوير مادة بهواء متحدل تبريد يكون معيدمن قانون نيوتن للتبر .7
 هي الهواءرة حراجة درذا كانت  إو. ارة المادة وتلك للهواءرالفرق بين درجة ح

Ko300  0  اللحظةعندوأنه=t كانت درجة حرارة المادة Ko370أحسب ف  
 .Ko310 لـ جة الحرارة مساويةر تكون دتىم

بت اثوحيث (دد السكان  ععمما يتناسب بلد إذا علم بأن معدل الزيادة في سكان  .8
 فأحسب متى .نةس 50كان تضاعف في سأن عدد الو) 01.0 يساوي k التناسب

 .صليينكان الأسال الث ثلاثة أمنكاسيصبح عدد ال

 :يةية التالئابتدألة القيم الاسقق مالتي تح، x=4  عند،yحسب قيمة ا .9

( ) 10,1,2

2

=−== y
dx
dyy

dx
yd

o

 

 ).e−4 القيمةبتك باج إنارق(   

باستخدام طريقة الرمي وطريقة الفروق المحدودة، أوجد حل مسألة القيم الحدية  .10
 :التالية

( ) ( ) 12,10,02

2

===+ πyyy
dx

yd 
 .)hلـ  قيمة مناسبة استعمل (أوجد الحل التحليلي وقارن
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 
?7.9 
?8.9 
?9.9 
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  مقدمة1.9
 ندسة وبمجالات عدة داخل نطاق هذالهل في الفيزياء وائيقع العديد من المسا

ة وغيرها يؤول يلموج ال تدفق الحرارة والمعادلةئاسن مأ المثال نرى لبيس فعلى فصللا
 للحلول العددية انولي اهتمام  وعليه وجب أن؛يةئضلية جزتفاادلات  حل معإلىحلها 

 . المعادلاتهذله
 :تيلات التفاضلية الآدبعض الأمثلة على المعا

02

2

2

2

=
∂
∂

+
∂
∂

y
u

x
u 02   أو =∇ u02أو .  وهي معادلة لابلاس ≠∇ u وهي معادلة 

 .بواسون
 :خرومثال أ

0,0,2

2
2

2

2

≥≤≤
∂
∂

=
∂
∂ tkx

x
ya

t
y 

 :وطشربال

( )

( ) 0,00,

,0,0

0

=
∂
∂

=

=
∂
∂

=
=

t
yxy

c
t
yty

x l 

 :ة  المعادلونكت اعمومو

( )yxguFuEuDuCuBuA yxyyxyxx ,=+++++ 
 :لثانية وتمثية من الرتبة الئلية جزضمعادلة تفا

042إذا كان ) Elliptic(ية صقنادلة معا   <− ACB 
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042إذا كان ) Parabolic(دلة مكافئية معا   =− ACB  
042إذا كان ) Hyperbolic(دلة زائدية معا   >− ACB  

 من  تتغيرن هذه المعادلة يمكن أنفإ u أو y وx دوال في C و ,ABن  كاوإذا
 .xy وىستلة نطاقها في المثوردنا أمأنا أنلاحظ . هاقد نقاط عدة في نطانلآخر عقسم 

==1 و B=0لنرجع الآن إلى معادلة لابلاس حيث  CAل حاو وهي ناقصية ون
 .نوعذج لهذا النماراستها في البداية كإحدى الد

 فاضلية بمعادلة فرقيةيل المعادلة التثتم 2.9
ل شكلبا  كماxyتوى س عبارة عن منطقة في المقذه الحالات يكون النطاثل هفي م

hxن لو كاالآن ). 1.9(  :نتايلور نجد أ لةسلسفإنه من خلال مفكوك مت ∆=

( ) ( ) ( ) ( )
........

!2

2

+
′′

+′+=+
hxfhxfxfhxf n

nnn 
 و

( ) ( ) ( ) ( )
........

!2

2

+
′′

+′−=−
hxfhxfxfhxf n

nnn 
 :نرى أنو منهما 

( )2
2

11 0
2 hf
h

fff
n

nnn +′′=
+− −+ 

)حيث وضعنا  )nn xff = 
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 توضيح النطاق لمسائل في بعدين) 1.9(الشكل 

 :ةق العلالىول عص الحضاكن أييم

( )211 0
2

h
h

fff nn
n +

−
=′ −+ 

 :عليه وباستخدام هذه العلاقات في المعادلةو

) 1.9...... ( 02

2

2

2

=
∂
∂

+
∂
∂

y
u

x
u 

 :نحصل على

) 2.9...... ( 
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( )
0

,,2,

,,2,

2
11

2
11

=
∆

+−
+

∆

+−

−+

−+

y
yxuyxuyxu

x
yxuyxuyxu

jijiji

jijiji
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 :لو عرفنا 
( )ji yxu jiu  بـــــــــ    , , 

 :أي أن

( )jiji yxuu ,, ≡ 
 : على النحوصبحت) 2.9(المعادلة فإن 

) 3.9...... ( 
( ) ( )

0
22

2
1,,1,

2
,1,,1 =

∆

+−
+

∆

+− −+−+

y
uuu

x
uuu jijijijijiji 

hyxولو أخذنا  ) 3.9(ن المعادلة ل هذه الحالات فإث المعتاد في مالاختيارهو  و∆=∆=
 :تصبح

) 4.9...... ( { } 041
,1,1,,1,12,

2 =−+++=∇ −+−+ jijijijijiji uuuuu
h

u 
)لمركزية للاحظنا أنه بالنسبة للنقطة ا) 1.9(ل ولو رجعنا للشك )ji yx توجد  ؛,

ب  أن نكتعطيستهكذا نو  و عند المركزتحتووق ف وًلا وشماًنايم يل نقاط ككسخم
 : الشكلعلى) 4.9( المعادلة اًوريص

) 5.9...... ( 0
1

141
1

1
,2,

2 =















−=∇ jiji u

h
u 

 . الخمساطنق الي لابلاس ذؤثروري لملصل اثيمتهي ال) 5.9 (دلةوالمعا
 

o b e i k a n d l . c o m



 ■ ■  ■ ■   
  

  331  

   لةيتطسمعادلة لابلاس بمنطقة م 3.9
Lapalace’s Equation in a Rectangular Region 

 .فة في هذا الخصوص تدفق الحرارة باستقرار في الموادعرولمل المسائ اإحدى
 : المثال التاليرس ذلك دعنا ندحولتوضي

 )1.9(ل مثا
cmcm صفيحة رقيقة من الحديد الصلب على شكل مستطيل بأبعاد 2010 × .

)واف لحثبتت إحدى ا )cm10  عند درجة حرارةCo10 الحواف الأخرى لبتت ك ثمابين 
 .ةيالداخل  عند النقاطاًب درجة الحرارة عدديساح. Co0عند 
 :الحل

 ألةسياغة المصفإنه يمكن ) 2.9(ل شكل كما باالإحداثيات، راومحلو اخترنا 
 : كما يليًضياريا

( )
( )
( )
( ) 10,20

0,0
010,

00,

100,20002

2

2

2

=
=
=

=

<<<<=
∂
∂

+
∂
∂

yu
yu

xu
xu

yx
y
u

x
u

 

سمى ق تطانود الد بها قيمة الدالة عند حألة والتي تتعينسوط ء كما في هذه المشروال
 ).Dirichlet (كليتيريبالشروط الحدية لد
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 .ليطست م لابلاس فيةمعادل) 2.9(كل شال

 
لالة دبإيجادها ونلاحظ أن أي نقطة يمكن ) 4.9( الآن المعادلة الفرقية لتعمسن

cmh يح،ض وللتو، ولنأخذ في البدايةةئجزقوم بالتن. بع نقاط مجاورةرأ هي و [=5
) 3.9(كل  للشنارظ نلو، و]غيرة صh وض أن نأخذ قيمةرالمفو  اًبيسة نيرقيمة كب

12مها سلن المستطيل فالحرارة هي ثلاث بداخلمجهولة  النقاط أنللاحظنا  ,uu 3 وu 
 :دلة الفرقية ثلاث مرات لنجد أنلمعا انكتبول

( )

( )

( ) 040100
5.2

1

0400
5.2

1

04000
5.2

1

32

231

12

=−+++

=−+++

=−+++

uu

uuu

uu

 

 :بإعادة الترتيب نحصل على المعادلات

104
04
04

32

321

21

−=−
=+−
=+−

uu
uuu

uu
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 :ن أجدل هذه المعادلات نحوب

6786.2
7143.0
1786.0

3

2

1

=
=
=

u
u
u

 

 ح طريقة الحلض نوتىك حذل و cm5كبيرة وهي ل اhبق قمنا باختيارسما في
 ال لو أخذناثبيل المس لى؛فعغر صأ h لـ يمةق قمنا باختيار ثرولكن إذا أردنا دقة أك

cmh ل يتطسالم نقطة داخل 21 ، نرى أنه توجد)4.9 (ع للشكلجو وبالر؛ فإنه،=5.2
 : هيهمطلوب تعيين درجة الحرارة عندها وهذ

21321 .......,,.........,, TTTT 

 
 

cmyxمعادلة لابلاس للحالة ) 3.9(الشكل  5=∆=∆. 
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cmyxمعادلة لابلاس للحالة ) 4.9(الشكل  5.2=∆=∆. 

 
 :نأحلها نجد بق و ة المعادلات كما سبكتاب

3210.4317.53210.4
9663.16289.29663.1
9153.02654.19153.0
4296.06019.04296.0
2010.02832.02010.0
0913.01289.00913.0
0353.00499.00353.0

21147

20136

19125

18114

17103

1692

1581

===
===
===
===
===
===
===

TTT
TTT
TTT
TTT
TTT
TTT
TTT

 

طريقة   الحل التحليلي لهذه المسألة وذلك باستخدامإيجاد يمكن  انهاًنلاحظ أيض
طريقة  وهي Fourier لات فورييهمتسلسالدوال الذاتية أو باستخدام واسطة الفك ب

 .سائل القيم الحدية بالفيزياءمشائعة ومستعملة لحل 
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 :لىلنا عصذلك لحو قمنا بل

6094.2
548.0
1094.0

3

2

1

=
=
=

u
u
u

 

12نا هذه القيم بقيم رقاولو  ,uu 3 وu  استخدام من الناتجةcmh  ، أو بقيم =5
911 ,TT  13وT بكثير  للخطأ قامقدار   أناعددية وللاحظنا أيضلقة اطريتبينا مدى دقة الل

 .hغرنا قيمة صاعندم
 hلـ ابات ولكن بقيمة سول على نتائج أفضل علينا إعادة الحصوهكذا للح

cmh: ًمثلا(صغيرة  1=.( 
 اتظملاح

052 (ن معالجة معادلة بواسونناكمي .1 =+∇ ϕابقة، وما سال ريقةط السفنب) ً مثلا
 .تإلى المعادلا والذي يضاف ريصفير الغا هو الحد نتجد هسي

نعطي  لى الدالة وسوفعوط  من شرًوط على المشتقة بدلاشروجد معادلات بت .2
 .يما بعدفالطريقة لحل مثل هذه المعادلات 

يجب أن   معالجة معادلة لابلاس في ثلاثة أبعاد بطريقة مشابهة غير أنهاًيمكن أيض .3
 .المستوي من نطاق فيً  بالفراغ بدلاق نطاق هنا في الحسبان أن النطاضعن

 هذه لمث .ات المختلفةيمجب  والبرولحاسإلى اابات العددية نلجأ سلكي نقوم بالح .4
 SUBROUTINE LAMPTX (A,NDIM,N,M):     الفرعية البرنامج مجاالبر
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الاتجاه  من النقاط في Nبـ  لابلاس في منطقة مستطيلة ؤثروهو يضع معاملات م  
 .NDIMالتي بعدها  A صفوفة المويخزنها في .اه الصاديمن النقاط في الاتج M ي ونالسي

 Potential( ة الجهــدـ حــل هــذه المعــادلات معادلــق نطــاضــمن اًدخل أيــضيــ .5

Equation.( 

 Parabolic Differential Equations      يةئة مكافيلضعادلات تفا م4.9

ل  مسائ هيأحدهان هذا النطاق ولعل  ضمل التي تدخلئاسيوجد العديد من الم
عد واحد ي بفف ؛  Unsteady-State Heat Flowرة ستقالتدفق الحراري للحالة غير الم

 :هي المعادلة نتكو

) 6.9...... ( 
t
uc

x
uk

∂
∂

=
∂
∂

ρ2

2 
ى، ستوالم  الزمن وفي بعدين، أي فيtو) الطول (ي نيس الالإحداثيل ث تم xهنا 

 : هيالمعادلة نتكو

) 7.9...... ( 
t
uc

y
u

x
uk

∂
∂

=







∂
∂

+
∂
∂

ρ2

2

2

2 

 : أبعاد تكون المعادلة على الصورةبينما في ثلاثة

) 8.9...... ( 
t
uc

z
u

y
u

x
uk

∂
∂

=







∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

ρ2

2

2

2

2

2 

 عبارة  لبعد واحد،نسبة بالن تكون والحدية يمكن أةالابتدائيوط شربة للنسأما بال
 :عن
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( ) ( )xfxu =0, 
 و

( ) ( ) 21 ,,,0 ctluctu == 
 . ثوابت2c و 1cحيث 

 كر ذلى عتيأنس  والتي الصريحةةيقرلطحد ونتبع اواألة في بعد س المبر نعتةوللبساط
 .صليها فيما بعدافت

 :تكون المعادلة هي) 6.9(من المعادلة 

) 9.9...... ( 
t
u

k
c

x
u

∂
∂

=
∂
∂ ρ

2

2 
 :قات بالفروق لنجد أننستبدل المشت

) 10.9...... ( ( )
( )2

2
11

2

2

0
2 x

x
uuu

x
u j

i
j

i
j

i

tt
xx
j
i

∆+
∆

+−
=

∂
∂ ++

=
=

 

 و
) 11.9...... ( ( )t

t
uu

t
u j

i
j

i

tt
xx
j
i

∆+
∆
−

=
∂
∂ +

=
=

0
1 

 :حيث
( )ji

j
i txuu  :نجد أن) 9.9(في المعادلة ) 11.9(و ) 10.9(؛ وعليه من المعادلتين ≡,

) 12.9...... ( 
( )

( )
( )

j
i

j
i

j
i

j
i u

xc
tkuu

xc
tku 









∆
∆

−++
∆
∆

= −+
+

2112
1 21

ρρ
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o فترات فرعية متساوية وحيث إن إلى الفترة ئالآن نجز
iu ن  أمعلومة نستطيع

 .وط الحديةشرمن المعادلة السابقة وكذلك باستعمال ال 1t عند uنحصل على 
 ،متقارب   تأثير في الحصول على حلينسبيتقيمهما الن ل∆t  و∆xن أ اًنلاحظ أيض

ط على انه يوجد شر ،دفيما بع، وكما سنرى من اتزان الحلول العددية لمثل هذه المعادلات
 :المقدار

) 13.9...... ( 
( )2xc

tk
∆
∆

=
ρ

ζ 

 منكبر  أ ζن إذا ما كاف
2
) Instability(ت باثال أو رارقت عدم الاسة فإن حال1

  أقل من أو تساويζخذنا  أإذار بينما ظهت
2
 .حل دقيق ومتزن صل علىحإننا ن ف1

وإذا كانت 
2
1

=ζ تصبح على الشكل) 12.9( فإن المعادلة: 
) 14.9...... ( ( )j

i
j

i
j

i uuu 11
1

2
1

−+
+ += 

) يم ق سيحدد ζ  اختيارنا لقيمةنحظ أنلا )t∆ و x∆ فلو بدلالة بعضهما البعض 
كانت 

2
1

=ζ واخترنا cmx وذلك في حالة استخدام  sec206.0=∆t فإن ∆=25.0
 :وابتثلب والذي يمتلك المادة الحديد الص

gC
calk
cm

g
Cg

calc

o

o

sec13.0

8.7

11.0

3

=

=

=

ρ 
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 )2.9(ال ثم
كانت  وإذا cm2مكها سطحة من الحديد الصلب سإذا أعطيت صفيحة كبيرة م

 :علاقةالب ىلة في المسافة من أحد الأوجه تعطدرجة الحرارة الابتدائية بالصفيحة كدا

( ) 21,2100
10,100

≤≤−=
≤≤=

xxu
xxu 

 .Co0 عند درجة ن إذا ثبت الوجهاt  وxة في  كدالرةاد الحرجأو
 :الحل

cmx  اختيارنلبند نرى أا هذا فيو أن تحدثنا  كما سبق ة ئزإلى تج سيؤدي ∆=25.0
st ولهاطرعية فترات ف إلىية نالزمفترة ال 206.0=∆. 
 :هيلحدية ا.وط شر الن أًضاعلم أين

( ) ( ) 0,2,0,0 == tutu 
 :وط الابتدائية نرى أنشر المنكما أنه 

( )
( ) 21,2100

10,1000,
≤≤−=

≤≤=
xx

xxxu 

 :تي وذلك كالآ،ةئد التجزبعيقة أخرى، روط بطشر التعبير عن هذه النويمك
 :يةوط الحدشرال
0=j

Nu00 و =juل ك لj ث وحيNترات فعدد ي  هx الفرعية. 
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 :الابتدائيةوط شرال

( ) 21,2100

10,100

≤≤−=

≤≤=

ii
o
i

ii
o
i

xxu
xxu 

من قيم  ب كل صفسابق نستطيع أن نحسوهكذا وبنفس الطريقة المتبعة بالبند ال
u القيمة الزمنية  فعلى سبيل المثال الصف الأول ويقابل. مة زمنية معينة المقابل لقي
0=ot ية لنحصل علىئوط الابتداشرة من الشريمكن حسابه مبا: 
 2 1.75 1.50 1.25 1.0 0.75 0.5 0.25 0 ix   
 0 25 50 75 100 75 50 25 0 o

iu   
 

1لحساب 
iu دما نزيد الفترة الزمنية بمقدار عن، أيs206.0،القيم  تخدمس فإننا ن

1 ابس لحلاثفم. ألةسوط الحدية للمشروال) 14.9(ابقة والمعادلة سال
iuن أ نرى: 

( ) ( ) 25050
2
1

2
1 0

0
0
2

1
1 =+=+= uuu 

 :ى أننر ككذل

( ) ( ) 502575
2
1

2
1 0

1
0
3

1
2 =+=+= uuu 

1ة القيم بالصف وبذلك تكون قيم يطيع الحصول عل بقستوهكذا ن
iu على 

st(النحو  206.0=(: 
 

 2 1.75 1.50 1.25 1.0 0.75 0.5 0.25 0 ix   
 0 25 50 75 75 75 50 25 0 1

iu   

o b e i k a n d l . c o m



 ■ ■  ■ ■   
  

  341  

2اب سيع حنستطوال ن المسنف علي
iuعند  القيمإلىل صسهولة التوبيمكن  و 

st  .:على الصورة =412.0
 2 1.75 1.50 1.25 1.0 0.75 0.5 0.25 0 ix   
 0 25 50 62.5 75 62.5 50 25 0 2

iu   

 الحصول) 14.9( والمعادلة ةوالابتدائيوط الحدية شروهكذا يمكننا باستخدام ال
tnt   :عند أي لحظة زمنية معطاة بالعلاقة u قيم علي ∆= 

stحيث   .ح موجبيحد ص عدnو ∆=206.0
 .المرتبط بالتأكيد بالشروط الابتدائية و لا يفوتنا ملاحظة التماثل الواضح في هذه المسألة

متسلسلات  تخدامس باإليهل ص والذي يمكن التو،ع للحل التحليليجو بالرالآن
 :ن نرى أييه،فور

( )
( ) ( ) ( ) tnexn

n
u

2123738.0

0
22 2

112cos
12

1800 +−
∞





 −+

+
= ∑ π

π
 

أن  بق فإننا نجدسابها فيما سلقيم مناظرة للقيم التي تم ح u قمنا بحساب وإذا
مثل هذه  وهذا يوضح مدى صلاحية الطرق العددية في، 4% يتجاوز  في الحل لاأالخط
 .لئالمسا
 Hyperbolic Equationsية     دئاز تعادلام  5.9

جية التي ها في الفيزياء المعادلة الموالث والتي من أهمثم السالمعادلات  القه هذتمثل 
 :ة في هذه الحالة هيليض والمعادلة التفا؛لاًثتر مو.تذبذب تصف 
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) 15.9...... ( 
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2
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∂
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∂
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 في ابتةثال دشيمة ال قTطول ول لوحدة ان الوزwهي الإزاحة الرأسية و yحيث 
 . الإزاحة الأفقيةx عجلة الجاذبية وgالوتر و

 :نقوم مرة أخرى باستخدام الفروق المحدودة ونكتب

( ) ( ) 



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∆

+− −+
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11 22
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j+1بالحل لـ 
iyنجد أن : 

) 16.9...... ( ( )
( )

( ) ( )
( )

j
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j
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j
i

j
i y

xw
tgTyyy

xw
tgTy 
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

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∆
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∆
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 :ولو قمنا باختيار
( )

( )
12

2

=
∆
∆

≡
xw
tgT

ζ 

 :أو أن

) 17.9...... ( 
w

Tg
xt ∆

=∆ 

 : ولحصلنا علىات لنا الحسابلسهلت
) 18.9...... ( 1

11
1 −

−+
+ −+= j

i
j

i
j

i
j

i yyyy 
j+1لاحظ أن 

iyوط عندشرمد على التع ت ji tt ,1− 
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 )4.9 (مثال
 :يةجخذ في الاعتبار المعادلة المو






 ≡= w

Tgcycy xxtt
22 

 :يةوط الحدشرالو 
( )
( )
( ) 00,

0,20
0,0

=
=

=

xy
tu

tu

t

 

 :الابتدائيةوط شروال

( )
2010,

100,

20
0,

≤≤

≤≤









−
=

x

x

x

x
xy 

ية ئ الابتداصفر والإزاحةية ئ سرعته الابتدا،cm20وله طل تذبذب وتر ثلة تملمسأهذه ا(
) بـاةطمع )0,xyمثبتانرفيه ط ن كما أ( 

scmc  كانوإذا  .ًياألة عددسالمه  بحل هذ فأوصف كيف تقوم=10
cmx فإنه باختيار ζ=1 خذناأ لة وإذاسألم اتايمن معط لسهوله وذلك  (∆=5

st فإن) حيوضتال 5.0=∆. 
 :وط المختلفة كالآتيشرالآن نترجم ال

     :يةوط الحدشرال
0,00 == j

n
j yy    ثيح n لـ هو عدد الفترات الفرعيةx.  

o b e i k a n d l . c o m



 ■ ■   ■ ■   
  

 344  

 :ئيةداتوط الابشرال

2010,20
100,0

≤≤−=
≤≤=

ii

iii

xx
xxy 

01و                                                       
jj yy = 

 : نرى أنt=0الآن عند 

051050
20151050

0
i

i

y
x 

01ن إيث وح
ii yy st دنإنه ع ف=  :لىعل صنح =5.0

051050
20151050

1
i

i

y
x 

o والمعلومات السابقة من ) 18.9(باستخدام المعادلة 
iy 1 و

iyوط حدية و الشر 
st لـ تطع كتابة الحلسية نئبتداالاو  :تيكالآ =1

05050
20151050

2
i

i

y
x 

 .الخ. . . .  و4t  و3t عند تطيع، بنفس الطريقة، كتابة الحلسوهكذا ن
خاضع ع هذا الاختيار بالطب.  على أنه الوحدةζ ددبب اختيارنا للعسنرجع الآن ل
 .عن مدى صلاحيتهلكل استفسار و

أن  يد، أ إذا اختيرت النسبة أكبر من الواحد فإن التقارب يكون غير مؤكاًعموم
 .بةسيقة مرتبط بوحدة هذه النر الطاتزان
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بينما ؛  أنه إذا كانت النسبة أقل من الواحد فإن الدقة تكون أقلاً حقدهشمن الم
 .ζ=1تكون  عندمااً تكون دقيقة جد

 وهو ل هذه المعادلاتثالعددية لحل مق  الطرنيث عن اتزادا يقودنا للحذ هكل
 .قوم بعمله بالبند الموالينما س
 ية  الجزئيةفاضلت الت لحل المعادلاية العددق الطر اتزان6.9

Stability of Numerical Methods to Solve 
Partial Differential Equations 

ذلك   نربط بينندلة تفاضلية فإنه علينا أا معل لأيالحرب اث عن تقد نتحامدعن
 ).Stability (انزوالات) Consistency (ضقا عدم التناوبين مفهومين مهمين وهم

 ضقناتعدم ال
معادلة  حل)  المحدودةقباستخدام الفرو(ددي عب أي حل قرهذا يعني أنه إذا 

 ًئمادا لخاصية تعتبروهذه ا .ىر لأي معادلة أخلاً يكون حنلية ما فإنه لا يمكن أضتفا
 .اًصالحة أو مضمونة ولا تناقش كثير

 الاتزان
ية المعادلة صوتعين خا . للتقارباً وكافياً ضرورياًية شرطصوتعتبر هذه الخا

ذ تتواجد نهاية ئحيث عند وt∆→0قية التي استعملت للحل، وذلك عندما رالف
ية أو قد نتجت ئوط الابتداشرعن ال صادرة أي معلومة، إليهعظمى للمدى الذي تكبر 

 .اباتناسابية، في حس الحالأخطاءنوع من  يأوط الحدية أو برزت من خلال شرعن ال
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 ζ  معامل تكبيرف مفكوك فورييه وتعريباستخدامية صويمكن اختبار هذه الخا
 .ζ  الشرط الذي تحققهإليلتالي نصل على هذا المعامل وبا ζ≥1ط شروضع الو

 .يةتألة القيم الذاس لمجوع بالرًضاشة هذه المسألة أيق أنه يمكننا مناغير

xAx λ= 
 . ً خطيامن القيم الذاتية المختلفة تكون المتجهات الذاتية مستقلة Nلـ  أنه رونتذك

 ؛ة المستقروهو مثال تدفق الحرارة في الحالة غير) 2.9(ح ذلك نرجع للمثال يضلتو
 :هيولمعادلة ل من النقاط تعطى مركبات متجه الحل N إلىوحيث إن التجزئة 

( ) ( ) j
i

j
i

j
i

j
i uuuu ζζ 2111

1 −++= −+
+ 

 :ورةصألة على السإنه يكن كتابة المف

) 19.9 (…. 
( )

( )

( ) 



















































−

−
−

−

=



























+

+

+

j
N

j

j
N

j

j

u

u

u

y
u

M

M

LL

M

M
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1

1
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1
1
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210
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ζζ
ζ

ζζ
ζζζ
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 :نرى أ نفإننا Aبـ ورمزنا للمصفوفة المربعة  ju+1  النحواوزنا وكتبنا المتجه علىتجلو و

ojjjj uAuAAuu ==== −− ......221 
 :ثيح و je ار الخطأ هوقدكون مي ماك

ojjjj eAuue ==−= ......
~ 
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 λ يةتالذا  كتابة الخطأ بدلالة القيما يمكن أيض ؛oeطأ من لخ اشركذا نرى كيف ينتهو
 :على النحو) ix(هية المماثلة تجاوالمركبات الا Aلـ 

∑
=

=
N

i
i

i
i

j xce
0

λ 

الواحد  اويس تأوذاتية اقل من  القيم النت أنه إذا كاىوهكذا من هذا المفكوك نر
الشرط  زنة وهذا يعني أنه يمكن كتابةتبات مسا الحن أي أ. ايدز لا تتءإن الأخطاف
  :تي كالآن للاتزاحليليتال

) A(المعاملات   ةفوصفية لمتيمة ذاق أكبر ن تكونب أيجابات س بالحنصل اتزايحلكي ((
 .)))1(اوي الواحد س أو تنل مقأ

 في ببسنرى ال) 19.9 (بالمعادلة Aة ابق وبالنظر للمصفوفسع للمثال الوبالرج
كون 

2
1

=ζ. 
 Explicit and Implicit Numerical Methods ة والضمنيةدية الصريحدق العرالط 7.9

اضلية الجزئية،فيها يتم فة لحل المعادلات التتعمال الطريقة الصريحس الآن تم اتىح
لنقاط غير المعلومة  لاحة صرu ويتم حساب قام شبكة معينة من النقاط بالنطاداستخ

ة يجب التحقق من الصريح وباستعمال هذه الطريقة. ألةسالمعطاة بالم u بدلالة قيم
تفاضلية من أن القيم العددية   معادلة أي أنه يجب التأكد في كل؛تقارب كل مسألة
 .لقيم الحقيقية للحلل اًالمحسوبة تمثل تقريب

 ويمثل الفرق بين الحل التحليلي والحل( w كان الخطأ هو  آخر لوىبمعن أو

o b e i k a n d l . c o m



 ■ ■   ■ ■   
  

 348  

 عندما w→0 بة إذا كانرودة بأنها متقاحدالم فإنه يقال عن طريقة الفروق ؛)العددي
0→∆x 0 و→∆t.دلات اعبالمات يالكم  على بعضاً وهذا بدوره يضع شرط

 : حصلنا علىنبق وأسلية كما ضالتفا

( ) 2
1

2 =
∆

∆
xcp

tgT 

 : وةرستق الملة غيرا الح-ارة رفق الحددلة تاعة لمبلنسبا
( )

( )
12

2

=
∆
∆
xw
tgT 

 .دلة الموجيةبة للمعاسبالن
 .وطشر الهل هذثابق كيف نصل إلى مسا بالبند النولقد رأي

 :ة، لو أخذنا المسألةيح استخدام الطريقة الصركمثال آخر على
Ttx

x
u

t
u

<<<<
∂
∂

=
∂
∂ 0,10,2

2 
 :وط الابتدائيةشربال

( ) ( ) 100, ≤≤= xxfxu 
 :يةوط الحدشروال

( ) ( )
( ) ( ) Tttgtu

Tttgtu o

≤≤=
≤≤=

0,1
0,0

1

 

 : هييةق المعادلة الفرفإن
( ) nininini uuuu ,1,,11, 21 +−+ +−+= λλλ 
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 :حيث

( )2x
t

∆
∆

=λ 

 إذا كان اًقاربمت لا الحذويكون ه
2
10 ≤< λ . 1 وكما نرى أنه لحساب, +niu تعمل سن

niu وهي u لـ يملقثلاث ا niu و , niu و−1, والذي ) 5.9( موضح بالشكل كما هو +1,
) اطق الن شبكةليمث )ni tx ,. 

 

 
 يحة الصريقةالطر) 5.9(كل شال

 

 ة أخرىغيصدم ختسة، أما الطريقة الضمنية فإنها تيحهذا عن الطريقة الصر
 :)لاث المسبة لنفسبالن (تي وذلك كالآقور الفبلحسا

( )2
1,11,1,1,1, 2

x
uuu

t
uu ninininini

∆

+−
=

∆

− ++++−+ 

niuتحسب انية وبذلك ثقة الشتاب المس عند حnt+1 ندعتبار النقطة عأي أنه تم ا , 
1,1 لاثثبدلالة النقاط ال ++ niu 1 و, +niu 1,11 و +− nu 6.9(كل شكما بال.( 
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 t∆→0 و x∆→0الميزة في استخدام الطريقة الضمنية هو أنها تتقارب عندما و
بغض النظر عن النسبة 

( )2x
t

∆
∆. 

 

 
 نية الضمريقةالط) 6.9(كل شال

 
 Boundary Conditions and Their Kinds  الشروط الحدية وأنواعها  8.9

اع نوالأالحدية نفترض أن القارئ لابد وأن مرت به وط كلم عن الشرنحن نتو
 ما، لهذه الشروط أنه لا بأس أن نتعرض، من خلال مثال  غير؛وطشرالمختلفة لهذه ال

   :في عجالة وكيفية معالجتها عند تحويل المعادلة التفاضلية إلى معادلة فرقية
 :لنأخذ المثال

tyyxx uuu =+ 

o b e i k a n d l . c o m



 ■ ■  ■ ■   
  

  351  

 :حيث

( )tyxuu ,,= 
 وط الحديةشر الن تكونكن أمي.  xy توىسفي الم) دودة مح( R نطقةة في معرفم

 :تيالآك
gu)النوع الأول(شرط ديريكليت  .1 =. 

guu)النوع الثاني(شرط نيومان  .2 sn =+ βα. 

  )su المشتقة المماسية و nuالمشتقة العمودية .( 

guuu) النوع الثالث(شرط روبن .3 sn =++ γβα. 

γβαوحيث   . كلها ثوابتg و,,

و فل.ط الحدي المعينلشروق محدودة تعتمد عل افر إليل ئاسل هذه المثة موترجم  
guaux  :ديلحط اشرال الثأخذنا في هذا الم  ننا نرى أنه لحسابفإ ؛x=0 عند −+=

tu و yyu في حساب لن تكون هناك أي مشكلة ولكن المشكلة تكون xxu. 
) ل ذلك نركز على النقطةلعم   )j,0ثم نستخدم مفكوك تايلور لحساب  ju ,1 

ju لالةبد  :أي أن؛ مشتقاتهاو 0,
( ) ( )3

2

,0,1 0
!2

xxuxuuu xxxjj ∆+
∆

+∆+= 
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 :نوبذلك نرى أ

( )
( )[ ] ( )xxuuu

x
u xjjxx ∆+∆−−

∆
= 02

,0,12 

gauux ط الحدي شر باستخدام النالآ  : نحصل على=−

( )
( ) ( )[ ] ( )xxguxau

x
u jjxx ∆+∆−+∆−

∆
= 012

,0,12 

) ألة عندسالمعادلة الفرقية للمن بذلك تكوو )j,0هي : 

( )
( ) ( )[ ]

( )
[ ]

t
uu

uuu
y

xguxau
x

njnj
njnjnj

njnj
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∆
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+−+++
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ً معزولا x=0كان الجانب  يل الحراري ولوصل التوئساملاحظ أنه في 
( )0=xu ) 0ن أي أ== ga( ية عند ناث القةتشفإن الم( )j,0البسيطكلش تأخذ ال : 

( )
[ ] ( )xuu

x
u jjxx ∆+−

∆
= 02

,0,12 

 ة هامتملاحظا 9.9
الشروط  و الاتزاند ببناًابقة وخصوصس الديل الرياضية بالبنوص نركز على التفالم .1

تخدم سا نوهذا يعني أنن؛يةدالحدية وذلك لأن موضوع الكتاب هو الطرق العد
يل الرياضية والبراهين صالخوض في التفاضي للريا  المهتم أورئالطرق ونترك للقا
 .الوقت هنا لغير التطبيقاتد المختلفة ولن نج
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كما في حالة  تقات من الرتبة الأولىشفي حالة تواجد مشتقات من الرتبة الثانية مع م .2
 :ستخدام التقريبا )مثلا(انفإنه يمكنأو الكروية  الأسطوانية الإحداثيات

( ) r
uu

rr
uuu

r
u

rr
u ii

i

iii

∆
−

+
∆

−−
=

∂
∂

+
∂
∂ −++−

2
121 11

2
11

2

2 

 . باستخدام الفروق المركزيةوحيث قمنا بتقريب الجزء الثاني

في . عام   الصريحة والضمنية ولكن بشكلقابقة للطرسلقد قدمنا في دراساتنا ال .3
وطريقة دوفورت   متخصصة مثل طريقة كرانك ونكلسونقالحقيقة توجد طر

المتلهف للاطلاع على مثل ئ يرهم وللقارغك ووفراكل، وطريقة بركات وكلار
 .بهذا الكتا  الموجودة بآخرجع الطرق أن يرجع للمراههذ
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 )9(تمارين 
 لـ طبية لكتابة المعادلة الفرقيةق الالإحداثيات لابلاس في ؤثرمل متعاس .1

2.02 =∇ u1 خذ. 4 طرهاقرية نصف ئادف صقة ننط ملى ع=∆r 6 و
πθ =∆ . 

 . على الحافة الدائريةu=0 و قيمةستة المفالحا على u=10والشروط الحدية هي 

st الحرارة عند دأوج .2 في  فق الحرارةدي يتناول تلذا) 2.9( في المثال =062.2
 :نت  كاإذاتقرة وذلك سالحالة غير الم

( )
2

sin1000, xxu π
= 

استعمل الطريقة الصريحة بـ 
4
1

=∆x؛ قارن بالحل التحليلي: 







−

2
sin100 3738.0 xe t π 

ن عند بعدي امها فيدستخاند عية التالية، وذلك ق الفرالتقريباتحة صق من قتح .3
)النقطة  )j,0. 

  )أ 
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( )2
4

,2,1,,1,2
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4
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x
x

uuuuu
x
u jijijijiji ∆+
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+−+−
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∂
∂ ++−−. 

)  )ب  )( ) ( )( )21,11,11,11,1
2

0
4

yx
yx

uuuu
yx

u jijijiji ∆+∆+
∆∆

+−−
=

∂∂
∂ −−−++−++. 

 ليةض أكتب المعادلات الفرقية للمعادلات التفا .4

tzzyyxx     )أ  uuuu =++. 
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t  )ب 
xxt ekuu −=−. 

)   )ج  )tqrukuu xxt =−−. 

tQucu  )د  xxtt ωsin2 +=. 

 :ضليةفات اللةا، للمعاديحلك، عددريقة ف طصأو .5

( ) 0,0, ><<=− tLxtxqkuu xxt 
 : بالشروط 

( )
( )
( ) Lxxu

ttLu
ttu

<<=
>=
>=

000,
00,
00,0

 

 .sec5=tتى مل اللحظات الزمنية حشوذلك لت) 4.9(أكمل حل المثال  .6

 :اًية التالية عدديئقم بحل المعادلة التفاضلية الجز .7

( ) ( )
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( ) ( )
( ) ( ) czbyzyauzyu

czaxzbxuzxu
byaxcyxu
byaxyxfyxu

czbyaxuuuu tzzyyxx

<<<<==
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<<<<=
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0,00,,,,0
0,00,,,0,
0,00,,
0,0,0,,

0,0,0

 

 .)  أبعادثةلاث  لابلاس فيت معادلاإحدىألة سل هذه المثتم(
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 Finite Element Method  )تقديم( طريقة العناصر المحدودة  1.10

لقد تعرضنا في الفصلين الأخيرين إلى طريقة الفروق المحدودة في حل مسائل 
؛ ]ًمستطيل مثلا[ القيم الذاتية وهي صالحة ودقيقة إذا ما كانت هندسة المسألة بسيطة 

ًكون النطاق تحت الدراسة مركبا أو معقدا فإننا نستخدم طريقة غير أنه في حالة 
 .العناصر المحدودة

في إيجاز كبير تتلخص طريقة الفروق المحدودة في كتابة المعادلة التفاضلية للمسألة 
عند نقطة معينة بعد تحويل النطاق إلى شبكة من النقاط وبالتالي تمثيلها بمعادلة فرقية 

كما أسلفنا، لهذه الطريقة عيوبها والتي تتمثل في ضرورة وجود و ولكن،. وإيجاد الحل
 .تجانس بالمسألة وكذلك افتراض هندسة بسيطة للنطاق

ولكن لو كانت هندسة النطاق غير منتظمة أو أن الشروط الحدية ليست تلك 
مادة الصفيحة مصنوعة من معدنين مختلفين [المعتادة أو أن الأوساط غير متجانسة 

ننا نستخدم طريقة العناصر المحدودة حيث يتم تقسيم النطاق إلى مناطق ذات ، فإ]ًمثلا
؛ ثم نوجد الحل التقريبي للمعادلة "عناصر" أي تقسيم النطاق إلى -أشكال سهلة

كما يتم ربط هذه العناصر ببعضها البعض لإيجاد . التفاضلية لكل من هذه العناصر
 ).أي قطعة قطعة( بشكل قطعي أي أن المعادلة التفاضلية تحقق. الحل الكلي

وهكذا فإننا في مثل هذه الحالات نقوم باستخدام العناصر بدلا من الشبكة 
ًلية؛ وهذا يعطي تقريبا أفضل لتلك المنظومات التي تملك أشكالا غير منتظمةيالمستط ً .

 )].1.10(أنظر الشكل [
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 دةتوضيح لطريقة العناصر المحدو) 1.10(الشكل 

 :ًوالخطوات التي تمر بها العملية المذكورة آنفا هي كما يلي
 )Discretization(الفصل ) 1

في هذه الخطوة يتم تقسيم نطاق الحل إلى عناصر محدودة وحيث تسمى نقاط   
، كما تسمى الخطوط nodesتقاطع المستقيمات، التي تكون أضلاع العناصر، بالعقد 

نوضح العقد ) 2.10(في الشكل . أو بالمستويات) nodal lines(بالخطوط العقدية 
 :والخطوط العقدية في بعد واحد وفي بعدين وفي ثلاثة أبعاد لعدة نطاقات
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 العقد والخطوط العقدية في عدة أبعاد) 2.10(الشكل 

 

 Element Equationsمعادلات العنصر   ) 2

 :لينكتب معادلات الحل لكل عنصر وذلك كما ي  
 .نقوم باختيار دالة مناسبة بمعاملات لاستخدامها كحل تقريبي  )أ 

 .نحسب هذه المعاملات بحيث تكون الدالة ملائمة للحل  )ب 
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ًمثلا في بعد واحد لو . وفي المعتاد يتم استخدام حدوديات من درجة معينة
 :استخدمنا الدالة الملائمة

) 1.10...... ( ( ) xaaxy o 1+= 
) المتغير التابع، كما نلاحظ أن y هو المتغير المستقل و xوحيث    )xy يجب أن تمر 

 :بنقطتي نهاية العنصر، أي أن

111 xaay o 212 و =+ xaay o )وحيث  [ =+ ) 2,1, == ixyy ii .[  ولمثل هذه الحالة
 :نجد أن

) 2.10...... ( 
12

1221

xx
xyxya o −

−
= 

 و
) 3.10...... ( 

12

12

xx
yya o −

−
= 

 :وبذلك فإننا نحصل على
) 4.10...... ( ( ) ( ) ( ) 2211 yxNyxNxy += 

 :وحيث
) 5.10...... ( ( )

12

2
1 xx

xxxN
−
−

= 
 و
) 6.10...... ( ( )

12

1
2 xx

xxxN
−
−

= 

)وتمثل  )xy 1؛ بينما تمثل )أو الملائمة( دالة التقريبN2 وNدالتي الاستكمال . 
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بعد اختيار الدالة نقوم بحساب أجود ملائمة وذلك بالطرق المعروفة؛ وهذا   
 :ةيقودنا بالتالي إلى معادلات جبرية خطية نكتبها في شكل مصفوفة على الصور

) 7.10...... ( 
~~
FyK = 

و .   وهي ذات علاقة بالعنصرStiffness matrix هي مصفوفة الغلاظة Kوحيث 
~
y 

هي متجه بالمجاهيل عند العقد؛ كما أن 
~
F تمثل المؤثرات الخارجية للمسألة 

 ].ًمثلا) ل مصدردوا(قوى[
 )Assembling(التجميع ) 3

في هذه الخطوة نستعمل مفهوم الاستمرارية للربط بين معادلات العناصر الفردية   
نذكر . التي قمنا باشتقاقها وذلك بغية الحصول على التصرف الموحد للمنظومة ككل

كما لا ننسى وجود الشروط الحدية والتي يجب وضعها في . بوجود عقد مشتركة
الحسبان وكذلك استعمال الطرق المختلفة لحل المعادلات الناتجة والتي سبق وأن 

 .تعرضنا لها بالتفصيل بالفصل الخامس
 )1.10(مثال 
ًللتبسيط نعطي هنا مثالا في بعد واحد وذلك عن معادلة بواسون لانتشار الحرارة   

 :في بعد واحد

( )xg
dx

Td
−=2

2 
( )xg  0هي مصدر للحرارة، والانتشار هو على طول قضيب يمتد من=x إلى l=x 
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)ته محفوظتان عند اونهاي )tTT ,01 ) و = ) ( )tTTt ,0 2 l=≥ ؛ ) 3.10( كما بالشكل
)والمطلوب هو إيجاد . هذه المسألة هي مسألة قيم حدية عادية )xT. 

CTCTالآن لو أعطيت القيم  oo 40,200 12 ) و cm10=l و == ) 10=xg 
 :فإن الحل يكون كما يلي

 
 .lانتشار الحرارة في قضيب طوله ) 3.10(الشكل 

 
)نفترض بأن  ) cbxaxxT ++=  : عندئذ نرى أن2

a
dx

Td 22

2

 a=−5:  ومنها نرى أن=
 :ومن الشروط الحدية نجد أن 

40=c 
 و

( ) 40101005200 ++−= b 
 :أي أن

66=b 
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 :ويكون الحل عندئذ هو 
( ) 40665 2 ++−= xxxT 

ناصر المحدودة تكون التجزئة البسيطة هي عناصر ذات الآن باستخدام طريقة الع
أطوال متساوية ولتكن من أربع قطع متساوية بخمس عقد كما هو مبين بالشكل 

 .2 و 1ًفمثلا للعنصر الأول تكون نهايتاه هما العقدتين ). 4.10(

  
 )1.10(العناصر للمثال ) 4.10(الشكل 

 الأربع، حيث نقوم بتقريب توزيعة درجة الحرارة نكتب الآن معادلات العناصر
2211                                :بالدالة TNTNT += 

 .أي أنه لدينا تقريب خطي بين العقدتين
نستخدم الطريقة المباشرة للوصول إلى المعادلات المطلوبة، وحيث نلاحظ من   

)ة بداية المسألة أن العلاقة بين فيض الحرار )q وانحدار درجة الحرارة 







dx
dT هو : 







′−=

dx
dTkq 

 : 1ونرى انه عند العقدة .  هو معامل التوصيل الحراري′kوحيث 









−
−′−=

12

12

xx
TTkq 
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 : فإن2أما خلال العقدة 









−
−′=

12

12
2 xx

TTkq 

 :كتابة هذه المعادلات على الصورةويمكن 

( )11 x
dx
dTkq 






′−= و ( )22 x

dx
dTkq 






′= 

 :)في صورة مصفوفية( ومن هذه المعادلات مجتمعة نستطيع أن نكتب

( )

( ) 













−
=
















−

−
−

2

1

2

1

12 11
111

x
dx
dT

x
dx
dT

T
T

xx
 

 .وتصف هذه المعادلة المصفوفية تصرف عنصر نموذجي للمنظومة تحت الدارسة
أن تعدل انطلاقا من الشروط الحدية المعطاة وهذا يستوجب غير أن هذه المعادلة يجب 

  :القيام بتكاملات معينة نصل من خلالها إلى المعادلة النهائية وهي

( )

( )

( )( )

( )( )














+















−
=
















−

−
− ∫

∫
2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

12 )

)

11
111

x

x

x

x

dxxNxg

dxxNxg

x
dx
dT

x
dx
dT

T
T

xx
 

 .والحد الأخير يمثل حد التأثيرات الخارجية
ًننوه إلى أن الوصول إلى المعادلة المصفوفية الأخيرة ليس أمرا سهلا؛ ولكننا    قمنا ً

ًوالسبب في ذلك هو أننا نعطي هنا فكرة مختصرة جدا . باختزال عدد كبير من الخطوات
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ولمن يهمه الأمر . عن طريقة العناصر المحدودة ولا يتسع المجال إلى ذكر التفاصيل
 .الإطلاع على قائمة المراجع بآخر الكتاب

المعادلات لكل عنصر الآن لو عدنا للمثال وبالمعطيات الخاصة فإننا نستطيع كتابة   
 :وذلك كما يلي

cmxنأخذ   : لنرى أن ∆=5.2
( )( ) ∫∫ =






 −

=
5.2

01 5.12
5.2

5.210)2

1

dxxdxxNxg
x

x
 

 :كذلك نجد أن
( )( ) ∫∫ =






 −

=
5.2

02 5.12
5.2
010)2

1

dxxdxxNxg
x

x
 

 :وهكذا تكون المعادلات هي
( ) 5.124.04.0 121 +−=− x

dx
dTTT 

 و
( ) 5.124.04.0 221 +−=+− x

dx
dTTT 

وبجمعها، مع . عناصر وهي خمسة نقوم بعدئذ بكتابة كل المعادلات المماثلة لبقية ال
 :الوضع في الاعتبار الشروط الحدية، عندئذ نجد أن

( )

( ) 5.674.0

1058.04.0
254.08.04.0
414.08.0

5.34.0

54

43

432

32

21

−=−−

=+−
=−+−
=−

−=−

x
dx
dTT

TT
TTT

TT

Tx
dx
dT
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 :و حل هذه بسيط ويعطي النتائج التالية

( )

( ) cm
C

dx
dT

CT
CT

CT
cm

C
dx
dT

o

o

o

o

o

3410

75.253

245
75.173

660

4

3

2

−=

=

=

=

=

 

  حول تربيعات جاوس2.10
أو ما (د إلى طريقة جاوس للتكامل -)3.4(لقد تعرضنا في السابق في البند   
 icً؛ وعموما وكما ذكرنا حينئذ أن الحل يكمن في تعيين )ها أيضا بتربيعات جاوسنسمي

ni وحيث ixو   ′sxi و ′sci؛ والأمر يؤول إلى حل منظومة معادلات آنية في =1,.......,
 . سيدل –دم طريقة معينة مثل  طريقة جاوس وفي ذلك نستخ.

 – في هذا البند نعطي حسابات حاسوبية لمثل هذه المجاهيل باستخدام طريقة جاوس 
؛ كما نعطي أيضا النتائج في ) ]6.10(-)5.10(الشكلان  [Cسيدل وذلك  بلغة 

هذا . في حالة استخدام نقطتين وثلاثة نقاط على التوالي) 2.10(و ) 1.10(الجدولين 
ويمكن للقارئ أن يقوم بالتعميم لعدد أكبر من النقاط؛ غير أنه لابد من التنويه بأنه 

 ً.يجب كتابة المعادلات الآنية أولا
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  لنقطتينCتربيعات جاوس بلغة ) 5.10(الشكل 

 .لنقطتين) 5.10(نتائج البرنامج بالشكل ) 1.10(الجدول 
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  لثلاثة نقاطCتربيعات جاوس بلغة ) 6.10(الشكل 

 .لثلاثة نقاط) 6.10(نتائج البرنامج بالشكل ) 2.10(الجدول 

 
 

o b e i k a n d l . c o m



 ■ ■ ■ ■   
  

  371  

   بعض التوزيعات الإحصائية3.10
 Mean & Standard Deviation ارييعط والانحراف المسوتالم

 ن ندرس بعضأعياري علينا ط وما هو الانحراف المسلكي نعرف ما هو المتو
 ً:لايفات أوعرالت

 1تعريف 
 كما )Parent Population (عداد الامت ما بالية لكميةاللانهائت اساقي الةى فئمست

 .ةني أو بعة نيعة عيوزية بت للكمة  محدودة قياسات فئمىست
والبارامتر ) P.P) (Parent Parameter(لبارامتر الأم كما أن العلاقة التي تربط ا

 :هي) Experimental Parameter) (E.P(التجريبي 
) 8.10...... ( ( )..lim. PEPP

N ∞→
= 

 2يف عرت
 x للكمية ix ع القياساتمومج هو عبارة عن نهاية )µ(متوسط التعداد الأم 

 .ةمالا نهايندما يؤول هذا العدد إلى ع على عدد القياسات اًمومقس
 :أي أن

) 9.10...... ( 





= ∑∞→ iN

x
N
1limµ 

الفرق  لاحظ(ط هو بمثابة مركز هذه القيم أو القياسات وستلموهكذا نلاحظ أن ا
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(ط والوسيط س المتوبين
2

1µ (د د القيمة عند منتصف الع يمثلوالذيNمن  
 ).هد أي أن نصف القياسات تأتي قبله ونصفها بع؛القياسات 

 3ف يعرت
 أن  أيµ والمتوسط ix بين القيمة ق من المتوسط بالفرixل الانحراف للقيمة ثيم

µ−= ii xd. 
 .اوي الصفرسراف في كل القيم يح متوسط الاننظ أحلا

 :حيث أن

( ) 01lim1lim =−=−=





 − ∑∑∞→

µµµµ iiN
x

N
x

N
 

 4ف يعرت
أو  ( بالاختلافµط مربعات الانحرافات من المتوسط سمى نهاية متوست
 :ن أي أ)Variance (2σ )التغاير

( ) 



 −= ∑∞→

22 1lim µσ iN
x

N
 

  5ف يعرت
 :يعي للاختلاف أي أنبعياري هو الجذر الترالانحراف الم

2σσ = 
 و µ ننلاحظ أ

2
1µنكما أ.  القيم المحتملةثرل أكث تم µهو أحد البارامترات  
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س مل نفتحكما أنها ). Probability Distribution(لية  تعين التوزيعة الاحتماالتي
 .)True Value(ل القيمة الحقيقية للكمية المقاسة ثدات مالوح

حاولات  بالماللصيق) uncertainty(تص بمقدار عدم التأكد تخفهي  2σ و σأما 
ياري مقياسا  المع الانحرافنبصورة أخرى يكو لتعيين القيمة الحقيقية أو بيةالتجري

 ).fluctuations) (طراباتضأو الا( مناسبا لعدم التأكد في ملاحظاتنا نتيجة للتقلبات
)ل العلاقة بين الاحتمالية ثوالذي يم) 7.10(كل شرنا للظولو ن   )xP والكمية x 

 .عياريتوسط والوسيط والانحراف المالملتبينا معاني كل من 
 وبصدد ذكر التوزيعات الاحتمالية فإننا نود الذكر بأنه توجد توزيعات منفصلة  

)Discrete (يمة المتوقعة لأي بارامترق الن وأستمرة؛وتوزيعات م ( )xf على تعرف 
 :أنها

 
 ارييعط والانحراف الميسوسط والوتح للمضيوت) 7.10(كل شلا

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∑∑
∞

∞−∞→
==



= dxxPxfxPxfxf

N
xf iiN

1lim 
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 :ة على أنهمانا مرة أخرى اعتبار البارامترين الأساسيين في أي عيننويمك
==∑:                                                المتوسط ix

N
x 1

µ 
 و

)                                     :الاختلاف  )∑ −
−

= xx
N i1

12σ 
  على عددالآنوالتي تدل  N من بدلا N−1منا على سوحيث نرى هنا أننا ق

 .N−1  إلىN نقصت درجات الحرية من x  فبتعيين؛درجات الحرية
 .سابقفصل  في إليها نقرتط نق وأبوهذا ما س

على  للعينة نقسم) ثالث(فإنه لتعيين أي بارامتر آخر  2σ وxوهكذا لو تم تعيين 
2−N . كانت البارامترات المعينة   لواًعموموm وعدد القياسات N ين يعتل فإنه

mN نقسم على m+1 م قرتر البارام − 
 ض التوزيعات الاحتماليةعب

 ة ذات الحدينعلتوزيا .1
 دمانوذلك ع منها nاجحة في ن من المحاولات الr هي تصف احتمال ملاحظةو

 .pاولة تساويمحجاح في كل نتمالية ال احنكوت
( ) ( ) ( ) rnrrn

r
n

B pp
rnr

nqpCpnrP −− −
−

== 1
!!

!,, 

  :كما أن
( )pnp

np
pq

−=

=
−=

1

1

2σ

µ 
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  بواسونةعيوزت. 2
الة  حادات ضخمة كما أنها تعتبرد تعنيرة مغوتصلح هذه لوصف العينات الص

 : ثابتةµكبيرة و n ما تكوندين عندخاصة من التوزيعة ذات الح

( ) µµ
µ −= e

x
xPp !
,

2 
 التوزيعة الجاوسية.3

. .ودة  محدp كبيرة وnلحدين وذلك لـ ة من التوزيعة ذات اص حالة خااًتعتبر هذه أيض
 .كما أنها تناسب التوزيعة المتناسقة السلسة

( )

















 −

−=
2

2
1exp

2
1,,

σ
µ

πσ
σµ

xxPG 

 
 التوزيعة الجاوسية) 8.10(الشكل 
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ل  المحور الأفقي يمثن أحظ التوزيعة حيث نلاهح هذضيو) 8.10(كل شوال
µ−x 3456.2ن نصف العرض وأ=Γ 62456.0ملأ المحتطوالخ.. =EP. 

تمل هو حالمما أن الخطأ ك. مىظد نصف القيمة العن عض هو العرالكلىض والعر
ية ئاوشعة ظلأي ملاحن احتمال الانحراف بحيث يكو µ−xيمة المطلقة للانحراف قال

µ−ix صفناوي اليسأو من ل قأ. 
  لفة التي تم وذلك من خلال التجارب المختاًوالتوزيعة الجاوسية مناسبة جد  

 .؛ و تسمى أيضا بالتوزيعة الطبيعيةيق التوزيعة عليهابتط
 ية اللورانترةعيوزتال.4

 عند امهادتخسيتم ا حيث ة،ينووء يزياف بيانات صفلح لوصذه التوزيعة ته  
في  التغيرحالة دث عادة في يحوذلك ما ، Resonance Behavior ف الرنينيصرالت
عة سربة لنسباله أو من خلال التغير فيلطاقة بة لسة نيوون للتفاعلات الضيطاع العرقال
على ية اللورانتر  التوزيعةصفوتو رة موسباراهظبدث يح كما الإشعاع صاصامت

 :الشكل

( )
( ) 4

21,, 22 Γ+−

Γ
=Γ

µπ
µ

x
xPL 

سوى   هذه التوزيعات وغيرها يطول ولكن لم يكن بوسعنا هناحولإن الحديث 
 المذكورة عللمراج ن له اهتمام أكبر به أن يرجعالتعريج وفي عجالة على هذا الموضوع ولم

 .بآخر الكتاب 
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 )10(ن يرتما
 

 ).1.10(قم بكتابة تفاصيل المثال  .1

أكتب برنامجا حاسوبيا يحسب معاملات و إحداثيات تربيعيات جاوس لعدد  .2
طبق ما توصلت إليه من نتائج على . نقاط و قارن بما جاء بالفصل الرابع4،5،6

 .جل ملاحظاتكأمثلة من عندك و س

  العبارة ؟ه ما مدى صحة هذ)) و الوسيطلا فرق بين المتوسط (( .3

 عياري؟ما هي العلاقة بين الاختلاف والانحراف الم .4

 .للتوزيعة ذات الحدين 2σ وµغ يق صقم باشتقا .5

 يمكنك اكتشاف؟ هل ةيية واللورانتزسك بالتوزيعتين الجاوحيصمن خلال تم .6
 ق بينهما؟فرال

 . بهاةزيضرب بعض الأمثلة على المجالات التي يمكن تطبيق التوزيعة اللورانتا .7

 

o b e i k a n d l . c o m



 

 
 
 
 
 
 

o b e i k a n d l . c o m



 379  

  

 
 

 

 
 

  

A 

 Approximation تقريب

B 

 Behavior تصرف

 Binomial ذات الحدين

 Boundary )أو حدي(حد 

C 

 Coefficient معامل

 Computed محسوب

 Computer حاسوب

 Condition شرط

 Consistency عدم تناقض

 Correction تصحيح

 Corrector مصحح

 Curve منحنى
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D 

 Data بيانات

 Deviation انحراف

 Diagonal قطري

 Difference فرق

 Differential تفاضلي

 Discrete منفصل

 Distribution توزيعة

E 

 Edge حافة

 Eigenvalue تيةقيمة ذا

 Eigenvector متجه ذاتي

 Elliptic ناقصي

 Equation معادلة

 Error خطأ

 Expected متوقع

 Exponential أسي

 Experimental تجريبي

 Explicit صريح

 Extended )أو امتداد(ممتد 
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F 

 Figure شكل

 Finite منته محدود،

 Fitting ملائمة

 Flow تدفق

 Fluctuation تاضطرابا تقلبات،

 Function دالة

G 

 Geometric هندسي

 Gauss Quadrature تربيع جاوس

H 

 Heat حرارة

 Hyperbolic زائدي

I 

 Implicit ضمني

 Initial ابتدائي

 Instability عدم اتزان

 Interval فترة

K 

 Kind نوع
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L 

 Least Squares مربعات صغرى

 Linear خطي

M 

 Matrix مصفوفة

 Maximum قيمة عظمى

 Mean متوسط

 Median وسيط

 Method طريقة

 Minimum قيمة صغرى

 Modified معدل

 More أكثر

 Multiple متعدد

N 

 Necessary ضروري

 Normalized معمد، عياري

 Numerical عددي

O 

 Off-diagonal غير قطري
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 Operator مؤثر

 Ordinary عادي

P 

 Parabolic مكافئي

 Partial جزئي

 Polynomial حدودية

 Popular شعبي

 Potential جهد

 Predictor منبئ

 Probability احتمال

 Problem مسألة

 Program برنامج

Q 

 Quadratic تربيعي

R 

 Real حقيقي

 Rectangle مستطيل

 Region منطقة

 Regression انكفاء
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 Relative نسبي

 Resonance رنين

S 

 Shooting رمي

 Side جانب

 Single مفرد

 Smooth سلس

 Squares مربعات

 Stability اتزان

 Standard عياري،نموذجي

 State حالة

 Solution حل

 Solve يحل

 Sufficient كافي

 Subinterval فترة فرعية

 Subroutine بريمج، برنامج فرعي

 Symmetric متناسق،متماثل

T 

 Table جدول
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 Transformation تحويلة

 Trigonometric مثلثي

 True حقيقي

U 

 Uncertainty عدم تأكد، ريبة

 Unique وحيد

 Uniqueness أحادية

 Unsteady غير مستقر

V 

 Value قيمة

 Variance اختلاف، تغاير

 Vector متجه

W 

 Width عرض

Z 

 Zero الصفر
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