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Relations and functions 
  

 Cartesian product  
التي تتكون من الأزواج  الخاليةغير تسمى  المجموعة  ، مجموعتان ,BAلنفرض أن  

),(المرتبة  yx حيثByAx ∈∈ BA للمجموعتين)الديكارتي(  الكارتيزي بالضرب, , 
} بحيث×BA ويكتب }ByAxyxBA ∈∈=× ,:),(.  

  
  
  

  
    Domain  :النطاق-1

AB     لتكن  على  BإلىAمن  R  نطاق العلاقة نعرف عندهاينغير خاليت ين مجموعت,
  : الأولى من الثنائيات المرتبة حيثجميع الإحداثيات  مجموعة أنه

{ }RyxAxRDomARDom ∈∈=⊆ ),(:)(,)(  
     Range :المدى-2

ABلتكن    على   BإلىA من Rمدى العلاقة نعرف عندها خاليتين  غير مجموعتين ,
  : العناصر الثانية من الثنائيات المرتبة حيث جميع  مجموعة أنه

{ }RyxByRRangBRRang ∈∈=⊆ ),(:)(,)(  
  

  
  
  
  
  

  

  :العلاقة الثنائيةتعريف 
أي مجموعة  Bإلى A من Rمجموعتين غير خاليتين، نسمي علاقة ,BAلتكن      

Rba أو bRa وتكتب ×BAجزئية من    .b مع  Rمرتبطة بالعلاقة a وتقرأ),(∋
  

   Inverse relation: تعريف العلاقة العكسية
BAلتكن    فإن ، B إلىAعلاقة منR ت ن مجموعتين غير خاليتين وإذا كا,

aRb، حيث إن A إلىBمنR−1هي علاقة Rمعكوس العلاقة   إذا وفقط إذا −1
bRa أي أن :      { }RyxxyR ∈=− ),(:),(1  
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  :مثال 

} إذا كانت }10,8,6,4,2=Aو { }nmkB ونطاق ومدى ، ×ABو ×BAوجدفأ =,,
   :×BAالعلاقة
  :الحل 









=×
),10(,),10(,),10(,),8(),,8(),,8(),,6(

,),6(,),6(,),4(,),4(,),4(,),2(,),2(,),2(
nmknmkn

mknmknmk
BA  

  









=×
)10,(),8,(),6,(),4,(),2,(),10,(),8,(

),4,(),2,(,)10,(,)8,(,)6,(,)4,(,)2,(
nnnnnmm

mmkkkkk
AB  

} هو×BAنطاق العلاقة  }10,8,6,4,2=D  
} هو×BAمدى العلاقة }nmkRange ,,=  

  :مثال 
} إذا كانت })5,7(),3,7(),2,4(),1,3(),1,0(=R 1 فأوجد−Rونطاقها ومدها :  

}                  :الحل  })7,5(),7,3(),4,2(),3,1(),0,1(1 =−R  
} هوR−1نطاق العلاقة                    }5,3,2,1=D  

} هوR−1مدى العلاقة                  }7,4,3,0=Range  
  
  
  
  
  
  
  

  : مثال 
   : فإن مجموعة الأعداد الحقيقية هي=RAنفرض أن -1
2- )(   . علاقة ناقلة ولكنها ليست متعاكسة أو متماثلة >
3- )(   . علاقة ناقلة ومتعاكسة ولكنها ليست متماثلة ≤
4- )(  .علاقة متكافئة =

  :تعريف   
  : عندها نقول عن هذه العلاقةA علاقة على R لنفرض أن      

Aa لكل عنصر  aRaمتعاكسة إذا وفقط إذا كان  -1 ∈. 
   .aRb  يؤدي إلىbRaمتماثلة إذا وفقط إذا كان  -2
 .cRa يؤدي إلى cRb وbRa إذا كان ناقلة إذا وفقط -3
  . علاقة متعاكسة ومتماثلة وناقلةRمتكافئة عندما وفقط عندما تكون  -4
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 Function   
XYلتكن      المجموعة على أنها علاقة منf ن نعرف الدالةين غير خاليتي مجموعت,

X إلى المجموعةY بحيث يشير كل عنصر Xx∈ عناصر إلى واحد وواحد فقط منY 
العلاقة يجب أن يتوفر في هكذا نجد أنه  ،xf)( ويرمز له بالرمز xيدعى صورة العنصر
  :الدالية الشرطان الآتيان

  .Xنطاق العلاقة جميع عناصريجب أن يشمل   -1
 أكثر من مرة واحدة كمركبة أولى في جميع X عناصرعدم ظهور أي عنصر من  -2

 صورة واحدة X أي أن لكل عنصر من، تنتمي إلي العلاقةالتيالأزواج المرتبة 
)(xf في Y .   
      Functionالدالة 
YXإذا كانت   YXf الدالة فإن مجموعتين غير خاليتين , حدد لكل  هي علاقة ت:→
xfy)( : بحيث ∋Yy فقط  وواحداًعنصرا واحدا∋Xx عنصر  يرمز لنطاق الدالة =

)(xfبالرمز  fD بالرمزومداها fR .  
  :تمثيل الدالة

  : تمثيل الدالة مخططياً على الشكل  
  

  

}إذا كانت  : ل مثا } { }9,6,4,2,1,3,2,1 == YX  أوجد :  
{ }
{ }
{ }22:),(

:),(

2:),(

3

2
2

1

+==
==

==

xyyxR
xyyxR
xyyxR

   
321 إذا كانتفيماووضح  ,, RRR علاقات دالية أم لا .  

  
  

  

                                      f  
  

                         Y                            XD f =  

fR
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  : الحل 
{

}
{ }
{ }
{ })6,2(,)4,1(

)9,3(,)4,2(,)1,1(
)6,3(,)4,2(,)2,1(

)9,3(,)6,3(,)4,3(,)2,3(,)1,3(
)9,2(,)6,2(,)4,2(),2,2(,)1,2(,)9,1(,)6,1(,)4,1(,)2,1(,)1,1(

3

2

1

=
=
=

=×

R
R
R

YX

         

 
{ } { }

{ } { }
{ } { }6,4)(,2,1

9,4,1)(,3,2,1
6,4,2)(,3,2,1)(

33

22

11

===
===
====

RRRRangRD
RRRRangRD

RRRRangRDRDomQ

  
21واضح أن  , RR3 بينما،تان داليتان علاقR  ليست علاقة دالية .  

  
1R  

  
                          دالة 1Rالعلاقة

  

                  X                                      Y          
  

                                               
  

  دالة 2R العلاقة
  

                  X                                      Y          
   

  
 3DRX    وبالتالي≠

   3R العلاقة   
  دالة ليست   

                  X                                      Y                           

3
2
1

1 
2 
4 
6 
9 

3
2
1

  

1 
2 
4 
6 
9 
  

3
2
1

1 
2 
4 
6 
9 
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  :ملاحظة
Xx يسمى المتغير      وهو متغير النطاق (Independent variable) بالمتغير المستقل ∋
}: حيث } XIR(x)f:XxD f Yyويسمى المتغير) نطاق الدالة(=∋∋⊇  ع بالمتغير التاب∋

"dependent variable " ن إ  وهو متغير المدى حيث{ } YxfyXxR f ⊆=∈= )(: 
كون نطاقها ومداها مجموعات يوباعتبار أن الدوال المعرفّة التي سيتم دراستها  ،)الةمدى الد(

  .    قيقيةه الدوال بالدوال الحتسمى هذلذلك  ،IRجزئية من
  :   مثال 

)(53 ةلدالى امنحنثم ارسم      أوجد النطاق والمدى  +== xxfy   حيثIRIR:f →.          
  :    الحل 

IRx  يكون  ∋IRx لكل هواضح أن    وبالتالي 53+∋
),(,),( يكون ∞−∞==∞−∞== IRRIRD ff  

53رسم الدالة لو += xy للمتغيريننفرض قيمت x   
  ىالمستومثلها على المقابلتين ونy وتحدد قيمتا

  :المجاور بالشكل  هو مبين الإحداثي كما
  

  :ملاحظة
bxaxfy:  الدالة منحنى      بشكل عام  +==   :a هلميهو خط مستقيم في المستوى )(

         ambaxy =+= IRRIRD و أن , ff == ,  
  :مثال

)(2 ةأوجد النطاق والمدى وارسم المنحنى للدال    xxfy IRIR:fحيث   == →.  
   :   الحل 

  ),0[,),( ∞=∞−∞== ff RIRD  هو لتماثليا محوره هو قطع مكافئومنحنى الدالة 
  .محور الصادات

x  

y  

)5,0(  

)0,
3
5(−  

•  

•  
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       :مثال 
xxfy ةأوجد النطاق والمدى وارسم المنحنى للدال   == IRIR:fحيث    )( →.   
  :الحل 

{ } { }
{ } ),0[,,:),(

),0[0:)(:
2 ∞=∈==

∞=≥∈=∈∈=

RyxxyyxR

xRxRxfRxD

f

f
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     :مثال
3xy ةأوجد النطاق والمدى وارسم المنحنى للدال      IRIR:fحيث    = →.  

                          :                       الحل 
                          { } ),(: ∞−∞=∈∈= RyRxDf    

              { } ),(,,:),( 2 ∞−∞=∈== RyxxyyxRf   
  

  
  

  
     :مثال 

122 ة     أوجد النطاق والمدى وارسم المنحنى للدال +−= xxy    حيثIRIR:f →.  
  :        الحل 
)نلاحظ أن  )21−= xy 0 وبالتالي فهي غير سالبة أي أن≥y ،         

{ } ),(: ∞−∞=∈∈= RyRxDf  
( ){ } [ )∞=∈−== ,0,,1:),( 2 RyxxyyxRf .  
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     :مثال 

42 ة     أرسم المنحنى للدال 23 −+−= xxxy 24 مع المستقيم += xy    حيث
IRIR:f →.  

                          :                       الحل 
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Algebraic Operations on functions  
   : فإن دالتين  g ،f إذا كانت 

  )()())(( xgxfxgf )( لكل ±=± gf DDx I∈.  

)()())(( xgxfxgf )( لكل ×=× gf DDx I∈.  

)(
)()(

xg
xfx

g
f

=






 لكل )( gf DDx I∈ 0 بشرط)( ≠xg.   
  

  :مثال 
)(4,)(13 كانت     إذا 2 +=−= xxgxxfفأوجد: 








×±

g
fgfgf ,,  

  :          الحل 
134))(( 2 ++−=+ xxxgf   لكلx  نوجد  ن للداليتينطاق المشتركال في .                

         [ ] RDD gf =−= ] منها يكون النطاق المشترك هو2,2, ]2,2−=gf DD I  
 134))(( 2 −−−=− xxxgf لكلx دالتينلل في النطاق المشترك.  
 ( ) )13(4))(( 2 +−=× xxxgf لكلx دالتينللنطاق المشترك ال في.  
   

13
4)(

2

+
−

=







x

xx
g
f013 بحيث ≠+x أي أن    

3
1−

≠x  لكلx  نطاق المشتركال في 

]هوو         دالتين   لل ]






−−−=

3
12,2

g
fD .  

  

  
  
  
  
  
  
   
  
  

  :تعریف  
YXf إذا كانت   →: , ZYg   Composite( الدالة المركبة  فإن :→

function (هي( ) ZXfgxfgxfg →= :,)())(( οο لكل Xx∈ حيث  
 ϕ≠fg DD Iو DDD gfg Io =   

))((نطاق الدالة الحاصلةDحيث  xfg:  
 

))(( xfg )(xf )(x 
g f 

gof   
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  :على الشكل التاليgfοلدالة التركيبيةبشكل مشابه نعرف ا
  :شكل التعرف على  gfοلدالة المركبةا دالتين عندها g وfإذا كانت   

                               ))(())(( xgfxgf =ο  
ϕ≠gfحيث                  RD I    و  DDD ggf Io =  

))(( هو نطاق الدالة المركبة D                 حيث  xgf.  
  

  :        مثال 
fggf      أوجد  οο )(1,)(2 إذا كانت , xxgxxf =+=.  

  :        الحل 
RDRR    نا                لدي ff ==  

                    [ ) RDR gg =∞= ,0  
]منها  ) ϕ≠∞= ,0gf RD I   نحصل على بذلك  

1)())(())(( 22 +=== xxfxgfxgfο  
RDDD ggf == Io  وكذلك نجد [ ) ϕ≠∞= ,0fg RD Iبذلك نحصل على :  
1)1()1())(())(( 2 ++=+== xxgxfgxfgο  

IRDDDمنها يكون لدينا  ffg == Ioو [ )∞= ,1fgR o  
  

         :مثال 
fggf      أوجد  οο )(,)(16 إذا كانت , 2 −== xxgxxf.  

  :       الحل 
                     [ ) [ )∞=∞= ,0,,0 ff RD  

                      [ )∞−== ,16, gf RRD  
))(())(()16(16    منها نحصل على 22 −=−== xxfxgfxgfο  

                                     ( ] [ )∞−∞−= ,44, UD  
( ] [ )∞−∞−== ,44, UIo DDD ggf  

))(())(()(16بذلك يكون لدينا       +=== xxgxfgxfgο  
RDوأيضا لدينا  ] منها نحصل على = )∞== ,0DDD ffg Io  
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Some types of Functions  

 polynomial functions    
)()(...................)(     إذا كان  2

10
n

n xaxaaxp +++=  
naaa حيث .........,,.........,  تسمى دالة كثيرة xp)( الدالةفإن na≠0 هي أعداد حقيقية و 10

   .nالحدود من الدرجة 
  

  : أمثلة
                 

12)(1
5)(0

−=→=
=→=

xxpn
xpn   

   34)(3 xxxpn      وهكذا              =→=−
   . IR ومداها مجموعة جزئية منIRنطاق الدوال كثيرة الحدود هي        

  :حالات خاصة  -
       ( Identity function )" المحايدة " الدالة الذاتية  .1

 وهي على الشكل،واحد اليساوي  xهي دالة كثيرة حدود من الدرجة الأولى ومعامل   
xxf                                 :التالي =)(  

 
    ( constant function )الدالة الثابتة   .2

IRccxf        هي الدالة التي لا تحتوي على أي متغيرات      ∈= ;)(  
  ( Rational functions )  :أو الكسريةالدوال القياسية 

)(,)(إذا كانت    xpxq الدالة القياسية تكون على الشكل التاليفإن  كثيرتي حدود  :        
              0)(,

)(
)()( ≠= xq

xq
xpxf  

   )كسرية(  تسمى دالة قياسية f     الدالة
 ماعدا القيمة التي تجعل المقام يساوي ةنطاق الدالة القياسية  هو جميع الأعداد الحقيقي  
}  نطاق الدالة هو      بذلك يكوناًصفر }0)(: =∈−= xqIRxIRD f  
  :فمثلا 

 إذا كان
1
2)( 2 −

+
=

x
xxf فإن:  

o b e i k a n d l . c o m



    
  

  
 80  

{ } { }
),1()1,1()1,(

1,101: 2

∞−−−∞=

−−==−∈−=

UU

IRxIRxIRD f  

 Square root function :التربيعيدالة الجذر 

)()(بأنها دالة من الشكل التربيعيتعرف دالة الجذر  xgxf  كثيرة حدود من xg)(حيث =
  : يحدد نطاق الدالة الجذرية على الشكل nالدرجة 

{ } [ )∞⊆≥∈= ,0,0)(: ff RxgRxD
  :مثال  

   :نالتاليتين ي       حدد نطاق الدالت
116)( 2 −−= xxf  

223)( 2 −++= xxxf  
  :الحل

)(216نطاق الدالة - xxf } هو=− }016: 2 ≥−= xxD f منها يكون 
4416016لدينا 22 ≤≤−⇒≤⇒≥− xxx  من العلاقة السابقة يكون

]النطاق ]4,4−=fDكما في الشكل التالي:  
  

  
  
)(23 أما نطاق الدالة  - 2 ++= xxxf منها يكون لدينا   

{ }023: 2 ≥++= xxxD f  
 2,10232 −=−=⇒=++ xxxxمنها نكون الجدول التالي :  

4  4−  
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  x  −∞  بينهما  -2  بينهما  −1  بينهما  ∞
  + 0  -  0  +    232 ++ xx  

)لة هو ونطاق الدا ] [ )∞−−∞−= ,12, UfR  
  

  Absolute value function: دالة القيمة المطلقة
  :الشكل التاليعلى  xتعرف دالة القيمة المطلقة 









<−
≥

==
0
0

)(
xifx
xifx

xxf  

RD :   فإن               بشكل عام  f =   ،  [ )∞⊆ ,0fR  
  

  
  

    :مثال
)(12      أوجد نطاق ومدى الدالة += xxfمع رسم الدالة .        

  :الحل
)(12      الدالة  += xxfتأخذ الشكل  :  



















−<−−

−≥+
=+=

2
1,12

2
1,12

12)(
xx

xx
xxf  

RDنطاقها هو  f ]و  = )∞=⇒≥+= ,0012)( fRxxf  
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   :مثال

)(2 :       حدد نطاق ومدى الدالة 
x
x

xf =.       
  :الحل

)(2الدالة        
x
x

xf   :  تأخذ الشكل=



















<
−

=
−

>=
==

0,1

0,1

)(

2

2

2

x
xx

x

x
xx

x

x
x

xf  

IRDنطاقها هو  f ) :ومداها هو   = )∞=⇒> ,002 fR
x
x   
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      Algebraic functions الدوال الجبرية   
 – الضرب – الطرح –الجمع (  تركيبة جبرية من العمليات منxf)(نتجت الدالة إذا  

  .تسمى دالة جبرية xf)(الدالة  فإن ،لكثيرات الحدود) القسمة الجذور
  : فمثلا 

   :       الدوال التالية جميعها دوال جبرية 

xxf                و  )(=
102

75)(
2

+
−+

=
x

xxxf33      و 2)( xxxf −=.   
  

  Greatest Integer Function    دالة الصحيح الأعظم
 الذي هو أكبر من ،  إلى العدد الصحيح الوحيدx     هي الدالة التي تنقل كل عدد حقيقي 

][  ويرمز لها بالرمز أو تساويهاxالتي هي أقل من  ،جميع الأعداد الصحيحة x،ف  وتعر
nxf دالة الصحيح الأعظم رياضياً كالأتي ≥≥+1 حيث )(= nxn  و  n1 و+n عددان

  .صحيحان متعاقبان
  :مثال
]6,3[،]5,1[ ، ]5,2[  للقيم التاليةجد الصحيح الأعظم    −.  
  : الحل 

1]5,1[ =    ،   2]5,2[ =  ، 3]6,3[ −=−  
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  :مثال
  . المختلفة مع الرسملدالة الأعداد الصحيحةالجدول التالي يبين طريقة إيجاد العدد الصحيح 

  

][ x  1+≤≤ nxn  n 
2][ −=x  12 −≤≤− x 2−  
1][ −=x 01 ≤≤− x  1−  

0][ =x 10 ≤≤ x 0 
1][ =x 21 ≤≤ x  1 
2][ =x  32 ≤≤ x 2 

  

          ZRIRD ff == ,  
  . أو السلميةألدرجيهوتسمى بالدالة   

  
   : Even and odd functions الدوال الزوجية والدوال الفردية

YXf     لتكن     :عندئذ دالة :→
  : دالة زوجية إذا كان " f" الدالة  تسمى  -1

)()( xfxf fDx   لكل   −= ∈  
  : دالة فردية إذا كان  " f"الدالة مى  تس -2

                                       )()( xfxf fDx   لكل   −=− ∈  
  .  فردية ولا زوجية إذا لم يتحقق ذلك ليست  " f" الدالة تكون -3

      4     3     2     1               -1    -2     -3    -4  

y  

[ ]xy =  

−
−
−
−

4
3
2
1

1
2
3
4

  x  
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  :لاًمث
  .موضحاً الإجابة بالرسم الدوال التالية فردية أم زوجية أم غير ذلك بين فيما إذا كانت  

     2)( xxf )()()( دالة زوجية لان      = 22 xxxfxf −==−=  
 

3)( xxf )()()( دالة فردية لان       = 33 xxxfxf −=−=−=  

 
cxf )()(: ولان  ، لأنها ثابتة؛ دالة زوجية)(= xfcxf ==−  

  

2)( −= xxfلأن ؛  ليست فردية وليست زوجية  :  





<→>−−−
≥→≥−−

=−=
202,)2(

202,2
2)(

xxx
xxx

xxf
 

                                             2)( −−=− xxf  

                                       )2)(1()( +−=− xxf  
                   )(2)( xfxxf      ليست فردية وليست زوجية ∴=+≠−

  

   one to one function  : )متباينةال(الدالة الأحادية 
YXfلتكن      دالة أحادية إذا وفقط إذا كان  f  عندئذ تسمى الدالة :→

  babfaf =⇔= xba لكل  )()(  دالة متباينة نفرض أن f ولبرهان أن ,∋
)()( bfaf baنبرهن على أن و  = =.  

  دالة زوجیة

  دالة فردیة
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    :Onto function   )غامرةال(الدالة الفوقية
YXfلتكن    YRإذا كان  ، دالة فوقية إذا وفقط f عندئذ تسمى الدالة :→ f =  

  . النطاق المصاحب= المدى  أن أي       
  

    Correspondence function  :"تناظر أحادي"الدالة التقابلية 
YXf نلتك     في )متباينة وغامرة( دالة تقابلية إذا كانت أحادية وفوقيةf عندئذ تسمى:→
   .ن واحدآ

  :فمثلا
      12)( += xxf حيث IRIRf →:  
  :لان ) متباينة( دالة أحادية xf)( حيث

ba
ba

bfaf

=∴
+=+

=
1212

)()(

  
yIRR وأن  f ==  

  
 :ملاحظة

عمودي ( أفقيإذا كان أي خط مستقيم ، )متباينة( من خلال رسم الدالة تكون الدالة أحادية      
)(2لا يقطع منحنى الدالة إلا في نقطة واحدة على الأكثر، فمثلا )على محور المدى xxf = 

نجد أن الخط المستقيم الأفقي يقطع ) هندسياَ( لأنه من خلال الرسم ؛)متباينة(ليست أحادية
  :الشكل  منحنى الدالة في نقطتين كما في
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     :مثال
)(32ت  الدالة إذا كان   += xxf حيث IRIRf    . فهل تمثل تقابل:→
      :الحل

:)(32: الشكل التاليلها fبما أن الدالة  +=→ xxfxf ونطاقها هو IRD f ولكل  =
IRxx ∈∀ 212121: (نجد ,21 3232)()( xxxxxfxf منها تكون الدالة و ،)=⇒+=+⇒=
fبما أن و.  متباينةIRRf  تكون f وبالتالي الدالةY فهو مساوياً للنطاق المصاحب =

  ).ةغامر(فوقية 
  . واحد لواحد  تمثل تقابلاfإذا 

  :مثال
)(3ت  الدالة إذا كان   xxf IRIRf حيث =   . فهل تمثل تقابلا:→
  :الحل

:)(3: الشكل التاليلها f      بما أن الدالة  xxfxf IRD ونطاقها هو →= f  ولكل =
IRxx ∈∀ 21 21( :نجد ,

3
2

3
121 )()( xxxxxfxf  fمنها تكون الدالة و، )=⇒=⇒=

  . متباينة
IRRfبما أنو    fإذاية  تكون فوقf وبالتالي الدالةY فهو مساوياً للنطاق المصاحب =

    .أحادياتمثل تقابل 
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   : piecewise defined functions الدوال المعرفة مقطعياَ 
  . أكثر من مجال واحد معرفة على له صور متعددةهذا النوع من الدوال   
     :مثال 

 : حيث  f      ارسم منحنى الدالة

          




≥−
<

=
3,3

3,
)(

2

xx
xx

xfوحدد مجموعة النطاق ومجموعة المدى.  

 :الحل
IRD     :دالة هو    واضح أن نطاق ومدى ال f ]0,(  و  ∴= ∞=fR  

  
  

    :مثال 
          ارسم منحنى الدالة في كل حالة 









≥
≤≤

<+

=
2,1

20,
0,32

)( 2

x
xx

xx
xy

  
  :الحل
IRDgواضح أن نطاق ومدى الدالة هو       gR=∞−),4( و =
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     :مثال 

دالة في كل حالة       ارسم منحنى ال






>+

<
=

0,1
0,

)(
2

4

xx
xx

xy  .  

  
  :الحل

  
  

2≥x
   

20 ≤≤ x
   

0<x
  

0>x
   

0<x
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 Bounded and unbounded functions  
MxfDx( وحقق Mإذا وجد عدد  :1تعريف  f ≤∈∀  xf)(عندها نقول أن الدالة ) :)(

  . حداً أعلى للدالةMنسمي العدد محدودة من الأعلى و
mxfDx(  وحقق العلاقةmإذا وجد عدد  :2تعريف  f ≥∈∀ عندها نقول أن الدالة ) :)(

)(xf محدودة من أسفل )ونسمي العدد ) أدنىmلةللدا)   حداً أسفل أدنى.  
MxfmDx(وحقق ،m وMإذا وجد عددان  :3تعريف  f ≤≤∈∀ نقول عن الدالة  ) :)(

)(xfأنها محدودة .  
  

  :ملاحظات
LxfDx( تحقق الخاصة xf)(كل دالة محدودة   -1   f ≤∈∀ )(:. (  
  . تكون محدودة fR مجموعة مداهافإنمحدودة  دالة  xf)(انت إذا ك  -2  
  . لم تكن دالة محدودة يقال عن دالة  إنها غير محدودة إذا  -3  
  .−∞ أو +∞مداها  يجب أن تحوي مجموعة كل دالة  غير محدودة   -4  

  

  :لمثا
)(29      حدد فيما إذا كانت الدالة  xxf   .  محدودة أم لا=−

  :الحل
}نحدد نطاق  الدالة    }29: xxDf 9009 منها يكون لدينا =− 2 ≤≤⇒≥− xx بذلك 

09990نحصل على  22 ≥−≥⇒−≥−≥ xx ومن هذه العلاقة نوجد قيمة 
0)(3093 2 ≥≥⇒≥−≥ xfxلى أن  بذلك  نصل إ[ ]3,0=fR والدالة )(xf محدودة .  
  

   Periodic Functionsالدوال الدورية 
 إنها دالة دورية إذا أعادت مجموعة قيمها ضمن دورة xf)( عن الدالة يقال  :1تعريف 

  .محدودة
  

تمسح دورة ( كامل قيمها xf)( التي تتم فيها الدالة xيسمى أصغر مدى لقيم  :2تعريف 
  . الدالةةدور) كاملة من القيم
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دة المتعلقة بالظواهر الطبيعية هناك الكثير من الدوال الدورية المحدودة وغير المحدو  
لموجات  ا الساعة الزمنية ونبضات القلب وكذلكالفيزيائية والبيولوجية ومن هذه الدوالو

  .الصوتية والمكروية 
  

  Trigonometric Functionsالدوال المثلثية 
  :نعلم بأن النسب المثلثية  لمثلث قائم الزاوية هي

 
y
Rθc

θ
== sec

sin
1   

معكوسها 
R
y

=θsin  

x
R

== θ
θ

sec
cos

1   

معكوسها 
R
x

=θcos  

y
x

== θ
θ

cot
tan

 معكوسها 1
x
y

=θtan  

  
  :دوال المثلثية للالتمثيل البياني 

  1 ونصف قطرها يساوي)0,0(دائرة مركزها نقطة الأصل (وحدة إذا أخذنا دائرة ال  
),(وأخذنا النقطة baعلناها تتحرك على الدائرة نجد أن وج :ba == θθ sin,cos  

  
  
  
  
  
  
  
  
  

 Rالوتر 

xالمجاور   

 yالمقابل 
θ 

θ  

)1,0( 

)0,1(  )0,1(− 

)1,0( − 

),(),( θθ SinCosba =  
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),(أي أن النقطة    ba  هي النقطة)sin,(cos θθ ، التي إذا تحركت في اتجاه معاكس 
 كلما ،1تى يزداد من الصفر حθsin نجد أن الإحداثي الصادي ،لاتجاه حركة عقارب الساعة

 إلى θ=0من θزادت 
2
πθ   θ كلما زادت ،0 حتى 1 من  θSin  ثم ينقص،=

من
2
πθ πθ  إلى = كلما ،  (1-) حتى 0 يأخذ في النقصان من  θSinونلاحظ كذلك أن ، =

πθ من θزادت   حتى=
2

3πθ  من θكلما زادت  ، 0 حتى -1منθSin ثم يزداد ،=

2
3π

θ πθ حتى = :      وبالتالي نجد ) π2أي يتكرر كل ( ي أن المسار يعاد من جديد أ، =2

 θπθ
θπθ

cos)2(cos
sin)2(sin

=+
=+  

xx  :  كذلك نجد إن cos,sin،ودورة كل منهما  دالتان دوريتان π2.   
  

 :ملاحظة

xxالدالتان       cos,sinلأنحددتان  دالتان م:
 

1cos1,1sin1 ≤≤−≤≤− xx.  
xyدالة الجيب    -1 sin=  

  :خواصها 
xxن وهى دالة فردية؛ لأ ،π2      هي دالة دورية تكرر نفسها كل دور sin)(sin −=−    

),(ونطاق الدالة هو  ∞−∞∈D  
  R∋−]1,1[ومداها هو 

   IRوهى معرفة ومتصلة وقابلة للاشتقاق لجميع قيم 
 وهى ليست أحادية على نطاقها ولكن أحادية على الفترة



 0,

2
π وأيضا على 

الفترة



−

2
,

2
ππ .  

π2  2
3π

  π  2
π  

3
π  

4
π  

6
π 0 x 

0  1− 0 1  2
3  

2
2 

2
1 

0  xsin  
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  :على الشكل   :نلاحظ
xx : فإن لهذا π2 من جديد كلرإن شكل الدالة يتكر   sin)2sin( =+ π 

xy وهذا يعنى أن   ( sin= دالة دورية ودورتها π2(   
  :مثال

  :   برهن صحة العلاقات التالية
                  xx sin)sin( =−π   ،  xx sin)sin( −=−.  

  :الحل
bababa  نعلم أن  sincoscossin)sin( −=−    
xxx :وبالتالي sincoscossin)sin( πππ −=−                                

منها          
x

xxx
sin

sin)1(cos0)sin(
=

−−=−π  

  :وكذلك 
     )0sin()sin( xx −=−   

منها نحصل على 
xxx
xxx

sin)sin()1()cos(0
)sin()0cos()cos()0sin()sin(

−=−=
−=−  
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  :مثال

           ارسم الدالة   






<

≥
=

1:

1:sin
)(

xx

xx
xf.  

             :الحل
  

  
  
  
  
  
  
  

  :مثال

      ارسم الدالة 














<

≥
=

1,

1,)sin(1
)(

2 xx

xx
xxf.  

  :الحل
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xy دالة جيب التمام -2 cos=.  
  :خواصها 

),(        النطاق هو  ∞−∞∈D  
 R∋−]1,1[        المدى هو 

xxالدالة زوجية لأن  cos)cos( =− 

]على نطاقها وهي متباينة في الفترة  ) متباينة(الدالة ليست أحادية  ]π,0.  
xnx   أي أن π2الدالة دورية ودورتها  cos)2(cos =+ π حيثIRn ∈.  

  

π2  2
3π

  π  2
π  

3
π  

4
π  

6
π 0 x 

1  0 1−  0  2
1  

2
2  

2
3 1 xcos  

  

  
  

  :مثال
  :   برهن صحة العلاقات التالية

)cos()cos( xx −=−π   ،  xx cos)cos( =− .  
  :الحل

bababa     نعلم أن  sinsincoscos)cos( +=−    
xxx ومنها   sinsincoscos)cos( πππ +=−   
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  وبذلك يكون لدينا           

x
xxx

cos
sin0cos)1()cos(

−=
+−=−π  

       :وكذلك
)0cos()cos( xx −=−  

  :صل علىمنها نح

xxx
xxx

cos)sin(0)cos(1
)sin()0sin()cos()0cos()cos(

=+=
+=−  

  

  :مثال

      ارسم الدالة 


















<

≥
=

4
:

4
:)cos(

)(
π

π

xx

xxx
xf.  

    :الحل

  
  

      ارسم الدالة     :مثال


















<

≥
=

4
:

4
:)cos()sin(

)(
2 π

π

xx

xxx
xf.  
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   :الحل

  
  
xyدالة الظل  -3 tan=.  

  :خواصها 
          النطاق  







 ±±−∈ ....,.........

2
3,

2
ππIRD 

                    IZn∈  حيث 






 +−= π

π nIRD
2

       

 IR=          المدى 

xxالدالة فردية ؛ لان  tan)tan( −=− 

 . لهاة واحدةضمن دور) متباينة(الدالة أحادية 

xnxأي أن πالدالة دورية ودورها  tan)tan( =+ π  حيث  IZn ∈.  
  

2
π  

3
π  

4
π  

6
π 0 x 

3  ية غير معرفةكم
1  

1  3 0 xtan  
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  :مثال
)tan()tan( :   برهن صحة العلاقات التالية xx −=−π ،  xx tan)tan( −=−.  

  :الحل
  أن ب نعلم نحن     

)cos(
)sin()tan(

ba
baba

−
−

 :وبالتالي  −=

)tan(
)cos(

)sin(
)cos(
)sin()tan( x

x
x

x
xx −=

−
=

−
−

=−
π
π

π  وكذلك: 
)cos(
)sin()tan(

a
aa =   

)tan(حصل علىمنها نو  
)cos(
)sin(

)cos(
)sin()tan( x

x
x

x
xx −=

−
=

−
−

=−  
  

  :مثال

                 ارسم الدالة 


















≤

>
=

2
:

2
:)tan(

)(
π

π

xx

xx
xf.  

   :الحل
  : نحصل على الشكل على النحو التاليمنها الدالة  قيم           نقوم بحساب
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  :مثال

             ارسم الدالة 


















≤

>
=

2
:)sin(

2
:)tan(

)(
π

π

xx

xx
xf.  

   :الحل
  :لة منها نحصل على الشكل على النحو التالي   نقوم بحساب قيم الدا
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xyدالة القاطع  -4 sec=.  
  :     يمكن كتابة دالة القاطع بطريقتين 

0cos,
cos

1sec ≠== x
x

yorxy
  

  :خواصها

                 النطاق هو 






 ±±±−∈ ....,.........

2
5,

2
3,

2
πππIRD  

IZNأي       ∈ ,
2 






 +− π

π nIR  

),1[]1,(المدى هو     ∞−−∞ U 

xxالدالة زوجية ؛ لان  sec)sec( =− 

 ) . متباينة(الدالة ليست أحادية

IZnnxx   أنأي π2هاتالدالة دورية ودور ∈+= ;)2sec(sec π  

π  2
π  

3
π  

4
π  

6
π 0 x 

2  2  ية غير معرفةكم  −1
2  

3
2 1 xsec  
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  :مثال  

      ارسم الدالة   


















>

≤
=

2
:

2
:)sec(

)(
2 π

π

xx

xx
xf.  

  :نقوم بحساب قيم الدالة منها نحصل على الشكل على النحو التالي  :الحل
  

  
  

  :مثال 

      ارسم الدالة 


















≤

>
=

2
:

2
:)sec(sin

)(
3 π

π

xx

xxx
xf.  

  :نقوم بحساب قيم الدالة منها نحصل على الشكل على النحو التالي :الحل
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xcy  دالة قاطع التمام-5 sec=.  
  :                   يمكن كتابة دالة قاطع التمام بطريقتين 

0sin,
sin

1sec ≠== x
x

yorxcy  
  :خواصها 

} النطاق  } IZnnIRD f ∈−∈ ;π 

),1[]1,(المدى هو  ∞−−∞= UfR 

 ). متباينة( الدالة فردية وليست أحادية

IZnnxcxcأي π2الدالة دورية ودورها  ∈+= ;)2sec(sec π   
  

π  2
π  

3
π  

4
π  

6
π  0 x 

3  1  ية غير معرفةكم
2  

2
2  

2  0 xc sec  
  

  :نقوم بحساب قيم الدالة منها نحصل على الشكل على النحو التالي  

  
  

  :مثال

      ارسم الدالة 


















>

≤
=

2
:)sec(

2
:

)(
π

π

xxc

xx
xf.  
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   :الحل
  :نقوم بحساب قيم الدالة منها نحصل على الشكل على النحو التالي  

  
  

  :المث

      ارسم الدالة 












>

≤
=

π

π

xx

xxc
xf

:sin

:)sec(
)(.  

   :الحل
  :نقوم بحساب قيم الدالة منها نحصل على الشكل على النحو التالي  
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xy     دالة ظل التمام-6 cot=  
0tan,

tan
1

≠= x
x

y
  

  :خواصها 
}النطاق  }......,.........3,2, πππ ±±±−∈ IRD  أي  : 

                    { } IZnnIRD f ∈−= ;π   
),(المدى هو  ∞−∞=fR. 

 . وليست أحادية ،الدالة فردية

IZnnxx : أي أن π ودورتها ،الدالة دورية  ∈+= ,)cot(cot π    
π  3

π  
4
π  

6
π 0 x 

0  3  1  3
  xtan ةكمية غير معرف 1

  

  
  

cot,sec,sec,tan أن الدوال المثلثية :نلاحظ c هي دوال دورية لها دورة تساوي π.  
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  :مثال

      ارسم الدالة 












≤

>
=

π

π

xx

xx
xf

:

:)cot(
)(

3
.  

  :نقوم بحساب الدالة بذلك نحصل على الشكل على النحو التالي :الحل
  

  
  

  :مثال

      ارسم الدالة 












≤

>
=

π

π

xx

xx
xf

:)cos(

:)cot(
)(.  

  :نقوم بحساب قيم الدالة منها نحصل على الشكل على النحو التالي :الحل
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 
   :هناك بعض القوانين  الهامة في الدوال المثلثية والتي منها

11cossin 22 −=+ xx  
2sectan1 22 −=+ xx  
3csccot1 22 −=+ xx  
41cos2sin21cossin2cos 2222 −−=−=−= xxxxx  
5cossin22sin −= xxx  
6cossincossin)sin( −±=± xyyxyx  
7sinsinsincos)cos( −±= yxyxyxm  
8cos)cos(,sin)sin( −−=−=− xxxx ππ  
9tan)tan( −−=− xxπ  

10cot)cot( −−=− xxπ  
11cos)cos(,sin)sin( −−=+−=+ xxxx ππ  
12cos)

2
sin( −=− xxπ  

13sin)
2

cos( −=− xxπ  

14cos)
2

sin( −=+ xxπ  

15sin)
2

cos( −−=+ xxπ  

16cot)
2

tan( −−=+ xxπ  

17tan)
2

cot( −−=+ xxπ  

18
tantan1
tantan)tan(,

tantan1
tantan)tan( −

+
−

=−
−

+
=+

yx
yxyx

yx
yxyx  

19
tan1
tan22tan 2 −

+
=

x
xx  

20
2

2cos1cos,
2

2cos1sin 22 −
+

=
−

=
xxxx  
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   exponential functions  
    :a سية للأساسلأالدالة ا -1

xayهي الدالة من الشكل       .a≠1 عدد حقيقي موجب و a  حيث =
  

  
  
  
  
  
  
  
  

     

 :ملاحظة

xay أي دالة آسيةرسم ) . النقاط   يمر عبر = ) ( )aCB
a

A ,1,1,0,1,1 





 −  

  :     مثال 
xyوضح مع الرسم نطاق ومدى الدالة الآسية    5=   .  
  :الحل
)واضح إن نطاق ومدى الدالة  هو   )∞∞−= ,fD و  ( )∞= ,0fR  

  

  
  

•  

xay =
 

)1,0(
 x

  )1,0( −
  

y
  

xay −=
 

•  
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  :     مثال 
xy وضح مع الرسم نطاق ومدى الدالة الآسية         2−=   .  

    :الحل
)اضح إن نطاق ومدى الدالة  هومن الو   )∞∞−= ,fD و  ( )0,∞−=fR .  

  

  
  

  :     مثال 

وضح مع الرسم نطاق ومدى الدالة الآسية   
x

y 





=

2
1   .  

  :الحل
)نطاق ومدى الدالة  هومن الواضح إن    )∞∞−= ,fD و  ( )∞= ,0fR .  
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       :مثال
xxf:أرسم على الشكل ذاته كلاً من الدوال التالية         4)(1 xxfو = 4)(3 −=             

  . وأوجد نطاق ومدى كلاً منها 
  :الحل

xxf         نطاق الدالة   4)(1 )هو= )∞∞−= ,
1f

D ومداها  و ( )∞= ,0
1f

R .  
xxf         نطاق الدالة   4)(3 ) ومداها  و  R هو=− )0,∞−=fR .  

  
  :دالة الأساس الطبيعي  -2

   كالأتي   e          يعرف العدد الطبيعي 
n

n n
e 






 +=

∞→

11lim     أو   n
n

ne
1

0
)1(lim +=

→
  

   ………e = 2.7182818ويساوي على درجة التقريب 
xeyودالة الأساس الطبيعي لها الشكل    )   أي = )xy exp=.  
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  :     مثال 
2xey  أوجد نطاق ومدى الدالة       . مع رسم  منحني الدالة=

  
  :الحل

),(نطاق الدالة هو         ∞−∞∈fD   1,( و مدى الدالة هو( ∞∈fR.  
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  :     مثال 
2xey         أرسم  منحني الدالة −=.  

  :الحل
),(نطاق الدالة هو            ∞−∞∈fD   1( و مدى الدالة هو,( −∞−∈fR.  

  

  
  

  :     مثال 
xexfته الدالتينأرسم على الشكل ذا   =)(1 xxf 3)(2     .و قارن بينهما=
  :الحل

RDنطاق الدالة هو من الواضح إن    f =
1

)0,(مدى الدالة هو    و 
1

+∞=fR  
RD الدالة هو وكذلك نطاق   f =

2
)0,(مدى الدالة هو    و 

2
+∞=fR.  
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  :     مثال 
xexf  أرسم على الشكل ذاته الدالتين   −=)(1 xxf 6)(2     .و قارن بينهما=−
  :الحل

  
  

ab  وبشكل عام إذا كان     فإنعددان حقيقيان موجبان ,
baba
baba

xx

xx

>⇐<

 من <⇐<

أجل
0
0

<
>

x
x               فإنوبالتالي : effx >⇐>> 3;0 21 

effxو >⇐<< 3;0 21  
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 Logarithmic functions       
  :    تعريف
xxfy فإنا ندعو الدالة a≠1 و a<0إذا كان    alog)(  الدالة ==

yax وذلك يعني أن a ذات الأساس اللوغاريثمية =:   
  :ملاحظات

)النطاق         -1       )∞= ,0fD    
IRRfالمدى              -2       =    
  :مر عبر النقاطتبيان أي دالة لوغاريتمية  -3      

( ) ( )1,,0,1,1,1 aCB
a

A 





 −  

  . دالتان متعاكستان xa  ،  xalog الدالتان بشكل عام-4      
  

  
  

  :xalog اللوغاريثمية والدالة xaمقارنة بين الدالة الآسية 
  xalogاللوغاريثمية  xaالدالة الآسية

)النطاق  IRالنطاق  )∞,0  
)المدى   IRالمدى  0,∞(

)مر بالنقاط ت ) ( )0,1,1,0,1,1 





 −

a
)مر بالنقاط ت   ) ( )1,,0,1,1,1 a

a






 − 
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   :نلاحظ 
نتصف الربع الأول  بالنسبة لمواللوغاريثميةن الآسية بين الدالتي) تماثل( أن هناك تناظر  
  . متعاكستانالدالتينلان 

   : تخواص اللوغريتما
  : يكون x ، yمن أجل القيم الموجبة ): الجداء(قانون الضرب  .1

                                              yxyx aaa loglog).(log +=  
  : يكون x ، yالقيم الموجبة من أجل : قانون القسمة  .2

                                              yx
y
x

aaa logloglog −=







  

  : يكون a<0 عددان موجبان وx  وaقانون القوى  .3
                                           xaxa xx

a
a == log,log  

 :ملاحظة
  عشري ويكتب بلا أساس على الشكلم عندها يدعى اللوغاريتa=10إذا كان   

xxf log)(   : يكون=
yxxy 10log =⇒=  

  

  :ةيلوغاريتموالبعض القواعد المساعدة على حل المعادلات الآسية 
yxإذا كان   .1 yx عندها = aa =.  
yx ،إذا كان  . 2 aa =   1≠a عندهاyx =.  
yx  إذا كان  . 3 yx    فإن = aa loglog   .a≠1 ون  موجبا,yx حيث =
xy  إذا كان  . 4 alog= فإن    yax =.   
yx  إذا كان  . 5 aa loglog yx    فإن =   .a≠1بشرط  =
 ):دالة اللوغاريتم الطبيعي   (eلدالة اللوغارثمية  للأساس ا

xxf: دالة على النحو التاليتعرف ال elog)( يعرف اللوغاريتم الطبيعي بالرمز و  =

)ln(x حيث                   :
0)10(ln

0)1(ln
0)1ln(

<<<•
=•

>>•

x

x
  

  .  غير معروفتكون الدالة    x≥0ولكن في حالة 
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 :ملاحظة

  .لة اللوغارثمية لأنها تعطي كمية غير معرفةلا يمكن التعويض بقيم سالبة في الدا  
  

  :صورة الدالة اللوغارثمية
xy هي   ln= 0,( نطاقها  هو( ∞∈D ها هوامدو),( ∞−∞∈Range و تأخذ الشكل 
  :التالي

  
  

  :     مثال 
xyأرسم منحني الدالة     .5ln=y  و=5

  

  :الحل
  

  
 

)0,1(  

o b e i k a n d l . c o m
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 Hyperbolic Functions         

 وهي مشابهة في خواصها −xe وxeيعبر عن الدوال الزائدية بدلالة الدوال الآسية    
دوال معرفة لحد كبير للدوال المثلثية ولذلك تسمى بأسماء مشابهة للدوال المثلثية وهذه ال

  :كالتالي

2
,:sinh

xx eexRR −
→→  

  :دالة جيب التمام الزائدي تعرف على الشكل التالي أما 

2
,:cosh

xx eexRR +
→→  

  :xcosh وxsinhشكل التالي  يوضح الدالتين ال
  

  

  
  

  :وكذلك  دالة الظل الزائدي تعرف على الشكل التالي 

1
1

cosh
sinh,:tanh 2

2

+
−

=→→ x

x

e
exRR  
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  :أما باقي الدوال تعرف على الشكل التالي

xx

xx

ee
eex −

−

−
+

=coth  

( ) xx eex
xh −+

==
2

cosh
1sec  

( ) xx eex
xhc −−

==
2

sinh
1sec  

  
   :بعض خواص الدوال الزائدية

          1sinhcosh 22 =− xx  
         1sectanh 22 =+ xhx  
        1seccoth 22 =− xhcx  
  :  وهذا الخواص يمكن استنتاجها من التعاريف التالية 

xxx                             دالة فردية     sinhsinh)sinh( ⇒−=−  
xxx                              دالة زوجية   coshcosh)cosh( ⇒=−  

yxyxyx sinhcoshcoshsinh)sinh( +=+        

                        yxyxyx sinhsinhcoshcosh)cosh( −=+  

                                       yx
yxyx

tanhtanh1
tanhtanh)tanh(

±
=

m
m  

  
yxوبوضع    : نحصل على المتطابقات التالية=

xxx coshsinh2)2sinh( =  

xxxxx 2222 sinh211cosh2sinhcosh)2cosh( +=−=+=  

x
xx 2tanh1

tanh2)2tanh(
+

=  
  :إذا يمكن كتابة المعادلات التالية

2
1)2cosh(cosh 2 +

=
xx  

2
1)2cosh(sinh 2 −

=
xx  

o b e i k a n d l . c o m



    
  

  
 118  

 symmetric functions   
  ): التناظر(هناك ثلاثة أنواع من التماثل

 :yمحور الحول ) التناظر(التماثل-1

)( في أي دالة بالمتغير إذا عوضنا       x− بدلا من )(x،الة ذاتها؛ فيقال وكان الناتج هو الد
   .yمحورالحول ) متناظرة(عن هذه الدالة أنها متماثلة

  :فمثلاً
2xy هي yحول المحور) المتناظرة(         من أهم الدوال المتماثلة =.  

22

22

)(
)(

xxy
xyxy

−==

−=↔= 
  

  
  
                                                                 2xy =  
  
  

                                         2                 2−    
  
  
  
  y حول المحور) متناظرة( الدالة متماثلةاإذ
  

  .xول المحور ح) التناظر( التماثل -2
)(بالمتغير        إذا عوضنا y−بدلا من المتغير )( y هو الدالة  في أي دالة وكان الناتج

   .x حول المحور) متناظرة(فيقال عن هذه الدالة أنها متماثلةذاتها؛ 
  :فمثلاً
2xy  هيxدوال المتماثلة حول المحورمن أهم ال   2yx:أي أن  = = 
xyyومنها ==− 22)(.  

  

  y ھو محور التماثل
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 : حول نقطة الأصل) التناظر(التماثل-3

)( بالمتغير إذا عوضنا       x−  بدلا من )(xوكذلك بالمتغير)( y−بدلا من )( y، وكان 
  .حول نقطة الأصل ) متناظرة(الناتج الدالة  ذاتها؛ فيقال أن الدالة متماثلة 

  :فمثلاً
3xy نقطة الأصل هي حول) المتناظرة(من أهم الدوال المتماثلة    =.   

33

33 )(
xyxy

xyxy
−=−→=

−=−→=  
  

  
  

  x ھو محور التماثل

-4  

−4
     

  حول نقطة الأصلمحور التماثل 
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Use of liner transformations  
والتحويلات   يعطي صورة واضحة عن الدالة ويسهل دراستهاxf)(أن بيان دالة      نعلم 

  .الخطية تسهل رسم هذا البيان وهي الإزاحة والتمدد والانضغاط والانكماش
    Shift الإزاحة -1
  :Vertical shift  الراسية  الإزاحة-أ

 إزاحة رأسية فالإضافة xf)( لقيمة الدالة C    يسبب إضافة أو طرح مقدار ثابت موجب 
  : كما يوضح الشكل التاليC والطرح يزيح المنحنى للأسفل مقدار Cتزيح الدالة للأعلى مسافة 

  

  
  

  :Horizontal shift  الإزاحة الأفقية  -ب
)(  تؤدي الإزاحة الأفقية    cxf  لليسار وتؤدي الإزاحة xf)( إلى إزاحة  المنحني +

)(الأفقية  cxf    : )c<0إذا كان ( لليمين كما يبين الشكل التاليxf)(إلى إزاحة المنحني −
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  :Stretch and compression مدد والانضغاط    الت-2
   Vertical stretch and retrial compressionالتمدد والانضغاط الراسي -    أ

 نحصل على تمدد راسي عندما تكون  C  ثابتر بمقداxf)(    إذا ضربنا قيم الدالة  
1>C 10 وانضغاط راسي عندما << Cكما يبين الشكل التالي  :  

  

  
  

   Horizontal stretch and compression :التمدد والانضغاط الأفقي-ب
)(  إن بيان  

c
xf هو تمدد أو انضغاط أفقي بنسبةCكما يبين الشكل التالي :  
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   Reflection  : الانعكاس-2
)مجموعة الدوال    ) baxy +−=  المكافئة التي ذروتها في ع وهي مجموعة القطو2

)النقطة  )ba   : حيث تمثل هذه النقطة أدنى نقطة من هذه المنحنيات أي أن,−
  by by عندما ≤ −∞≥≥∞ و = x هو حد أدنى لهذه الدوال .  
) الدوال  مجموعةفإنكذلك    ) baxy +−−= هي انعكاس لمجموعة القطوع تلك 2

)وبالتالي فهي محدودة من الأعلى وتمثل النقطة  )ba,ذروتها العليا  أي أن :  
by   . و هو حد أعلى لهذه الدوال =−

xfy)(    يقال عن الدالة   كما يبين الشكل X0عبر المحور xf)( انعكاس للدالة =−
  : التالي

  
  

  :وكذلك الشكل التالي
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 Inverse function   
yxfإذا كانت   xyg فتسمى الدالة) أحادية( دالة تقابلية  :→ بالدالة العكسية :→
yxبشرط  أن  ، fللدالة IgfIfg == οο =−1 وفى هذه الحالة تكتب ، , fg.  
 وللحصول على معكوس ، لا تمثل دالة f−1 فإن ليست تقابلية؛ fلاحظ أنه إذا كانت  

  :الدالة نتبع الخطوات التالية 
 . ونحدد نطاقها ومداها ،ن الدالة تقابلية نتأكد من أ .1

  . =ygx)(أي نكتبها على الشكلyنضع الدالة على الصورة الصريحة في المتغير .2

  =xgy)( فنحصل على معكوس الدالةxبدلا منyونضع  ،y  بدلا منxنضع  .3
  : مثال 

)(13      أوجد معكوس الدالة  += xxf  
  : الحل 

  واضح أن الدالة تقابلية لأنها متباينة و غامرة ونحدد نطاقها ومداها  مجموعة الأعداد -1
  .ةالحقيقي

13 أي أن xf)( بدلا من yنضع  -2 += yx 

3  أي أن y بدلالة  xنوجد  -3
1−

=
yx     

3 نضع   -4
11 −

=
y(y)f -

   

:  أنأي  y بدلاً من  xنضع -5 
 3

11 −
=

x(x)f -  
gf أكد من عملك أوجدتتل   οو fgο  كلاهما يجب أن يساوي x. كما في الشكل التالي: 

واضح أن





 −

==
3

1))(()( xfxgfxgf ο  منها نحصل علىxxxgf =+





 −

= 1
3

13)(ο 

)وكذلك  )13))(()( +== xgxfgxfg o على    منها نحصلxxxfg =
−+

=
3

113)(ο   
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  :     مثال 
ff     أوجد الدالة العكسية للدالة RDf )(32حيث :→ −= xxf.  

  : الحل 
)(32يجب أن نبرهن أن الدالة تقابلية؛ بما أن الدالة    −= xxf نطاقها فإن 

{ } 




 ∞=≥−= ,

2
3032: xxD f أي أن 







 ∞≤≤= xD f 2

≥≥∞منه  3 x23 

≥≥∞     وبذلك تصبح  x
2
] ا ومنه3 )∞= ,0fR  

fDxxنتحقق من أن الدالة تقابلية    ∈∀ 21   بحيث  ,
3232)()( 2121 −=−⇒= xxxfxfمنها   
2121 3232 xxxx   . تقابليةfينة وغامرة إذا  متباf بذلك تكون −=−⇒=

322 نربع طرفي المعادلة نحصل على  −= xyنوجد xلمتغيرا  بدلالةy   فيكون لدينا

2
32 +

=
yx  

2منها 
3)(

2
1 +

=− yyf بتعويض عنy بـ  x2  فنحصل على
3)(

2
1 +

=− xxf    
  

xy =  o b e i k a n d l . c o m
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  :ملاحظة

yx  بالنسبة للمستقيمf يناظر بيان الدالةf    بيان رسم الدالة العكسية للدالة نصف م =
yx م عبر المستقيfصورة (  الربع الأول =(   .    

xy =  o b e i k a n d l . c o m
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   Inverse Trigonometric functions الدوال المثلثية العكسية  
)  sinالعكسية للدالة الدالة  -1 )xarcsin:  

بفرض أن    
22
ππ

≤≤− y عندئذ نعرف الدالة العكسية للدالة المثلثية sin  على الشكل 
  :التالي

yxyx sinsin 1 =⇔=−
  

xxوعندها يكون    =− )(sinsin ن وها تكنمو 1
22
ππ

≤≤− x وكذلك 

xx =− )sin(sin 11 كما أن،1 ≤≤− x شكل التاليالموضح بهو  كما:  
  

  
  

  :مثال
      أحسب قيمة    








= −

2
3sin 1x .  

  :الحل
طرفي المعادلة على  sinتأثير بالدالة بال      








= −

2
3sin 1xنحصل على في :  









=⇒








=⇒








= −−

2
3sin)

2
3sin(sinsin

2
3sin 11 xxx منها 

3
π

=x  
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  :مثال
)      إذا كان    )1sin 21 −= − xy فأوجد نطاق الدالة  )(xf.  

  :الحل
]ثلثية محدودة ضمن المجال بما أن الدالة الم     : هو ة نطاق الدالة المدروسفإن−1,1[

{ } { }
{ }
[ ]2,2

22:

20:111: 22

−=

≤−=

≤≤=≤−≤−

xx

xxxx
  

  

) cosالعكسية للدالة الدالة  -2 )xarccos:  
≥≥πبفرض أن     x0 عندئذ نعرف الدالة العكسية للدالة المثلثية cos  على الشكل 
  :التالي

yxyx coscos 1 =⇔=−
  

xxوعندها يكون    =− )(coscos ≥≥πن وا تكنمهو 1 x0 وكذلك 
xx =− )cos(cos 11 كما أن 1 ≤≤− x شكل التاليالموضح بهو   كما:  

  
  

  :مثال
أحسب قيمة      








= −

2
3cos 1x .  

  :الحل
 على طرفي المعادلة cosبالتأثير بالدالة   








= −

2
3cos 1xنحصل علىفي :   

o b e i k a n d l . c o m
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  : نحصل على     بضرب طرفي المعادلة في









=⇒








=⇒








= −−

2
3cos)

2
3cos(coscos

2
3cos 11 xxx منها     

6
π

=x  

  :مثال
)      إذا كان    )2cos 21 −= − xy فأوجد نطاق الدالة  )(xf.  

  :الحل
) زاوية     بما أن ال   )121 2 ≤−≤ x 31 بذلك يكون لدينا 2 ≤≤ x  بذلك تكون قيمةx على 

31النحو التالي  ≤≤± xلدينا  منها  يكون :  
  11 ≥−≤ xأوx 33 و ≤≤− x هذا يؤدي إلى   
  ( ] [ )∞−∞−∈ ,11, Uxو [ ]3,3−∈x منها نحصل على :   
  ( ] [ )3,11,3 U−−∈x  

)العكسية للدالة الدالة  -3 )xarctantan:  
      بفرض أن  

22
ππ

≤≤− y عندئذ نعرف الدالة العكسية للدالة المثلثية tan  على الشكل 
  :التالي

                                                 yxyx tantan 1 =⇔=−
  

  
  

  :بشكل مشابه نعرف الدوال العكسية التالية -4
 إذا كان -  













∈

2
3,

2
,0 π

π
π

Uy فإن:    

ycxxxcy sec1,sec 1 =⇔≥= −  
yxxxy sec1,sec 1 =⇔≥= −  

) إذا كان -   )π,0∈y فإن:  yxxy cotcot 1 =⇔= −  
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  :مثال
  :       أحسب قيم  الدوال التالية   

                      [ ] 1:)1tan()1(tancos 1 +−= −y  

                      2:
2

1sin3tan 11 





 −+= −−y   

  :الحل
] قيمة نوجد:    أولا ])1tan()1(tancos 1 +−= −yعلى الشكل التالي :  
     ( )1tan)1(tan 1

1
1 −=⇒−= − yy منها 

41
π

−=y  
  ( )1tan)1(tan 2

1
2 =⇒= − yy منها 

42
π

=y 1 بتعويض عنy2 وyفي   

1)0cos(
44

cos ==



 +−

ππ  

 قيمة نوجد:   ثانيا





 −+= −−

2
1sin3tan 11yعلى الشكل التالي :  

( )1
1

1 tan3)3(tan yy =⇒=  منها −
31
π

=y  









=−⇒







−= −
2

1
2 sin

2
1

2
1sin yy منها 

42
π

−=y 1 بتعويض عنy2 وy في 

1243
πππ

=−=y  
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Inverse Hyperbolic Functions   
  :كالآتي تعرف الدوال الزائدية العكسية بدلالة الدوال اللوغارثمية  

( ) xxxx ∀++=− ,1lnsinh 21   
( ) 1,1lncosh 21 ≥∀−+=− xxxx  

1,11lnsec
2

1 ≤<








 −+
=− xo

x
xxh     

 0,11lncsc
2

1 ≠








 +
+=− x

x
x

x
xh  

1,
1
1ln

2
1tanh 1 <








−
+

=− x
x
xx  

1,
1
1ln

2
1coth 1 >








−
+

=− x
x
xx  

 
  :مثال

1sinhcosh      برهن أن     22 =− xx .  
  :الحل

 :   نعلم بأن      
2

sinh
xx eex

−−
و  =

2
cosh

xx eex
−+

  : وبالتالي=

1
4
4

4
2

4
2

22
sinhcosh

2222

22
22

==
+−

−
++

=








 −
−







 +
=−

−−

−−

xxxx

xxxx

eeee

eeeexx
  

  :مثال
1sectanh      برهن أن     22 =+ xhx .  

  :الحل

xx :نعلم بأن        

xx

ee
eex −

−

+
−

=tanhوxx ee
hx −+

=
2sec منها   
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1
2
2

2
42

2sectanh

22

22

22

22

22
22

=
++
++

=
+−

++−
=









+
+








+
−

=+

−

−

−

−

−−

−

xx

xx

xx

xx

xxxx

xx

ee
ee

ee
ee

eeee
eexhx

  

  
  :مثال

)    ه      برهن أن ) xxxx ∀++=− ,1lnsinh 21 .  
  :الحل

xy       بفرض أن  1sinh xy عندها =− =sinh ومن تعريف ysinh يكون 

 تعويضالب :لدينا 
2

sinh
yy eey

−−
  :في الطرف الثاني من العلاقة السابقة نحصل على  =

( )










 ++
+

−
=











+

+−
+

−
=++

−−

−−

4
2

2
ln

1
4
2

2
ln1ln

22

22
2

yyyy

yyyy

eeee

eeeexx

  

( ) xye

eeee

eeee

y

yyyy

yyyy

1

2

sinhln

22
ln

22
ln

−

−−

−−

===








 +
+

−
=






















 +
+

−
=

  

  
  :مثال

)    ه      برهن أن ) 1,1lncosh 21 ≥−+=− xxxx.  
  :الحل

xy        بفرض أن  1cosh xy عندها =− =cosh ومن تعريف xsinhن لدينا يكو:  

2
cosh

yy eeyx
−+

  :تعويض في الطرف الثاني من العلاقة السابقة نحصل علىالوب ==
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( )

( ) xye

eeee

eeee

eeeexx

y

yyyy

yyyy

yyyy

1

22

22
2

coshln

22
ln

4
2

2
ln

1
4
2

2
ln1ln

−

−−

−−

−−

===
















 +
+

+
=










 +−
+

+
=











−

++
+

+
=++
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Polar Coordinates  
 وشعاع أوله ،والتي تسمى بالقطب ،     لتمثيل نقطة بالإحداثيات القطبية نثبت نقطة الأصل

  . والذي يسمى بالشعاع القطبي ، ونهايته النقطة الممثلة ،نقطة الأصل 
),( تمثل الإحداثيات القطبية pوالنقطة  θr حيث أن :  

r  هو المسافة من القطب إلى النقطةpوθ هي الزاوية المحصورة بين الشعاع القطبي
  .poوالشعاع 

  

  
  

  
  :ملاحظات

 تن وتكون سالبة إذا كا، عكس عقارب الساعةتحركنا في اتجاهتكون الزاوية موجبة إذا . 1
  . عقارب الساعةاتجاه مع  حركتنا

 الزاوية لا تتغير وبالتالي نحصل على تمثيل أخر للنقطة فإن من الدورات Nعند إضافة . 2
 .نفسها 

 الزاوية لا تتغير وبالتالي نحصل على تمثيل جديد فإن من الدورات Nعند طرح . 3
  .للزاوية  

),( θrp 

 θ   

 

  الشعاع القطبي 
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 
Relation  Between  Polar and Cartesian Coordinates 

  :     من الرسم نجد أن

  
  . إلى إحداثيات قطبية الكارتيزية  لتحويل الإحداثيات 1،2   نستخدم المعادلتين 

)4(sinsin

)3(coscos

→=→=

→=→=

θθ

θθ

ry
r
y

rx
r
x

  

  .ت القطبية إلى إحداثيات كارتيزية لتحويل الإحداثيا4 ، 3ك نستخدم المعادلتين وكذل
  

  : ملاحظة
),(      لتعيين نقطة  °° θr نرسم دائرة نصف قطرها °r ومستقيم يصنع مع المحور الأفقي 

  .ا بالشكل أسفلة كم ثم نعين تلك النقطة θ°قدرها  زاوية
 
  
  
  
  
  
  
  

y 

),( yx 

x 
θ
 

r y 

x 

222     )ثاغورثیفمن نظریة (  yxr +=  

)2(tan

tan

)1(

1

22

→





=∴

=

→+=∴

−

x
y

x
y

yxr

θ

θ 

 
°r  

),( °° θr 
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Symmetric In Polar Coordinates   
 حول المحور القطبي إذا لم تتغير المعادلة القطبية عند استبدال متماثلة المعادلةتكون  .1

)θبـθ− (حول المحور القطبي بأخذ الزاوية وبالتالي يمكن رسم المعادلة المتناظرة 
θ 0180من °°  . وعكس الرسم الناتج ←

 
 
  
  
  
  
  
  
  
  
و  أyتكون الدالة متناظرة حول المحور  .2

2
π

θ  إذا لم تتغير المعادلة القطبية عند =
θπبـ θ(استبدال   θ=°90وبالتالي عند رسم المعادلة القطبية المتناظرة حول ) −

 .نحتاج لرسم المعادلة بالربع الأول والربع الثالث وعكس الرسم 
 
 

                                 
  
  
  
  
  
  
  

θ  
θ− 

),( θr 

),( θr

θ 

θπ − 
),( θr 

),( θπ −r 
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πθبـ θطب إذا لم تتغير المعادلة عند استبدالتكون الدالة متناظرة حول الق  .3  كما +
  :بالشكل 

  

          
  
  

  :قاعدة 
cr      رسم أي معادلة من النوع   ومركزها نقطة ،c هو دائرة نصف قطرها =

   .الأصل

222

22

222

yxc

yxr

yxr
cr

+=

+=

+=

=

Q

 

  .cوهى معادلة دائرة مركزها نقطة الأصل ونصف قطرها 
  

  .r=2ارسم المعادلة القطبية :     مثال 
  :      الحل 
  :   ثم نرسم لنحصل على الدائرة الموضحة أسفلة أولاً نكون الجدول التالي  

  

180°  150°  135°  120°  90°  60°  45°  30°  θ  
2  2  2  2  2  2  2  2  r  

),( θr 

 
 
),( πθ+r
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=°ارسم المعادلة القطبية   :مثال  45θ.  
        :الحل 

   : أولاً نكون الجدول التالي ثم نرسم لنحصل على الدائرة الموضحة أسفلة
  

45°  45°  45°  45°  45°  45°  45°  45°  θ  
7  6  5  4  3  2  1  0  r  

  
  

              
  
  
  

   :مثال 
  .θcos=r     ارسم المعادلة القطبية 

       :الحل 
)cos(cos θθ −=Q  

0180نرسم المعادلة القطبية بأخذ الزوايا من ∴   °° ونعكس الرسم الناتج حول المحور ، ←
  .القطبي 

2 

°30 
°150 

°180 

°120 
°135 

°90 °60 
°45 

°0 

543210 
• 

• 
• 

• 

• 
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  : نكون الجدول التالي أولاً
180°  150°  135° 120°  90°  60°  45°  30°  0°  θ  

1−  866.0−  707.0−  5.0−  0  5.0  707.0  866.0  1  r  
  

  
  :1قاعدة 

θcosar      أي معادلة من النوع   هي دائرة متناظرة حول المحور القطبي مركزها =
)0,5.0( a  ونصف قطرها a5.0  

  :2قواعد 
θcosarمنحنى الدالة القطبية  -1 )0,5.0( هو دائرة مركزها =− a− ونصف قطرها 

5.0 . 
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 هو دائرة في الجهة العليا متناظرة حول الزاوية  θsin=r منحنى الدالة القطبية -2
90°=θ    0,5.0( ومركزها 5.0ونصف قطرها(  
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 يكون دائرة في الجهة السفلى متناظرة حول الزاوية  θsin−=rمنحنى الدالة القطبية   -3
90−=°θ 0,5.0( ومركزها 5.0 ونصف قطرها(−.  

  
  
  
  
  
  
  
  
  

  :مثال 
θcos1ة القطبية       ارسم المعادل +=r.  

  :  نكون الجدول التالي:الحل 
180°  150°  135°  120°  90°  60°  45°  30°  0°  θ  

0  13.0  3.0  5.0−  1  5.1  707.1  866.1  2  r  
  

  )السكلوئيد(ي الناتج هو ما يعرف بالمنحني القلبيوالمنحن
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  :3قواعد 
متناظر حول المحور " "Cardioid هو منحنى قلبي θcos1−=r المعادلة القطبية منحنى -1

وطول ،2=وطول محوره الأكبر، ولكن يكون بالاتجاه المعاكس وذيله لليسار ،القطبي
   . 1=محوره الأصغر 

  

 
 

θsin1منحنى المعادلة القطبية  -2 +=rوذيله  ، هو أيضا منحنى قلبي قمته للأسفل
=°للأعلى متناظر حول المحور  90θ ، وطول محوره ،2=وطول محوره الأكبر 

   .1=الأصغر 
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 وذيله ، هو منحنى قلبي أيضا قمته للأعلى θsin1−=rدلة القطبية منحنى المعا -3
=°للأسفل  متناظر حول المحور  90θوطول محوره ،2= وطول محوره الأكبر 

  .1=الأصغر 

 
  
منحنى المعادلة القطبية  .1








=±=

θ
θ

cos
sin

:bbar 1 منحنى قلبي طول احد محوريه  هوma 

  .aوطول محوره الأخر 

  : مثال
θsin     ارسم المعادلة القطبية 

2
3

−=r.  
  : ثم نقوم بالرسم كما هو موضح أسفلة نكون الجدول التالي أولاً :الحل 

  

360°  330°  315°  300°  270°  90°  60°  45°  30°  0°  θ  
5.1  2  2.2  3.2  5.2  5.0  6.0  7.0  1  5.1  r  
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  :ملاحظة
 المعادلة القطبية منحنىن  بصورة عامة يكو









±=
θ
θ

cos
sin

bar، عندما يكون ba < 

 بحيث تكون المسافة من نقطة الأصل إلى الرأس ،a2يكون قطره " Limacine" احلزوني
ba baومن نقطة الأصل إلى القمة ، +    .a   فهوحوره الأصغر أما م،−
  
  
  
  
  
  
  
  
  

      بصورة عامة يكون رسم المعادلة القطبية 








±=
θ
θ

cos
sin

barو ba  يكون حلزوني >

baطول محوره الأكبر ،""Limacine with loop مع لفة ab  وطول محوره الأصغر+ −، 
  .aوطول قطر الدورة

x 

y  

a2 
ba + 

ba − a 

o b e i k a n d l . c o m
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  :     مثال 
θcosارسم منحني الدالة  

2
1

−=r.      
   :الحل

  
  
  
  
  
  
  
  
  

  .θ2sin=r: ارسم المعادلة القطبية التالية      :مثال
  : الحل 

270°

  
240°

  
225°

  
210°

  
180°

  
150°

  
135°

  
120°

  
90°

  
60°

  
45°

  
30°

  
0°

  
θ
  

0  8.0  1  8.0  0  8.0−
  

1−  
8.0−

  
0  8.0  1  8.0  0  r
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  :    مثال 
  .θ3cos=r:  ارسم المعادلة القطبية التالية 

  : نكون الجدول التالي ثم نرسم لنحصل على الدائرة الموضحة أسفلة:الحل
  

180°  150°  135°  120°  90°  60°  45°  30°  0°  θ  
1−  866.0−  707.0−  5.0−  0  5.0  707.0  866.0  1  r  

  

  
cos(θnar(لرسم أي معادلة قطبية من النوع  :ملاحظة sin(θnar( أو= بارة  الرسم عفإن =

 n ورقة إذا كانت n عدد زوجي ويكون زهرة ذات n ورقة إذا كانتn2عن زهرة ذات
  .عدد صحيح فردى 

  مثال  
θseckr     ارسم المعادلة  =  

           :الحل 

kx

krkr

=∴

=→= θ
θ

cos
cos

1
Q  

   يوازي محور الصادات وهو خط مستقيم
  .منه k  وعلى بعد

k 

y 

x 
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   :1نتيجة
θseckr المعادلة منحنى        x يقطع جزءاً من محور ، هو خط مستقيم عمودي=

  .kبمقدار 
θseckcrارسم المعادلة : مثال  =  
  :الحل 

ky

krkr

=∴

=→= θ
θ

sin
sin

1
Q  

  ) أنظر الشكل المرافق(
  
  

  :2نتيجة
θseckcr المعادلة منحنى        بمقدار y هو خط مستقيم أفقي يقطع جزءاً من محور =

k.   
  

k

y

x
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  :الية أوجد نطاق ومدى العلاقات الت-1    

{ } { })6,5(),4,3(),2,1(,)3,(),2,(),1,( 21 == RcbaR  
      :الحل

} هي 1R نطاق العلاقة-         }cbaRD ,,)( 1 =  
} هي 1R          مدى العلاقة }3,2,1)( 1 =RR  

} هي 2R نطاق العلاقة-          }5,3,1)( 2 =RD  
}هي 2R     مدى العلاقة      }6,4,2)( 2 =RR                                                                                            

  

}علاقة نطاقهاRإذا كانت   -2     : معرفه كالآتي4,3,2,1{
{ }xyyxR 4:),( ==  

  .R−1 ونطاق ومدى العلاقة العكسية،R         أوجد مدى العلاقة
  :الحل

}      نوجد مدى العلاقة  })16,4(),12,3(),8,2(),4,1(=R  
 { }4,3,2,1)( =RD      { }16,12,8,4)( 1 =−RD  
 { }16,12,8,4)( =RR     { }4,3,2,1)( 1 =−RR      

  

)(53 أوجد نطاق الدالة -3 −= xxf.  
  :الحل

     

{ } { }


 ∞=







 ≥∈

≥−∈=→∈∈=

),
5
3

3
5:

053:)(:

xIRx

xRxDRxfRxD ff
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)(9 أوجد النطاق الدالة -4     2 −= xxf.  
  :الحل

{ }

909
)3)(3(9

09:

22

2

2

≥→≥−

+−=−

≥−∈=

xx
xxx

xRxD f

  

{ } ),3[]3,(33:
33392

∞−−∞=−≥≥∈=

−≥≥∴≥→≥

UxorxRxD
xorxxx

f

  
  

3 أوجد نطاق الدالة -5     53)( −= xxf.  
  :الحل

{ }
IRD

RRxfRxD

f

f

=

=∈∈= )(:  

  .      لأن الجذر التكعيبي معرف دوماً
  

xx أوجد نطاق الدالة -6   
xxg

9
1)( 3 −

+
=.  

  :الحل
{ } { }

{ } ),3()3,0()0,3()3,(3,0
30

0)3)(3(
0)9(09

09:09:
23

33

∞−−−∞=±−=∴
±==

=+−
=−→=−

≠−∈==−∈−=

UUUIRD
xorx

xxx
xxxx

xxIRxxIRxIRD

g

g

  

  

3 أوجد نطاق الدالة -7
2
2)(

x
xxh

+
−

=.  

  :الحل
{ }2

2
2

−≠∈=






 ∈

+
−

∈= x:IRxIR
x
x:IRxDh

  
{ } ),2()2,(2 ∞−−−∞=−−= UR  
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4 أوجد نطاق الدالة-8 21
1)(

x
xk

−
=.   

  :الحل
{ } 






 ∞−=>−∈=

2
1,021: xIRxD k  

 
)(32بين أن الدالة  -9 += xxfمتباينة( دالة أحادية(.  

  : الحل
)()(    إذا كانت   bfaf 3232 فإن  = +=+ ba  

baمنها       .حسب التعريف) متباينة(            إذا الدالة أحادية=
 

  

)(2بين أن الدالة  -10 xxf   .)متباينة( ليست دالة أحادية =
  :الحل

2,2  هما x    بما أنه هناك قيمتان للمتغير   21 −=−= xxلهما صورة واحدة    
     4)2()2( =−= ff 2 وهذا تناقض إذا دالة)( xxf   .ليست متباينة أحادية=

 
)()2)(8(إذا كان  -11 −−= xxxfأوجد الدالة )(xf على شكل كثيرة حدود ثم

  .1(−f( ،f)3(أوجد
  :   الحل

                             1610)( 2 +−= xxxf  
)3(516309 في المعادلة نحصل على x=3بتعويض عن   −=+−=fوكذلك     

                              2716101)1( =++=−f  
 

  

293إذا كانت  -12 xy   .f)2( ثم أوجد ،xf)( أوجد الدالة، −=−
  :   الحل
         39)( 2 +−= xxf  2بتعويض عن=x في المعادلة  نحصل 
)(35على +=xf.  
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  بين ما إذا كانت الدوال الآتية زوجية أم فردية؟ -13
                        )1 (  64)( 24 −+= xxxf  
)                        2 ( 24)( xxf =  

          )              3 ( 9
)( 2 +

=
x

xxf  
)                        4(   xxxxf 162)( 37 ++=    
)                        5 ( 42)( 34 −−= xxxf  

  :الأجوبة
  . دالة زوجية) 1(              الدالة 
  .زوجيةدالة ) 2(              الدالة 
  .دالة فردية) 3(              الدالة 
  دالة فردية) 4(              الدالة 
  .دالة ليست فردية ولا زوجية) 5(              الدالة 

  
  

)(52 لدينا الدالتان كان إذا -14 35 −−= xxxf 4)( 2 += xxg فأنجز العمليات التالية
  : اعليهم








×±

g
fgfgf ,,،  ))(( xgf o    .  

  : الحل
IRDf هوxf)(  واضح أن نطاق ومدى الدالة  042 وبما أن = >+x  فإن IRDf =   

)()(452  الجمع  ةنوجد عملي 235 ++−−=+ xxxxgxf  
)()(452  الطرح  ةنوجد عملي 235 +−−−=− xxxxgxf  

عملية الضرب
45424

)4()52()()(
22325

235

+−+−+=

+×−−=×

xxxxx

xxxxgxf  

  ي  التال أما عملية التركيب تكون بالشكل 

5)4(2)4(

)4()(
3252

2

−+−+=

+=

xx

xfxgf o  
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4
52

)(
)(

2

35

+

−−
=

x
xx

xg
xf  

IRDDxبشرط  gf =∈ I  
 

)(2 إذا كان لدينا الدالتان -15 xxf = 
1

1)(
−

=
x

xgا فأنجز العمليات التالية عليهم: 

gf ±  ، gf ×، 







g
f،))(( xfg o.  

  : الحل
IRDfهوxf)(  واضح أن نطاق ومدى الدالة  } فإن وكذلك = }1−= IRDg، ومنها

{ }1−= IRDD gf I  
    الجمع  ة         نوجد عملي

1
1

)
1

1()(

23

2

−
+−

=

−
+=+

x
xx
x

xxgf
  . بنفس الطريقة نوجد عملية الطرح

     عملية الضرب
)1(

)
1

1()()(
2

2

−
=

−
×=×

x
x

x
xxgf  

 :أما خارج القسمة يكون بالشكل التالي
)(

)
1

1()(

23

2

xx

x
xx

g
f

−=

−
÷=








  

                           1m≠x  ، نوجد
1

1)())(( 2
2

−
==

x
xgxfg o   

}بشرط  } { } ϕϕ ≠−=−≠ 11: RRRDD gf IU        
 

  

xxf إذا كان لدينا الدالتان -16 +=1)( 2
4)(

2

+
+

=
x
xxg فأنجز العمليات التالية 

gfgf :اعليهم ×± ,  ))(( xgf o    .  
  : الحل

]هوxf)(  واضح أن نطاق ومدى الدالة  )∞= ,0fD ، و{ }2−−=IRDg منها 
{ }2−−= IRDD gf I  
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  الجمع  ةنوجد عملي

2
242

2
4)1()()(

2

2

+
+++++

=












+
+

++=+

x
xxxxx

x
xxxgxf

  

  الطرح  ةنوجد عملي

2
242

2
4)1()()(

2

2

+
++−++

=












+
+

−+=+

x
xxxxx

x
xxxgxf

  

              عملية الضرب

2
)4()1(

2
4)1()()(

2

2

+
+×+

=












+
+

×+=×

x
xx

x
xxxgxf

  

   أما عملية التركيب فتكون بالشكل التالي

5)4(2)4(

2
41

2
4)(

3252

22

−+−+=

+
+

+=










+
+

=

xx

x
x

x
xfxgf o  

gfبشرط  DDx I∈  
 

)(2 إذا كان لدينا الدالتان -17 xxf = xxg +=   :ا   فأنجز العمليات التالية عليهم)(1
gf ±،gf ×،








g
f،))(( xfg o، ))(( xgf o ، ))(( xfg o.  

  :لحلا
)()(1  الجمع  ةنوجد عملي   2 ++=+ xxxgxf  

)()(1  الطرح  ة     نوجد عملي 2 −−=− xxxgxf  
)()(23عملية الضرب   xxxgxf +=×  

أما عملية التركيب فتكون بالشكل التالي
12

)1(
)1()()(

2

2

++=

+=

+=

xx
x

xfxgxf o

  

IRDDxبشرط  gf =∈ I   
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32 إذا كانxf)( ، xg)( أوجد -18 )1())(( xxgf +=o.  
  :   الحل

)(21       بفرض الدالة xxg )(3 بذلك تكون=+ xxf =  
  )ملاحظة أن الحل ليس وحيداً                         (

 
))(()32( إذا كانxf)( ، xg)(أوجد  -19 += xxgf o.  
  : الحل

xxf        بفرض الدالة )()32( بذلك تكون)(= += xxg  
  )ملاحظة أن الحل ليس وحيداً                                                   (

 
5 إذا كانxf)( ، xg)(أوجد  -20 3 )83())(( +−= xxxgf o.  
  : الحل

)(5       بفرض الدالة xxf )()83( بذلك تكون= 3 +−= xxxg  
  )ملاحظة أن الحل ليس وحيداً (                                

 
  :أرسم الدوال التالية على الشكل ذاته-21

                               xxf 8)(  و =
x

xf 





=

8
1)(  

  : الحل 
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)  حل المعادلة    -22 ) ( ) ( ) 03sin6cos46cos2 =+ xxx.  
  : الحل

  : عامل مشترك وبالتالي يكون لدينا x6cos  :نلاحظ أن  
( ) 03sin426cos =+ xx  

06cos  وبالتالي أما                 =x أو    ( ) 03sin42 =+ x  
06cos :الاحتمال الأول يعطي  =x  فإنبالتالي:    

312
2

2
6 kxkx ππ

π
π

+=⇒+=  
  أو 

34
2

3
6 kxkx ππππ

+=⇒+=  
  :الاحتمال الثاني  يعطي 

( )
2
13sin03sin42 −

=⇒=+ xx  

3
2

9
2

3
3 kxkx ππ

π
π

+−=⇒+−=  
  أو

3
2

9
22

3
232

3
3 kxkxkx πππππππ +=⇒+=⇒++=  

  k=2,1,0......,حيث
 

)     حل المعادلة -23 ) 0cos2sin
2
1 2 =− xx.  

  : الحل
xxx   نعلم أن  cossin22sin   : وبالتالي نعوض بالمعادلة فنجد =

0coscossin 2 =− xxx  
  :  وتكون على الشكل التالي

( ) 0cossincos =− xxx  
  ما إ 

0cos =x                  ومنهاπ





 += kx

2
1  

o b e i k a n d l . c o m
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  أو  
0cossincossin

2
sinsin =−⇐=⇐






 −= xxxxxx π  

  :وبالتالي يكون لدينا 
kxxk π

π
π

π 2
24

  k=2,1,0......,حيث  +⇐=−+
  

  

xxxx  : برهن صحة المتطابقة -24 2222 cscseccossec +=.  
   : الحل

xx
xx

xx
xx
xx

xx

22
22

22

22

22
22

seccsc
cossin
1

cossin
cossin
sin

1
cos

1cscsec

==

+
=

+=+

  

  
xxxx : برهن صحة المتطابقة -25 2424 tantansecsec +=−.  
  : الحل

( )

( )
xx
x

xx
xxxx

24

22

22

2224

secsec
sec1sec

sectan
1tantantantan

−=

−=

=

+=+

  

  
 : برهن صحة المتطابقة -26

x
x

x
xx

sin
cos1

cos1
sincsc2 +

+
+

=.  
  : الحل

( )
( )

( )xx
xxx

xx
xx

x
x

x
x

cos1sin
coscos21sin

cos1sin
cos1sin

sin
cos1

cos1
sin

22

22

+
+++

=

+
++

=
+

+
+  
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( )
( )

( ) x
xxx

x
xx

x

csc2
sin

2
cos1sin

cos12
cos1sin

cos22

==
+

+
=

+
+

=
  

 
  : برهن صحة المتطابقة -27

x
x

x
x

sin1
cos

cos
sin1

+
=

−.  
  : الحل

( ) ( )
( )( )

( ) x
x

xx
xx

xx
x

xx
x

x
x

cos
sin1

sin1cos
sin1sin1

sin1cos
sin1

sin1cos
cos

sin1
cos 22

−
=

+
+−

=

+
−

=
+

=
+  

 
  

  : برهن صحة المتطابقة -28

1tan
1tan

cscsec
cscsec

+
−

=
+
−

x
x

xx
xx.  

  : الحل

xx

xx
xx
xx

sin
1

cos
1

sin
1

cos
1

cscsec
cscsec

+

−
=

+
−  

  : فنجد xsinبضرب البسط والمقام بـ 

1tan
1tan

1
cos
sin

1
cos
sin

sin
1

cos
1

sin
1

cos
1

cscsec
cscsec

+
−

=
+

−
=

+

−
=

+
−

x
x

x
x
x
x

xx

xx
xx
xx  

  
 : برهن صحة المتطابقة -29

x
x

x
xx

cos1
sec

sin
sintan

3 +
=

−.  
  : الحل

xx
xxx

x

x
x
x

x
xx

333 sincos
cossinsin

sin

sin
cos
sin

sin
sintan −

=
−

=
−  
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( )

( )

( ) x
x

xx

xx
x
xx
xx

cos1
sec

cos1cos
1

cos1cos
cos1
sincos

cos1sin

2

3

+
=

−
=

−
−

=

−
=

  

  
  : برهن صحة المتطابقة -30

                     xx
xx

xxxx cossin1
seccsc

tansincotcos
+=

−
−.  

  : الحل

( )( )

xxxxxx
xx

xxxxxx
xx
xx

xx

x
xx

x
xx

xx
xxxx

xx
xxxx

cossin1sinsincoscos
sincos

sinsincoscossincos
sincos
sincos

cos
1

sin
1

cos
sinsin

sin
coscos

seccsc
tansincotcos

seccsc
tansincotcos

22

2233

+=++=
−

++−
=

−
−

=

−

−
=

−
−

=

=
−
−

  

  
  

  : لكل من التعابير التالية العددية القيمة أوجد -31
1)0sinh(),0cosh(),0tanh( − 

2)2sinh(),3cosh(),1tanh( −  
3)2sinh(ln),3cosh(ln −  

  : الحل 
  :x=0  قيمة الدوال الزائدية عندما -1  

                               

0
1
0)0tanh(

1
2
2

2
)0cosh(

0
2
0

2
)0sinh(

00

00

==

==
+

=

==
−

=

ee

ee
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  : قيمة الدوال الزائدية عند القيم المعطاة-2  

                       

1

1

1

1

33

22

2

2
)1cosh(
)1sinh()1tanh(

2
)3cosh(

2
)2sinh(

−

−

−

−

−

−

+
−

=
+

−

==

+
=

−
=

ee
ee

ee

ee

ee

ee

  

  : قيمة الدوال الزائدية عند القيم المعطاة-3  

                         

5
3

5
4

4
3

)2cosh(ln
)2sinh(ln)2tanh(ln

6
10

2
3
13

2
)3cosh(ln

4
3

2
2
3

2
2
12

2
)2sinh(ln

3ln3ln

2ln2ln

=×==

=
+

=
+

=

==
−

=
−

=

−

−

ee

ee

     

  
   :                برهن صحة العلاقات التالية-32 

1sinhcosh −=+ xexx              
 2coshsinh22sinh −= xxx    

3sinhcosh −=− − xexx                                

4sinhcosh2cosh 22 −−= xxx5csc1coth 22 −=− xhx  
6

1
1)tanh(ln 2

2

−
+
−

=
x
xx  

  : الحل 
x

xxxx

eeeeexx =
−

+
+

=+
−−

22
sinhcosh  

xxxxxxx coshsinh2sinhcoshcoshsinh2sinh =+= 
x

xxxx

eeeeexx −
−− −

+
+

=−
22

sinhcosh  

xxxxxxx 22 sinhcoshsinhsinhcoshcosh2cosh −=−=     
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xh
xx

xx
x
xx

2
22

22

2

2
2

csc
sinh

1
sinh

sinhcosh

1
sinh
cosh1coth

==
−

=

−=−
  

1
1

1

1

)tanh(ln 2

2

lnln

lnln

+
−

=
+

−
=

+
−

= −

−

x
x

x
x

x
x

ee
eex xx

xx

  

 
  

  :               أكتب كلاً من المعادلات التالية على شكل لوغاريتم  -33

                     
25
15 2 3814   و  −=

1

4972     و= =.  
  : الحل 

الطرفين Lnنأخذ  -
25
1ln5ln 2 25ln1ln5ln2 منها نحصل على −=  نعلم بأن −=−

01ln 25ln5ln2 منها = −=−. 

3ln81ln الطرفين Lnنأخذ  -
4
1

=.  

4972 الطرفين  Lnنأخذ  - 49ln7ln2 نحصل على  منها= =.   
 

  :أكتب كلاً من المعادلات التالية على شكل أسي  -34

                                        2
9
1log

3
1 416log2     و= =.  

  : الحل 

2من خواص اللوغاريتمات نحصل على
9
1log

3
1  المقدار يصبح فإن =

2

3
1 3

1
9
12

9
1log 






=⇒=.  

416log2من خواص اللوغاريتمات نحصل على 2416 المقدار يصبح فإن= =.  
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  : أرسم الدوال التالية على الشكل ذاته-35
                     xy 3ln=  و   xey 3=    .  

  : الحل 
  

  
  

  

  :ب التعابير اللوغارثمية التالية على شكل تعبير وحيد أكت-36

  yx log)log2(log3 2ln)]2ln([ln   و  +−
2
1

−+− xx    .  
  : الحل 

yمن خواص اللوغاريتمات نحصل على
x

yx log2log3log)log2(log3  منها +−=−

: نحصل على
y
xy

x
y

x

2

2
2

loglog2loglog2log3








=−





=−  

2ln نحصل علىLnمن خواص الدالة 
2

ln
2
12ln)]2ln([ln

2
1

−
+

=−+−
x

xxxنها  م

نحصل على
2

2ln2ln
2

ln
2
1 +=−

+
x

x

x
x.   
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  :حل المعادلات اللوغارثمية التالية -37
 4)15(log3 =+x 4  وln)2ln()1ln( =−−+ xx.  
  : الحل 

log)15(813154من خواص اللوغاريتمات نحصل على - 4
3 ==+⇒=+ xx  منها نحصل

على
5

80805 =⇒= xx 16 هذا يؤدي إلى أن=x  

4ln  نحصل علىLnمن خواص الدالة  -
2
1ln4ln)2ln()1ln( =

−
+

⇒=−−+
x
xxx 

414)2(841منها نحصل على 
2
1

−=−⇒−=−⇒=
−
+ xxxx

x
x  منها تكون 

3
7

=x.  
  

  : التاليةلة حل المعاد-38
012 =− −xxex.  

  : الحل 
  :صفر فنحصل علىالنساوي المعادلة ب   

( ) 01 12 =− −xex احتمالين ذه الحالة يكون لدينافي ه :  
   x=0: الاحتمال الأول .1   
011012 : الاحتمال الثاني.2    12012 =−⇐==⇐=− −− xx eeex   

         منها  
2
1

=x.   
  

  الدالة العكسية إذا كانت    أوجد مع الرسم -39
)1(
)1()(

−
+

=
x
xxf.  

  : الحل 
}واضح إن          }1: −→ IRIRf  

نبرهن أن الدالة تقابلية :   أولاً
1
1

−
+

=
x
xy ونطاقها { }1−= IRDfو fDxx ∈∀ 21      بحيث,

o b e i k a n d l . c o m
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1
1

1
1)()(

2

2

1

1
21 −

+
=

−
+

⇒=
x
x

x
xxfxf1)(1()1)(1( منها نحصل على( 1221 −+=−+ xxxx   

11 نحصل على قوبفك المقدار الساب 21212121 −−=−− xxxxxxxx منها 
21211221 22 xxxxxxxx  الدالة غامرة فإن إذا الدالة متباينة وكذلك −+=+⇒=⇒=

IRRعلى مداها  f   . تقابلية xf)( إذا =

 يعطينا  y بالمتغيرxf)(بالتعويض عن
1
1

−
+

=
x
xy1(1  منها نحصل على( +=− xxy         

−=+1هذا يؤدي إلى  xyyx    منها نوجد x   1 من العلاقة السابقة
1

−
+

=
y
yx                            

1 الدالة العكسية هي    ∴
1)(1

−
+

=−

x
xxf        

  
  

  

IRIRf الدالة العكسية إذا كانت  )مع الرسم(وجد أ -40 3   و:→
1

)1()( += xxf.  
  : الحل

IRDf تقابلية و نطاقها xf)(    يمكن بسهولة برهان إن الدالة  fDxx و= ∈∀ 21 ,   

    3
1

2
3
1

121 )1()1()()( +=+⇒= xxxfxfى منها نحصل عل 
2121 )1()1( xxxx =⇒+=+   

o b e i k a n d l . c o m
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   الدالة غامرة على مداها فإنإذا الدالة متباينة وكذلك 
IRR f   . تقابلية xf)( إذا =

3 يعطينا  y بالمتغيرxf)(التعويض عن
1

)1( += xy  
13   التغيير يعطينا                       += xy  

13 يوصلنا إلى    x                          التحليل بدلالة −= yx                         
)(1 الدالة العكسية هي    ∴ 31 −=− xxf   

  

  
  

  

)()2ln(3 الدالة العكسية إذا كانت )رسممع ال(أوجد  -41 −+= xxfحيث  

( ) IRf →∞,2:  .  
  : الحل
)()2ln(3نبرهن أن الدالة تقابلية : أولاً −+= xxf ونطاقها   

{ }02: >+∈= xIRxDf  ومدهاIRRf fDxx   و  = ∈∀ 21    نجد أن ,
3)2ln(3)2ln()()( 2121 −+=−+⇒= xxxfxfمنها نحصل على    
)2ln()2ln( 21 +=+ xxنحصل علىق وبفك المقدار الساب    
2121 )2()2( xxxx =⇒+=+   

IRR الدالة غامرة على مداها فإنإذا الدالة متباينة وكذلك  f   . تقابلية xf)( إذا =

xy =  

o b e i k a n d l . c o m
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)2ln(3يعطينا  y بالمتغيرxf)(التعويض عن −+= xy التغيير يعطينا
3)2( exe y −+=  

)(2 يوصلنا إلى  xالتحليل بدلالة 31 −+==− eexyf y  
)(2 الدالة العكسية هي    ∴ 31 −= +− xexf  

                 
  

) الدالة العكسية إذا كانت ) مع الرسم(أوجد  -42 )∞→ ,3: IRf   
)(3 و   )1( += −xexf.  
  :الحل
)(3نبرهن أن الدالة تقابلية :   أولاً )1( += −xexf ونطاقها IRDf   مدى الدالة  نحدد و=

>>∞بما إن  − )1(10 xe  منها∞<+< − 33 )1(xe  إذا[ )∞= ,3fR  و fDxx ∈∀ 21 , 
  نجد أن 

33)()( )1()1(
21

21 +=+⇒= −− xx eexfxf21 منها نحصل على
21 xxee xx  إذا =⇒=

IRR الدالة غامرة على مداها فإنالدالة متباينة وكذلك  f  تقابلية التعويض xf)( إذا =
)1(3 يعطينا  y بالمتغيرxf)(عن += −xey 3التغيير يعطيناln1ln +−= xy  

13lnln يوصلنا إلى  xالتحليل بدلالة +−= yx   3(1منهاln( +−= yx   
3ln()(1(1 الدالة العكسية هي    ∴ +−=− xxf  
  

xy =  

o b e i k a n d l . c o m
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] ، أوجد الدالة العكسية إذا كانت-43 ) ( ]2,,0: ∞−→∞f  2)( 2 +−= xxf.  
  : الحل

)(2نبرهن أن الدالة تقابلية : أولاً 2 +−= xxf ونطاقها IRDf =  
fDxx ∈∀ 21 )()(22  نجد أن , 2

2
2
121 +−=+−⇒= xxxfxf  منها نحصل

2على
2

2
1 xx 21 وبما أن−=− , xx 21 : فإن غير سالبان xx  الدالة فإن إذا الدالة متباينة وكذلك =

IRRغامرة على مداها  f   y بالمتغيرxf)( وبالتالي فهي تقابلية التعويض عنxf)( إذا=
22يعطينا  +−= xy    

yx التغيير يعطينا  −= ] وبما أن 22 )∞∈ ,0xفإن  yx −= 2                            
xxf الدالة العكسية هي    ∴ −=− 2)(1        

           

  
  

  

xy =  o b e i k a n d l . c o m
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xxf أوجد نطاق الدالة -44 −=  ومداها ثم أوجد دالتها العكسية واذكر نطاقها وارسم )(4
  .الدالتين على نفس الشكل بيان

  : الحل
xxf واضح أن الدالة   −= } : نطاقها هو)(4 } { }4:04,: ≤=≥−∈= xxxRxxDf  

)  وبذلك يكون نطاقها  ]4,∞−=fD.   
] :أما مدى هذه الدالة فنعلم أن الجذر موجب دوماً وبالتالي )∞= ,0fR.  

1)( نوجد  xf xxf بما أن − −=   : منها يكون لدينا )(4
xyxyxxf −=⇒−=⇒−= 444)( 2  

  :كل التالي على الشyنوجد الدالة بدلالة المتغير
212 4)(4 xxfyx −=⇒−= −  

]       : بذلك يكون لدينا )∞== − ,0)(1 xfR f  
  

  
  

  

 حل المعادلة    -45





= −

4
3cos 1x.  

  : على الشكل التاليx   لحل المعادلة السابقة نوجد قيمة   : الحل
,..2,1,0,27227.0

4
3cos

4
3cos 1 ±±=+=⇒=⇒






= − kkxxx π  

  

xy =  
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73cos10   حل المعادلة  -46 =xلفترة  على ا[ ]5,2− .  
  : الحل

   : على الشكل التاليxنوجد قيمة 
kxx π234.2

10
7cos3

10
73cos 1 +=






=⇒= −  

,2,1,0.....,  بذلك تكون قيمة 
3

2
3
34.2

±±=+= kkx π  
  : المختلفة نحصل على الجدول التالي kمن أجل قيم  : نلاحظ انه  

  x  2−=k=−4.3  هذه القيمة مرفوضة  x=−87.2   مرفوضةهذه القيمة
 x 1−=k=−3123.1  مقبولةهذه القيمة  x=−7821.0 مقبولةهذه القيمة 
 x 0=k=7821.0  مقبولةقيمة هذه ال x=31.1 مقبولةهذه القيمة 
 x 1=k=876.2  مقبولةهذه القيمة  x=4067.3 مقبولةهذه القيمة 
  x 2=k=97.4  مقبولةهذه القيمة  x=5.5 مقبولةهذه القيمة 

  
  

1 حل المعادلة    -47
2

sin6 =





 x الفترة  على [ ]20,20− .  

  : الحل
   : على الشكل التاليxنوجد قيمة 

1674.0
6
1sin

2
1

2
sin6 1 =






=⇒=






 −xx  

x  kxkx   يوجد قيمتين لـ
πππ 21674.0

2
,21674.0

2
 xذلك تكون قيمة  ب=+=−+

ππ :التالي    على الشكل       kxkx 49484.5,43348.0 +=+=  
2,1,0...,من أجل قيم  :نلاحظ انه   ±±=kالمختلفة نحصل على الجدول التالي :  

  

  x  2−=k=−79.24  هذه القيمة مرفوضة  x=−18.19  هذه القيمة مقبولة
 x 1−=k=−23.12  هذه القيمة مقبولة x=−6.6 هذه القيمة مقبولة
 x 0=k=3348.0  هذه القيمة مقبولة x=9484.5 هذه القيمة مقبولة
 x 1=k=9012.12  هذه القيمة مقبولة x=5.18 لةهذه القيمة مقبو

  x 2=k=46.25  هذه القيمة مقبولة x=08.31 هذه القيمة مرفوضة
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) حل المعادلة    -48 ) 25sin3 −=xجال  على الم[ ]1,0 .  
   : الحل

) : على الشكل التاليx   نوجد قيمة  ) 73.0
3
2sin5

3
25sin 1 −=






 −

=⇒
−

= −xx  

kkx  إما  x   يوجد قيمتين لـ πππ 255.573.02273,05 +=−=+−=   
kkx   أو                                      πππ 287.373.05 +=++=  

2,1,0...,   حيث      ±±=k  
 إما   : وبالتالي يكون

5
211.1 kx π

 أو =+
5

2774.0 kx π
  :للمجال المعطى  لنجد القيم المناسبة=+

  

 x 1−=k=−146.0  هذه القيمة مرفوضة x=−482.0 هذه القيمة مرفوضة

 x 0=k=11.1  هذه القيمة مرفوضة x=774.0 يمة مقبولةهذه الق
  

  .x=774.0  كلها تعطى قيم مرفوضة والحل الوحيد هو kوبقية القيم لـ
  .جداول الدوال العكسية حل هذه المعادلات يحتاج آلة حاسبة علمية أو :نلاحظ أن

  
θsinارسم المعادلة القطبية  -49 

2
11+=r .  

  :   الحل  
: نوجد قيمة كلا من  

2
1,1 == ba منها ab         .  هو منحنى حلزوني∴>
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θsinارسم المعادلة القطبية -51  
2
1

+=r.  
  : الحل  

  

360°  330°  315°  300°  270°  90°  60°  45°  30°  0°  θ  
5.0  0  2.0−  3.0−  5.0−  5.1  36.1  2.1  1  5.0  r  

  

  
  

  .θln=r المعادلة القطبية  ارسم-52
  :الحل 
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Let  and X  be Y  town an empty sets then:  
The Cartesian product of X  and Y  ,denoted by YX × , is the set of ordered 

1-  Pairs ),( yx where Xx ∈  and Yy∈  That is: 
{ }YyandXxyxYX ∈∈=× :),(  

2- A relation R  from X  toY  is any subset of YX ×  that is YXR ×⊆ . 

3- A domain of relation R  from X  toY , denoted )(RDom  , is the set of all   

Xx ∈ such that Ryx ∈),( , That is:  { }RyxXxRDom ∈∈= ),(:)(  

4- Range of relation R  from X  toY , denoted )(Rrange , is the set of all 

Yy∈  such      that Ryx ∈),( , That is : { }RyxYyRRange ∈∈= ),(:)(  
5- If R is a relation from X  toY ,the inverse relation of R is a relation from X  

and is denoted by 1−R  , that is : { }RyxxyR ∈=− ),(:),(1     

6- A function f is a relation from X  toY that assigns to each element Xx ∈  
one  and only one element Yxf ∈)(  .  

7- A  function f is a relation from X  toY that satisfies the following: 

 I- XD f =       

 II- If zyThenfzxandfyx =∈∈ ),(),( . 
. 

Algebraic operations on functions: 
       If )(xf and )(xg are two functions, then : 

)()())((1 xgxfxgf ±=±−  

)()())((2 xgxfxgf ×=×−  
0)(

)(
)()(3 ≠=








− xg

xg
xfx

g
f          gf DDx I∈∀  

- The Composition of function : 
      If )( xf  and )( xg  are two functions , then : 
The Composite   function gf o  is defined by: ))(())(( xgfxgf =o , where 

ϕ≠gf DD I  .                                                     
The Composite  function gf o  is defined by: ))(())(( xfgxfg =o , where 

Summary o b e i k a n d l . c o m
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ϕ≠gf DD I  .                                                   
 - The function )( xf  is called even function if : 

)()( xfxf =−   , fDx ∈∀ . 
- The function )( xf  is called odd function if : 

)()( xfxf −=−   , fDx ∈∀ .            
-  The function  YXf →:   is called: 
One – to- one function if  for fDxx ∈21 ,   : 
                2121 )()( xxxfxf =⇒=   or  )()( 2121 xfxfxx ≠⇒≠  
On –to- function if : 
 Yy ∈∀ , Xx ∈∃  such that )( xfy = or if YR f =  

One – to- one correspondence if  f  is One – to- one   and f is onto. 
If The  function  YXf →: , )(xfy = , is One – to- one correspondence ,then f  has 
an  inverse function , denote 1−f , such that XYf →=−1  and )(1 xfx −= . 
-Bounded and unbounded functions : 
If there is a number M such that: Mxf ≤)( , fDx ∈∀  
We say that f is bounded from above on fD and call M an upper bound  of the  
function  . 
If The function m  such that : mxf ≥)( , fDx ∈∀  
We say that f is bounded from below on fD and call m a lower bound  of The  
function  . 
If there exist two numbers M and m such that: Mxfm ≤≤ )( , fDx ∈∀  
We say that f is bounded on fD . 
Some types of function: 
The function: 
                     01

1
1 .........)( axaxaxaxf n

n
n

n ++++= −
− , 

0≠na , Raaaa nn ∈− 011 ,,,........., , 0≥n  is called polynomial function , 

nn aaaa ,,,.........,, 110 − coefficients and n  degree of polynomial function . 
Square root function : 

)()( xgxf =  where )( xg is polynomial function of  n degree. 
Rational function : 
We called the function : 

)(
)()(

xq
xpxf =   

Rational function 
Where )( xp  and )( xq  are degree n  and m . 
Absolute value function : 

o b e i k a n d l . c o m
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







<
≥

=
0)()(
0)()(

)()(
xfifxf
xfifxf

xfxf . 

Greatest integer function (step function ): [ ]xxf =)(  
Where [ ]x denote the greatest integer number less than or equal to the number x  
( )1+≤≤ nxn then [ ] nx = .                                              
Trigonometric functions: 
I- )sin()( xxf =  is odd function and bounded. 
II- )cos()( xxf =  is even function and bounded 
III- )tan()( xxf =  is odd function and unbounded 
IV- )cot()( xxf =  is odd function and unbounded 
V- )sec()( xxf =  is even function and unbounded 
VI - )(csc)( xcxf =  is odd function and unbounded 
7- Hyperbolic Functions: 
1. )sinh()( xxf =  , where RD f =  And RR f =    is odd function , because  

 )(
2

)cosh()( xfeexxf
xx

=
+

=−=−
−

 

And yxyxyx sinhcoshcoshsinh)sinh( +=+  
2. )cosh()( xxf =  , where RD f =  and RR f =    is even  function , because 

 )(
2

)sinh()( xfeexxf
xx

−=
−

=−=−
−

 

And yxyxyx sinhsinhcoshcosh)cosh( +=+  
3. )tanh()( xxf =  , where RD f =  And RR f =    is odd  function , because 
 )(

)cosh(
)sinh(

)cosh(
)sinh()tanh()( xf

x
x

x
xxxf −=

−
=

−
−

=−=−  

and
yx

yxyx
tantanh1

tantanh)tanh(
+

+
=+  

4. )coth()( xxf =  , where RD f =  And RR f =    is odd  function , because 
 )(

)sinh(
)cosh(

)sinh(
)cosh()coth()( xf

x
x

x
xxxf −=

−
=

−
−

=−=−  

and
yx

yxyx
cothcoth1

cothcoth)coth(
+

+
=+  

5. )(sec)( xhxf =  , where { }0cosh: =−= xRD f  and RR f =    is even 

function , because )(
)cosh(

1
)cosh(

1)(sec)( xf
xx

xhxf =
−

=−=−                     

 
6. )()( xcechxf =  , where { }0sinh: =−= xRD f  and RR f =    is odd 

function, because )(
)sinh(

1
)sinh(

1)(sec)( xf
xx

xhcxf −=
−

=
−

=−=−  
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8- Exponential function: 
For any real number 0>a and 1≠a we called xaxf =)(  an exponential function. 
9-Logarithm function: 
For all positive numbers a , where 1≠a we called xxfy alog)( ==   logarithm 
function and its mean yax = . 
- If 10=a then the logarithm called common logarithm. 
- If ea = then the logarithm called natural logarithm. 
10- Inverse Hyperbolic Functions: 

)sinh()(sinh1 1 yxyx =⇔=− −
     ,    

0,)cosh()(cosh2 1 ≥=⇔=− − yyxyx  
)tanh()(tanh3 1 yxyx =⇔=− −

  ,      Rxxxx ∈++=− − ,1ln()(sinh4 21
 

1,1ln()(cosh5 21 ≥−+=− − xxxx   , 11,
1
1ln

2
1)(tanh6 1 <<−








−
+

=− − x
x
xx  

 
 

************************ 
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  É :أوجد نطاق ومدى الدوال الثابتة موضحاً الإجابة على خط الأعداد: 1

78
35)()

1
1)()4)() 22 ++

+
=

−
=−=

xx
xxfc

x
xfbxxfa

4 29)()
45
45)()

2
69)() xxff

x
xxfe

x
xxfd −=

+
+

=
+−

−
=  

2
3

)29()()
3
48)()

12
49)() −=

−
−

=
−

−
= xxfi

x
xxfh

x
xxfg  

  

)(375إذا كانت: 2 2 +−= xxxf 0( أوجد(f،)( af،)
5
2(−fمع رسم الدالة .  

  
 في كل من التمارين xg)( ،xf)(والقسمة للدالتين ،الضرب، الفرق،أوجد المجموع   :3

  É :التالية
)          a   (

1
1)( 2 −

=
x

xf ، 4 5 13()( −+= xxxg.  

          )b   (5
3

)1()( −= xxf ، 37
93)(

x
xxg +

=.  

          )c (  2
3

)29()(,
3
48)( −=

−
−

= xxf
x
xxg  

          )d ( xxf −= 4)(   ، 5 )1()( −= xxg  
  

))((     ثم عين كلا من xgf o ، ))(( xfg oلنطاق المشرك في التمارين السابقة مع تحديد ا
  .للدوال

  
  É :كان إذا xg)(أوجد أحدى الدوال   :4

                       ) a(2)1())(( xxgf +=o 2 وكان)( xxf =   

 o b e i k a n d l . c o m
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                        )b  (2))(( xxgf =o 1 وكان)( −= xxf  
                        )c( 2))(( += xxgf oوكان   

2
1)(
+

=
x

xf  
                        )d( xxgf =))(( oوكان   xxf =)(  

  

 في التمارين التالية مع تحديد النطاق المشرك xg)(،xf)(عين أحدى الدالتين  : 5
  É:لللدوا

xx
xxgfc

xx
xxgfb

xx
xxgfa

4
)5())(()(

)13(
)1())(()(

3
23))()((

3

3
25

7

2

+
+

=

+−
+

=

+
−

=

o

o

o

  

  

  É :برهن صحة العلاقات التالية   :6

( )

( )yx

yx

yx
yxc

x
xx
xxbx

xx
xxa

−

+
=

−
+

=
+
+

=
+
+

2
1tan

2
1tan

sinsin
sinsin)(

3tan
4cos2cos
4sin2sin)(2tan

3coscos
3sinsin)(

  

( ) ( )

( ) )cos1(2sin3sinsin2sin3sin2sinsin)(
2
1cot

2
1cot

coscos
coscos)(

θθθθθθθθ +=++=++

+−−=
−
+

e

yxyx
yx
yxd  

  

  É :برهن صحة العلاقات العدية التالية :7
020cos100cos220cos)( =++a                                

020cos110cos130cos)( =++b  
  

  É :ية برهن صحة المتطابقات التال:8
( )θθθθθ 5sin3sinsin2

16
1coscos)( 32 −+=a                                

( )θθθθθ 6cos4cos22cos2
32
1coscos)( 42 +−−=b           
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  É: المجهول في المعادلة أكتب المعادلات التالية على شكل آسي وأحسب قيمة  :9
xcbxa a 4

4
1 log3)(8log3)(log3)( ===−  

  
  É :استخدم خواص اللوغاريتمات لفك المقادير التالية:10

5

4

3
3

5

)32(9
log)()1(6log)(

5log)(17log)(

+
+

−

x
xd

b
ac

xba
  

  
  É : أكتب التعابير اللوغارثمية التالية على شكل تعبير وحيد:11

)4ln(3)]1ln(
2
1ln3)(

log)1log(3(log2)(

+−++

−+−

xxxb

yxxa
  

  É :احسب قيمة كلاً مما يلي :12

4log

5
8

9

5
4

10)(
10log)(

8log4)(

81log7)(
4log)(

f
d
c

b
a

  

  

  :حل دون استخدام الآلة الحاسبة  :13

52

13

327)(
322)(

9
181)(

5125)(

+

−

=

=

=

=

xx

x

x

x

d
c

b

a

  

  

  É :حل المعادلات اللوغارثمية التالية: 14

1)12(loglog)(
2log)74log(log)(

33 =++
=−+

xxb
xxa
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أوجد الدوال العكسية للدوال الآتية مع رسم هذه اثبت أن الدوال التالية تقابلية ثم : 15
   É:الدوال

[ ) { } ( ) IRfIRIRff

xxfc
x
xxfbxxfa

→∞−→−∞→




 ∞

+=
−
+

=−=

,5:1:,0,
3
2:

)5ln()()(
)1(
)1()()(23)()( 3

[ ] [ ) ( ]3,:,51,1::

3
2
1)()()1)(5()()(4)()( 223

∞−→∞−→→

+
−

=−−=−=

IRfIRfIRIRf

xxfgxxxffxxfd

U

  

]ارسم كل من المعادلات القطبية التالية في الفترة  :16 ]π.0:É  

θθ
θθ

sin51sin22
cos53)(cos35)(

+−=+=
+=−=

yy
xbxa  

θθθ 5cos)(4sin)(sin32)( ==+= rerdrc  
 
 

***************  
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