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Limits 
  
  

أو بعض  ،إحدى القيمما عدا  ،معرفة في نطاق معينالتي تكون هناك كثير من الدوال   

1 الدالة :فمثلاً، الدالة غير معرفةفيها تكون  النطاق من ذاك، القيمِ
1)(

2

−
−

=
x
xxf غير 

    x=1معرفة عندما 
 حيث 

0
0

11
11)1( =

−
−=f ليس لها قيمة حقيقية على خط الأعداد الحقيقية( فهي غير معرفة (

),1()1,(وبالتالي نطاقها يكون  ∞∪−∞∈D  
كما هو مبين بالجدال  2 نجد أن الدالة تقترب من 1من xولفحص هذه الدالة عند اقتراب 

   :التالي
 اقتراب من اليسار ليميناقتراب من ا

1
1)(

2

−
−

=
x
xxf 

1>x  1
1)(

2

−
−

=
x

xxf 
1<x  

2.05  1.05  1.95  0.95  
2.04  1.04  1.96  0.96  
2.03  1.03  1.97  0.97  
2.02  1.02  1.98  0.98  
2.01  1.01  1.99  0.99  

M  M  M  M  
  

  . 1 من xكلما اقتربت 2أن الدالة تقترب شيئًا فشيئًا من  :نلاحظمن خلال الجدول السابق 
  . 1 إلى x عندما تؤول 2هو   لهذا نقول أن نهاية الدالة∴

  x=1 إلا أنه توجد لها نهاية عندما x=1 الدالة عندتعريفبالرغم من عدم أي أنه 
 
  
  
  
  
  

  :تعریف
  . نفسهاaثناء القيمة باستa دالة معرفة على فترة مفتوحة حول قيمة حقيقية fلتكن  
فإننا نقول  . a منxكلما اقتربت, L تقترب اختياريا من قيمة حقيقيةxf)(فإذا كانت  
:  ونكتب ذلك على الصورة الآتية aمن x كلما اقتربت Lتقترب من النهايةxf)(أن 

LxfLim
ax

=
→

   .Lهي a إلىx عندما تؤول  f ونقراها نهاية الدالة)(
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  :مثال
: وضح نهاية الدالة بالرسم  









<

≥
=

1,
1,

)( 2 xx
xx

xf .  

   :الحل

  
  

 
 L وليكن، نفسهa فيما عدا العدد،aترة مفتوحة تحتوي على عدد دالة معرفة على فfلتكن 

LxfLim  :عددا حقيقيا عندئذ العبارة
ax

=
→

)(  
: يكون بحيث δ<0عدد حقيقي   يوجدε<0 عدد حقيقي صغيرتعني أنه لكل

δε <−<⇒<− axLxf   . وهو مقدار موجب صغير جدا" epsilon" يقرأ εالرمز)(0
  .εملائم للعدد وهو مقدار موجب صغير جدا  "delta" يقرأ  δوالرمز

),()(),(
)(

)(
)(

εεδδ
εεδδ

εεδδ

εδ

+−∈←+−∈
+<<−←+<<−

<−<−←<−<−

<−←<−

LLxfaax
LxfLaxa

Lxfax
Lxfax

  

  
  
  
  
  

  الیمیناقتراب من   اقتراب من الیسار

 

δ+a

)(xfy =

ε+L

L
ε−L

 

δ−a
a
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   :مثال
)(12      إذا كان لدينا الدالة += xxf، 1 فأوجد نهاية هذه الدالة عندما→x .  
  : لاحظ الجدول التالي

1.5  1.1  1.001  1.0001  0.999  0.99  0.9  0.5  x 
4  3.2  3.002  3.00002  2.998  2.98  2.8  2  )(xf  

31)1(2)12(
1

=+=+
→

xLim
x  

   :بتطبيق التعريف الرياضي نجد  

2
1

212

)1(2

22

312

)(

ε

ε

ε

ε

ε

ε

<−

÷<−

<−

<−

<−+

<−

x

x

x

x

x

Lxf

    

  
  

يمكن اعتبار 
2
ε

δ    فإنδ<−1xإذا كان   =
ε<− 3)(xf  

  

8.2)(1.29.02.3  :فإن ε=2.0 إذا كان <<←<< xxf  

98.2)(01.199.002.3  : فإنε=02.0إذا كان  <<←<< xxf  

998.2)(001.1999.0002.3  : فإنε=002.0إذا كان  <<←<< xxf  

9998.2)(0001.19999.00002.3  : فإنε=0002.0إذا كان  <<←<< xxf  

99998.2)(00001.199999.000002.3  : فإنε=00002.0إذا كان  <<←<< xxf  
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Left and Right limits 

  المتواليةحدودإن قيمة   
n

n 12.......,,
5
9,

4
7,

3
5,

2
3,1  2هي باستمرار أصغر من  −

→−وتكتب ،  من اليسار2 تقترب من x عن قيمة حدوعلى هذا فإننا نقول 2x . وبالمثل قيمة
x ة  المتواليفي حدود  ,....

10
12......,,0001.2,001.2,01.2,1.2 n+  2من هي باستمرار أكبر 

→+ . وتكتب، من اليمين2 تقترب من xونقول في مثل هذه الحالة أن 2xومن الواضح أن  
afLim)(وجود العبارة 

ax→
afLim)( اليسار تستلزم وجود تساوي كل من نهاية

ax −→
ونهاية اليمين  

)(afLim
ax +→

  .  والعكس صحيح،لا يستلزم وجود نهاية اليسار، على أن وجود نهاية اليمين
  

   :مثال
29 للدالة )النطاق( إن مجال التعريف   x(x)f 33 هو الفترة =− ≤≤− x ، فإذا كان

a 33الفترة المفتوحةأي عدد في <<− x ، 29فإن xLim
ax

−
→

29 موجودة وتساوي  a− ،
09فنجد ،  من اليسار أولا3تقترب إلى x ولنجعل a=3لنعتبر الآن 2

3
=−

−→
xLim

x
أما إذا 

2 من اليمين فإننا نجد أن 3 بعد ذلك تقترب من xجعلنا

3
9 xLim

x
−

+→
؛  غير موجودة 

2x9لأن 2وهكذا نجد أن  ،x<3عندما  سالباً يكون −

3
9 xLim

x
−

→
  . غير موجودة

  

   :بالمثل
2نجد أن   

3
9 xLim

x
−

+−→
2ومساوية للصفر ولكن  موجودة 

3
9 xLim

x
−

−−→
 غير موجودة 

2وبالتالي 

3
9 xLim

x
−

→
  . غير موجودة 

 
 
  
   
  
  

Theorem 

LxfLim نهاية معرفة وموجودة xf)(   يكون للدالة 
ax

=
→

  : ن إذا وفقط إذا كا)(
LxfLimxfLim

axax
==

−+ →→
)()( 
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  :مثال
 : حيثx=1عند  xf)(الدالة أدرس نهاية  





>+

<−
=

1,1
1,2

)( 2 xx
xx

xf  مع رسم الدالة.  

   :الحل
  :يسار واليمين فنحصل على القيم التالينوجد النهاية نمن ال  
)( ) 2 -  (  1   النهاية من اليسار  

11
==

−− →→
xLimxfLim

xx
 

)( ) 1 (  2 النهاية من اليمين   2

11
=+=

++ →→
xLimxfLim

xx
 

)( (بما أن  
11

f (xLimxfLim
xx +− →→

)( إذا  ≠
1

xfLim
x→

        غير موجودة
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  
  
  
  
  

  
    

  
  

 :تعریف
  : إذا تحققت العلاقة التالية xf)(لدالة ) تكامل(دالة أصلية xF)(يقال إن 

dxxfxFd )()( =  
)()( أو المشتقة xf)( هو xF)(أي أن  بمعنى أن تفاضل  xf

xd
xFd

=.  
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     :مثال
   2تؤول إلى xدما هل توجد للدالة نهاية عن   







>+

<−
=

2,1
2

2,3
)(

xx
xx

xf مع رسم الدالة .  

   :الحل

21
2

)(

1)3()(

22

22

=





 +=

=−=

++

−−

→→

→→

xLimxfLim

xLimxfLim

xx

xx

   

)()(
22

xfLimxfLim
xx

+−
→→

≠Q  

)( إنومنها نستنتج 
2

xfLim
x→

   غير موجودة
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  :مثال
  أوجد نهاية الدالة     

x
xxf 24)( −+

  .مع رسم الدالة  x→0  عندما =
  :  الحل

    بالضرب في مرافق البسط 
24
2424lim)(lim

00 ++
++×−+=

→→ x
x

x
xxf

xx
  
              

)24(
44

0 ++
−+

=
→ xx

xLim
x

     

               
4
1

24
1

24
1lim

0
=

+
=

++
=

→ xx
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      :مثال
  أوجد نهاية الدالة     

8
4)( 3

2

−
−

=
x
xxf 2  عندما→x مع رسم الدالة.  

  :  الحل
mn    نعلم أن 

mm

nn

ax
a

m
n

ax
ax −

→
=

−
−limوبالتالي يكون لدينا   :  

 حيث أن 
8
4)( 3

2

−
−

=
x
xxf 2 وباعتبار=a 2 و=n 3 و=m بذلك يكون لدينا :  

3
1

6
2

2
1

3
22

3
2

2
2lim)(lim 32

33

22

22
==×==

−
−

= −

→→ x
xxf

xx
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Algebraic Techniques For Farcing Limits 
ax عندما  xf)(    لحساب نهاية الدالة  axنعوض في هذه الدالة عند → وقد نحصل  =

وقد لا نحصل عليها عندئذ نتبع طرق أخرى سنتطرق على المطلوب كما يبين المثال أدناه 
  . سفلةأإليها 
  :مثال

)(2        أوجد نهاية الدالة xxf    .x→2   عندما =
  :  الحل

)(2 أن       بما xxf    2تؤول إلى xعندما xf)( نبحث عن نهاية =

        4)( 2

22
==

→→
xLimxfLim

xx  
   . 2 إلى العدد x  عندما تقترب4 تقترب من xf)(              وهذا يعني أن

  
Theorems in Limits   

   .Limit of Constantنهاية المقدار الثابت  .1
bxf     لدالة  bLimxfLim نجد أن )(=

axax →→
=)( .  

  :مثال
)(5 أوجد نهاية الدالة       =xf 3   عندما→x.   
  :  الحل
    5)(

3
=

→
xfLimt

x
  . 5 منها نجد أن النهاية تساوي قيمة ثابتة وهي 

  :نهاية دالة كثيرة الحدود .2
xxf     لدالة     xLimxfLim نجد أن )(=

axax →→
=)( .  

  :مثال
xxfية الدالة أوجد نها          .x→−3   عندما )(=
  :  الحل
     )3()(

33
−==

−→−→
xLimtxfLimt

xx
  .-3 منها نجد أن النهاية تساوي قيمة ثابتة وهي 
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  .Limit of Sum functionsنهاية مجموع دالتين  .3

)()()(لتكن الدالة     xgxfxF )(,)( حيث=+ xgxfدالتان في xفإن :  
( )

)()(

)()()(

xgLimxfLim

xgxfLimxFLim

axax

axax

→→

→→

+=

+=

  
  :مثال
)()56( أوجد نهاية الدالة   23 xxxf   .x→−2   عندما =+
  :  الحل

282048)2(5)2(656)56( 232

2

3

2

23

2
−=+−=−+−=+=+

−→−→−→
xLimxLimxxLim

xxx
  

  
   .Limit of Difference functions  نهاية فرق دالتين. 4

)()()(      لتكن xgxfxF )(,)( حيث =− xgxf دالتان في xفإن:    
( ) )()()()()( xgLimxfLimxgxfLimxFLim

axaxaxax →→→→
−=−=  

  :مثال
)()2(      أوجد نهاية الدالة 34 xxxf    .x→1   عندما =−

  :  الحل
1)1()1(22)2( 343

1

4

1

34

1
=−=−=−

→→→
xLimxLimxxLim

xxx
  

   :       وعموما إذا كانت
±±±±±±= − )()(.................)()()()( 1321 xfxfxfxfxfxF nn  

)(,)(,)(,..........,..)(,)(حيث 1321 xfxfxfxfxf nn−دوال في   x فإن  :   
)()(........)()()()( 1321 xfLimxfLimxfLimxfLimxfLimxFLim naxnaxaxaxaxax →−→→→→→

±±±±±=  
  :مثال

xxxxxF    لتكن الدالة  ++−= 234   .x→1 نهاية الدالة عندما  أوجد )(32
  :  الحل

31)1(3)1(2)1(

32- F(x) 

234

1

2

1

3

1

4

11

=++−=

++=
→→→→→

 

xLimxLimxLimxLimLim
xxxxx  

  

o b e i k a n d l . c o m



    
               

 188  

    .Limit of products functions  دالتين )ربض( جداء نهاية  .5
)().()(لتكن    xgxfxF )(,)(حيث = xgxf دوال في x،  فإن  

( ) )()()()()( xgLimxfLimxgxfLimxFLim
axaxaxax →→→→

×=×= 

  :مثال
)()12)(15( الدالة     لتكن 23 +−−= xxxF  1عندما نهاية الدالة أوجد−→x .  

      
)15)(12()( 23

11
+−−=

−→−→
xxLimxFLim

xx  

( ) ( ) 61)1(51)1(2

)15()12(

23

2

1

3

1

=+−×−−−=

+×−−=
−→−→

xLimxLim
xx

  
  عبارة عن جداء عدة دوال xF)(وعموما إذا كان

)(................)()()( 321 xfxfxfxf n××××  
    :فإن

)(................)()()()( 321 xfLimxfLimxfLimxfLimxFLim naxaxaxaxax →→→→→
××××=  

  

  .Limit of quotient functions نهاية قسمة دالتين.6
لتكن الدالة   

)(
)()(

xg
xfxF )(,)( حيث = xgxf دالتان في x 0و)( ≠xg فإن:  

0)(,
)(

)(

)(
)()( ≠=








=

→
→

→

→→
xgLim

xgLim

xfLim

xg
xfLimxFLim

ax
ax

ax

axax
  

  :مثال
     لتكن الدالة 

15
62)( 2 −

+
=

x
xxF  0 نهاية الدالة عندما  أوجد→x.  

6
1

6
)15(

)62(

15
62)( 2

0

0
200

−=
−

=
−

+
=








−
+

=
→

→

→→ xLim

xLim

x
xLimxFLim

x

x

xx

  
  :مثال

  إذا كانت            




=
≠

=
2,0
2,

)(
2

x
xx

xf اوجد )(
2

xfLim
x→

  

  :  الحل
     إذن دائما هي قربها من اليسار واليمين  x≠2 هذا يعني أن  x→2نلاحظ هنا أنه إذا كان

4)( 2

22
==

→→
xLimxfLim

xx
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  :مثال
  : معرفة بالعلاقة f(x) إذا كانت x= 3نهاية الدالة    أوجد 







>+

≤−
=

3,13

3,5
)(

2

xx

xx
xf  مع رسم الدالة.  

  :  الحل
)(5هي xf)( من اليسار فإن عبارة الدالة 3 إلى العدد xعندما تقترب 2 −= xxf ،وبالتالي:   

45)3()5()( 22

33
=−=−=

−− →→
xLimxfLim

xx  
  xf)( فإن عبارة الدالة ؛ من اليمين3 إلى العدد xعندما تقترب

)(13هي   += xxf نجد أن وبالتالي:  
413313)(

33
=+=+=

++ →→
xLimxfLim

xx  
  

  
  
  
  
  
  
  
  

  :مثال
  :معرفة بالعلاقة g( t(  د نهاية الدالة إذا كانت    أوج

                           




<−
≥

=
0,2

0,
)(

2

tt
tttg         0 عندما →t . 

  :  الحل
)(2 هي g (t) من اليسار فإن عبارة الدالة 0 إلى العدد tعندما تقترب  −= ttg ،وبالتالي:  

220)2()(
00

−=−=−=
−− →→

tLimtgLim
tt  
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)(2 هي  g (t) من اليمين فإن عبارة الدالة 0لعدد  إلى اtعندما تقترب  ttg   :وبالتالي، =
00)( 22

00
===

++ →→
tLimxgLim

tt  
  . وبالتالي فليس للدالة نهاية عند هذه النقطة، النهاية من اليمين لا تساوي النهاية من اليسارإذا 
  
   .Limit of trigonometric functionsنهاية الدالة المثلثية  .7

cxنهاية الدالة المثلثية عندما           cxهو قيمة الدالة عند → =  
  : مثلا

           1)0cos(cos
0

==
→

xLim
x

         0)0sin(sin
0

==
→

xLim
x

  
  

    :مثال
  : الدالة المعرفة بالعلاقة        أوجد نهاية

                  










>

<−
=

2
,cos

2
,1sin

)(
π

π

xx

xx
xf  مع رسم الدالة.  

  :  الحل

نوجد نهاية الدالة  عندما   
−

→
2
πx:  

011)1(sin)(

22

=−=−=
−−

→→

xLimxfLim
xx ππ

 

نوجد نهاية الدالة  عندما 
+

→
2
πx:  

   
                                         

          :إذا  
             0)()()(

22
2

===
+−

→→
→

xfLimxfLimxfLim
xx

x ππ
π

  

  

0)(cos)(

22

==
++

→→

xLimxfLim
xx ππ
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  : البرهان
QA:  المقابللدينا من الشكل    

oA
QA

==θtan        Q  

              πθθ <<= 0,sinMP               M  
θθ :واضح أن    tansin AQMP لان > < .  

  θ         من مساحة >∆0AQاحة المثلث مس :كذلك فإن
  .∆AQP مساحة المثلث >∆OPA ي القطاع الدائر

                                                           A   P             0  
  

θsin
2
1

2
1

=×=∆ PMOAAOP  

θtan
2
1

2
1

=×=∆ AMOAAOP  

AOP: θθمساحة القطاع الدائري
2
1

2
1 2r  

  : إذا
θθθθθθ tansintan

2
1

2
1sin

2
1

<<⇒<<  

Theorem 

1sin:        أثبت أن 
0

=
→ θ

θ
θ
Lim 

o b e i k a n d l . c o m



    
               

 192  

  فإن θ<0   :بفرض أن
θ

θ
θ

θ tan1sin
<<  

  :  وبالتالي يكون لدينا

θθ
θ

cos
1

sin
1 θ  أو >>

θ
θ cos

sin
1 >>  

1cosوبما أن 
0

=
→

θ
θ
Lim 1 يكون لديناsin1

0
≥≥

→ θ
θ

θ
Lim  

1sin: إذا
0

=
→ θ

θ
θ
Lim وهو المطلوب    

  
  
  
  

  : البرهان
  :نستخدم طريقة الضرب في المرافق نحصل على

( ) ( )

001
cos1

sinsin
cos1

sin
cos1

cos1
cos1
cos1cos1cos1

00

2

0

2

0

00

=×=
+

×=

+
=

+
−

=

+
+

×
−

=
−

→→

→→

→→

θ
θ

θ
θ

θθ
θ

θθ
θ

θ
θ

θ
θ

θ
θ

θθ

θθ

θθ

LimLim

LimLim

LimLim

  

  
    :مثال

 :       أوجد نهاية الدالة المعرفة بالعلاقة
θ

θ
θ 2

5sin
0→

Lim.  
  :  الحل
  :باستخدام المبرهنات السابقة  

2
51

2
5

5
5sin

2
5

2
5sin

00

=×=

=
→→ θ

θ
θ

θ
θθ
LimLim

  

  

Theorem 

0cos1 :        أثبت أن 
0

=
−

→ θ
θ

θ
Lim  
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    :مثال
 :        أوجد نهاية الدالة المعرفة بالعلاقة

θ
θ

θ 4
tan

0→
Lim.  

  :  الحل
  :    باستخدام المبرهنات السابقة

4
11

4
1

cos
1sin

4
1

4
tan

00

=×=

×=
→→ θθ

θ
θ

θ
θθ
LimLim  

  
    :مثال

 :عرفة بالعلاقة        أوجد نهاية الدالة الم
x

xxLim
x 4

cos332
0

−+
→

.  
  :  الحل

  :    باستخدام المبرهنات السابقة
( )

( )
2
1032

4
1

cos132
4
1

4
cos332

00

=+×=







 −

+=
−+

→→

x

x
xLim

x
xxLim

xx  

  
    :مثال

20 :التاليةنهاية ال عين        

cos1
x

xLim
x

−
→

.  
  :  الحل

  :    باستخدام المبرهنات السابقة
( )( )

( )xx
xxLim

x
xLim

xx cos1
cos1cos1cos1

2020 +
+−

=
−

→→
  

   ( ) 2
1

2
11

cos1
1sin

cos1
cos1

2

2

02

2

0
=×=









+
×=

+
−

=
→→ xx

xLim
xx

xLim
xx
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    :مثال
    :        أوجد نهايات التالية

x
xxLim

x
4

3

0 sin
tan2

→
−              

2

cos1

2

ππ −
−

→ x

xLim
x

  

1
cos23 2

2

0 +
+

−
→ x

xxLim
x

  

   :  الحل
 نهاية الدالة-1

2

cos

2
ππ

−→ x

xLim
x

tx: بفرض أن  =−
2
π  يكون  

  
2
π

→x   ⇐→ 0t  

1sin2
cos

2

cos
00

2

−=
−

=






 +

=
−

→→→ t
tLim

t

t
Lim

x

xLim
ttx

π

ππ
  

  

  نهاية الدالة  -2  
x
xxLim

x 4

3

0 sin
tan

→
    :  يكون لدينا

111
cos

1
sin

cossin
sin

3

3

4

3

0

=×=×=

=

→

→

θθθ

xLim

xx
xxLim

x

x  

  

  نهاية الدالة  -3  
1

cos2
2

2

0 +
+

→ x
xxLim

x
    :لدينا يكون بالتعويض المباشر 

1
20
20

1
cos2

1
cos2

2

2

02

2

0
=

+
+

=
+

+
=

+
+

→→ x
xxLim

x
xxLim

xx
  

  
   Limit 0f a Power Function الدالة قوة نهاية  .8

  : مرفوعة إلى أسدالةنهاية 
[ ]

n

at

n

at
xfLimxfLim 



=

→→
)()(  
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    :مثال
)()43(5 أحسب نهاية الدالة       += xxf 2 عندما→x.  

  :  الحل
5

5

2

5

2
)10()43()43( =



 +=+

→→
xLimxLim

xx
  

  
   :مثال

xxfأحسب نهاية الدالة    3sin)( 2عندما =
π

→x  مع رسم الدالة.  
  :  الحل

lim)(sinlim)1(1 : الدالة على الشكل التالية    نوجد نهاي 3

3

22

==












=

→→
xxf

xx ππ
  

  

  
  

  
  :ملاحظة

)()()(إذا كانت  xgxhxf  a التي تنتمي إلى فترة مفتوحة حول العددx لجميع قيم≥≥
axعدا LxfLimLxgLim        وإذا كان =

axax
==

→→
)(,)( 

LxhLimفإن 
ax

=
→

)(  
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  :مثال
22 إذا كان    5)(25 xxfx ] في الفترة −≥≥− )( أوجد −1,1[

0
xfLim

x→
مع رسم  

  .الدالة 
  :   الحل

  

5)(

525

55

0

2

0

2

0

=∴

=−

=−

→

→

→

xfLim

xLim

xLim

x

x

x

Q

Q

  

  
  

  :ملاحظة
إلا أنه xf)(معرفتنا للصيغة الجبرية للدالة  بالرغم من عدم جد أنه    في هذا المثال ن

  .  تؤول إلى الصفرxعندما 5 نستطيع أن نقول أن نهايتها هي 7باستخدام الخاصية 
  

  :مثال
xexxf     أحسب نهاية الدالة  2.7cos)(   x→0دما  عن=

  :  الحل
1110cos7cos.7cos 02

00

2

0
=×=×=





×





=

→→→
eeLimxLimexLim x

xx

x

x
  

  
  :مثال

xxfx       بفرض أن  ≤≤ )(sinة أوجد نهاي )(xf 0 عند=x .  
  

  :  الحل
0sinlim    :        نعلم أن

0
=

→
x

x
0lim      و      

0
=

→
x

x
  

lim)(0          :        إذن
0

=
→

xf
x

  

• 

25 x− 

)(xf 

x25 − 

-1 1 

y  

x 
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Indeterminate Cases  
        

∞
∞

=
→

)()2( xfLim
ax

                                                 
0
0)()1( =

→
xfLim

ax
   

  ∞−∞=
→

)()4( xfLim
ax

                                           0)()3( ×∞=
→

xfLim
ax

  
  .التعيينوهناك طرق لإزالة عدم  ،معينةفي هذه الحالات تكون النهاية غير 

 : عدم التعيين:أولاً
0
0  Indeterminate form  

 ،ويزال بالتحليل وقسمة البسط على المقام وبالاختصار أو بالقيام بعملية طرح أو جمع  
  .مثل الضرب بمرافق بسط أو مقام يحوي جذررى أو باستعمال طرق أخ

  :مثال
 الدالة نهاية    احسب 

4
412)(

−
−+

=
x

xxf  4عندما→x .  
  :  الحل

0
0

4
412

4
=

−
−+

=
→ x

xLim
x

  
  يجب إزالة عدم التعيين 

( )( ) ( )( )4124
4

4124
1612

412
412

4
412

4
412

44

44

++−
−

=
++−

−+
=

++
++

×
−

−+
=

−
−+

→→

→→

xx
xLim

xx
xLim

x
x

x
xLim

x
xLim

xx

xx  

      

8
1

4
412

8
1

4124
1

4
=

−
−+

=∴

=
++

=

→ x
xLim

x

 

  

  :مثال
ية التالية       احسب النها

x
xxLim

x

−
→

2

0
 .  

  :  الحل
عدم التعيين   

0
02

0
=

−
→ x

xxLim
x

  

)1()1(1;0من أجل   
00

≠−=−=
−

→→
xxLim

x
xxLim

xx
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  :مثال
 :    احسب النهاية التالية








−++−−

−+−++−
→ 22

171152
2356

23456

1 xxxxx
xxxxxxLim

x
  

  :  الحل
عدم التعيين 

0
0

22
171152

2356

23456

1
=








−++−−

−+−++−
→ xxxxx

xxxxxxLim
x

  

)1(نقوم بإخراج التعيين ، في هذه الحالة للتخلص من عدم x− عامل مشترك من البسط 
   : وبالتحليل نجد،والمقام معا

)15()1( 42 −−− xxx =البسط  
)2)(1( 25 +−− xxx =المقام  

0
)2)1()1((

)1)1(51)(11(                                                                     

)2(
)15)(1(                         

)2)(1(
)15()1(

22
171152

25

4

1

25

4

1

25

42

12356

23456

1

=
+−

−−−
=

+−
−−−

=

+−−
−−−

=







−++−−

−+−++−

→

→

→→

x

x

xx

Lim

xx
xxxLim

xxx
xxxLim

xxxxx
xxxxxxLim

  

  

  
  :مثال

 :    احسب النهاية التالية
9

6
2

2

3 −
−+

−→ x
xxLim

x
  

  :  الحل
     عدم التعيين      

0
0

9
6

2

2

3
=

−
−+

−→ x
xxLim

x
    

   فمن أجل   
3;

6
5

6
5

3
2

)3)(3(
)2)(3(

9
6

332

2

3
−≠=

−
−

=
−
−

=
−+
−+

=
−

−+
−→−→−→

x
x
xLim

xx
xxLim

x
xxLim

xxx
  

  

  :مثال
:    احسب النهاية التالية

3
1222 2

3 −
−−

→ x
xxLim

x
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  :  الحل
عدم التعيين 

0
0

3
1222 2

3
=

−
−−

→ x
xxLim

x
  

42;3 من أجل
)3(

)3)(42(
3

1222
3

1222 22

3
≠+=

−
−+

=
−

−−
=

−
−−

→
xx

x
xx

x
xx

x
xxLim

x
  

10)42(
3

1222
3

2

3
=+=

−
−−

∴
→→

xLim
x

xxLim
xx  

  

  :مثال
     احسب النهاية التالية 

2
8126 23

2 +
+++

−→ x
xxxLim

x
 .  

01:  الحل
=

∞→ x
Lim
x

    عدد موجبx    حيث  

عدم التعيين 
0
0

22
824248

2
8126 23

2
=

+−
+−+−

=
+

+++
−→ x

xxxLim
x

  

 :باستخدام القسمة المطولة نحصل على
)2(

)2)(44(
2

8126 223

+
+++

=
+

+++
x

xxx
x

xxx  

44;2ومنه من أجل   
2

8126 2
23

−≠++=
+

+++ xxx
x

xxx  
  وبالتالي فإن 

048444
2

8126 2

2

23

2
=+−=++=

+
+++

−→−→
xxLim

x
xxxLim

xx
  

  
  
  
  

  :مثال
0,   لدينا           

x
2      2 =

∞→x
Lim    0

x
3      5 =

∞→x
Lim  

  
  
  

 
01

=
∞→ x

Lim
x

  عدد موجبx    حيث

 
∞=++++ °

−
−∞→

)..............( 1
1

1 axaxaxaLim n
n

n
nx

  
,,......,0  حيث أن 1 >− aaa nn   
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  :مثال
)(352 :أحسب نهاية الدالة     23 +++= xxxxf عندما تسعى xإلى اللانهاية .  
  :  الحل

∞=+++=
∞→∞→

)352( )( 23 xxxLimxfLim
xx

  
  

 : عدم التعيين:ثانيا
∞
∞ Indeterminate form    

لإزالة عدم التعيين   
∞
نقسم البسط والمقام على ، ∞إلى  x عندما يؤول المتغير∞
  .  المقام البسط أوالمتغير حاملاًُ أكبر أس في

  
  :مثال
 :احسب النهاية التالية  

12

2

+∞→ x
xLim

x
  

  :  الحل
عدم التعيين   

∞
∞

=
+∞→ 12

2

x
xLim

x
  

   فيكون لدينا 2xنقسم حدود الدالة على  
  

  

  
  :مثال

3    احسب النهاية التالية  
5

x
xLim

x

+
∞→

 .  
  :  الحل
عدم التعيين   

∞
∞

=
+

∞→ 3
5

x
xLim

x
   

  . فيكون لدينا3x نقسم دوال الدالة على  
0

1
00

1
5155 32

33

33

3 =
+

=
+

=
+

=
+

∞→∞→∞→

xxLim
xx

xxxLim
x

xLim
xxx  

1
01

1
11
1

11 2222

22

2

2

=
+

=
+

=
+

=
+ ∞→∞→∞→ x

Lim
xxx

xxLim
x

xLim
xxx
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  :مثال
2لنهاية التالية  ا    احسب 

5 3
x

xLim
x

+
∞→

.  
  :  الحل
عدم التعيين    

∞
∞

=
+

∞→ 2

5 3
x

xLim
x

   فيكون لدينا 2xتقسم حدود الدالة على، 

∞=
+

=
+

=
+

∞→∞→∞→ 1
333 23

22

225

2

5 xxLim
xx

xxxLim
x

xLim
xxx  

    Indeterminate form: ∞×0دم التعيين ع:ثالثًا
 نطبق طريقة التحليل الجبري ثم نقوم بالاختصار والقيام بعملية ∞×0    لإزالة عدم التعيين 

للوصول إلى حالة الضرب والقسمة في حالة وجودهما 
∞
 أو ∞

0
 وهذا ممكن دوماً أو 0

  . الوصول إلى حل مباشر
  

  :مثال
    احسب النهاية التالية 








−
+

→ xxx
xLim

x 20

23 .  

  :  الحل
=×∞ عدم التعيين 








−
+

→
023

20 xxx
xLim

x
  

1
10

23
1

23

1
231

)1(
2323

0

0020

=
−

+=







−
+=















−
+=








−

+=







−
+

→

→→→

x
Lim

xx
xLim

xxx
xLim

xxx
xLim

x

xxx

  
  :مثال

xxxf    احسب نهاية  الدالة  cotsin)(   . إلى الصفرعىتس x عندما =
  :  الحل

   :    بالتعويض المباشر نحصل على
                              ∞×==

→→→
0cotsincotsin

000
xLimxLimxxLim

xxx
  

1cos         :    منها
sin
cossincotsin

0000
===

→→→→
xLim

x
xLimxLimxxLim

xxxx
  

o b e i k a n d l . c o m
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  :مثال
xexxf       احسب نهاية  الدالة    .∞تسعى إلى  x عندما )(=

  :  الحل
   :      بالتعويض المباشر نحصل على

∞×== −

∞→∞→
0)( x

xx
xeLimxfLim  

)(0           :      منها ==
∞→∞→ xxx e

xLimxfLim  

  

  :∞−∞ نستعمل نفس الطريقة السابقة لإزالة عدم التعيين :رابعا
   :مثال

 :    احسب النهاية التالية







−
−

−→ 1
1

1
3

21 xx
Lim
x

  

     :الحل
=∞−∞   عدم التعيين 








−
−

−→ 1
1

1
3

21 xx
Lim
x

  

∞=×∞=







+

−
−

=









+−

−
−

=







−
−

−

→

→→

2
5

)1(
13

1
1                                  

)1)(1(
1

1
3

1
1

1
3

1

121

xx
Lim

xxx
Lim

xx
Lim

x

xx

  

  
  
  
  
  
  
  
  

Theorem 

    Raan
ax
axLim n

nn

ax
∈=

−
− −

→
:1  
  :وبشكل عام فإن

Raa
m
n

ax
axLim mn

mm

nn

ax
∈=

−
− −

→
:  
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  :مثال
 احسب النهاية التالية      

2
233

2 −
−

→ x
xLim

x
  . مع رسم الدالة

  :  الحل
12)42(

)2(
)42)(2(

2
2 2

2

2

2

33

2
=++=

−
++−

=
−
−

→→→
xxLim

x
xxxLim

x
xLim

xxx
  

  

  
  

  :مثال
احسب النهاية التالية     

4
643

4 +
+

−→ x
xLim

x
 .  

  :  الحل
48)164(

)4(
)164)(4(

4
64 2

4

2

4

3

4
=+−=

+
+−+

=
+
+

−→−→−→
xxLim

x
xxxLim

x
xLim

xxx
  

  
  :مثال

    احسب النهاية التالية 
2
164

2 −
−

→ x
xLim

x
 .  

  :  الحل
  :   الحل بالتعويض المباشر واستخدام بعض الطرق التحليلية

322424
2
2

2
16 314

2

44

2

4

2
=×=×=

−
−

=
−
− −

→→→ xxx
Lim

x
xLim

x
xLim  
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  :مثال

    احسب النهاية التالية   
27
81

3

4

3 −
−

→ x
xLim

x
 .  

    :  الحل
  :يض المباشر واستخدام بعض الطرق التحليلية   الحل بالتعو

43
3
4

3
3

27
81 34

33

44

33

4

3
=×=

−
−

=
−
− −

→→ x
xLim

x
xLim

xx
  

  
  :مثال

    احسب النهاية التالية   
4
8

364 −
−

→ x
xLim

x
 .  

  :  الحل
  :   الحل بالتعويض المباشر واستخدام بعض الطرق التحليلية

( ) 32
2
364

2
3)64(

3
1

2
1

)64(

)64(

4

8
4
8

6
1

3
1

2
1

3
1

3
1

2
1

2
1

64
3
1

2
1

64364

=×=×=×=

−

−
=

−

−
=

−
−







 −

→→→

x

xLim
x

xLim
x
xLim

xxx  
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  :مثال

    احسب النهاية التالية   
x

xLim
x

3273

0

−+
→

 .  
  :  الحل

  :   الحل بالتعويض المباشر واستخدام بعض الطرق التحليلية

27
1

9
1

3
1)27(

3
1                           

27)27(
)27()27(                          

2727
)27()27(

)27()27(                          

3)27(327

1
3
1

3
1

3
1

27

3
1

3
1

27

3
1

3
1

27

3
1

0

3

0

=×=×=

+−
−+

=

−+
−+

=

−+
=

−+
=

−+

−

→

→

→

→→

x
xLim

x
xLim

x
xLim

x
xLim

x
xLim

x

x

x

xx
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Limits some of Common functions  

11)1
0

=






 −
→ x

eLim
x

x
                                  718.211)2 ≈=






 +

∞→
e

x
Lim

x

x
 

0cos1)3
0

=





 −

→ x
xLim

x
      1sin)4

0
=








→ x
xLim

x
       1

ln
1)5

1
=






 −

→ x
xLim

x
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
  :مثال

.
92

63 25

3

++
++

∞→ xx
xxLim

x
      أوجد النهاية التالية :

  :  الحل
        5x بقسمة حدود الدالة بسط ومقام على  

0
001
000

921

631

 )(
53

542

=
++
++

=

++

++
=

∞→∞→

xx

xxx LimxfLim
xx  

    :مثال

 . ∞→x عندما 
23
32(x) 

+
+

=
x
x f   :الدالةنهاية     أوجد 

 

 
n    لنفرض أن 

n
2

210 xa.........xaxaaP(x) ++++=  
nو  

n
2

210 xb.........xbxbbq(x) ++++=  
 إذا كانت 

)(
)(

xq
xPR(x)   :  ، فإن  =











<

=

>∞±

=
∞±→

mn

mn
b
a

mn

xRLim
n

n

x

,0

,

,

)(  
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  :  الحل
 :    نجدxبقسمة البسط والمقام على      

∞
∞

=
+
+

∞→ 23
32

x
xLim

x
  

3
2

03
02

23

32

23
32

=
+
+

=
+

+
=

+
+

∞→∞→

x

xLim
x
xLim

xx
  

  

  :مثال
  إذا كانت        

63
2)( 

2

−
+

=
x

xxfعندما  أوجد نهاية الدالة∞→x.  

  :  الحل
 منها نحصل علىx=∞نعوض عن       

∞
∞

=
−
+

+∞→ 63
2 

2

x
xLim

x
  

  

 xx
xx Lim

 xx
xx

Lim
x

xLim
xxx )63(

2
)63(
2

63
2 2222

−
+

=
−

+
=

−
+

+∞→+∞→+∞→

 

)/63(

)/21(

)63(

/21

)63(
21

222

xLim

xLim

xLim

xLim

x
x

Lim
x

x

x

x
x −

+
=

−

+
=

−
+

=
+∞→

+∞→

+∞→

+∞→

+∞→

 

3
1

)0(63
)0(21

  1   63 

121   2

=
−
+

=
−

+
=

+∞→+∞→

+∞→+∞→

xLimLim

xLimLim

xx

xx  
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  :مثال
       إذا كانت 

23
52)( 2

2

++
−

=
xx

xxf,ة عندما أوجد نهاية الدال∞→x.  
  :  الحل
  :نحصل على 2xبالقسمة على   

   
3
2

213

52
lim)(lim

2

2
=

++

−
=

−∞→−∞→

xx

xxf
xx

  

  

  
  

  
  :مثال

 احسب  نهاية الدالة   
x

xxxf 3sin2sin)( −
    .تؤول إلى الصفرx عندما =

  :  الحل
 1sin    :        نعلم أن

0
=

→ x
xLim

x
  : وبالتالي

132
3

3sin3
2

2sin2

3sin2sin3sin2sin 

00

000

−=−=

−=

−=
−

→→

→→→

x
xLim

x
xLim

x
xLim

x
xLim

x
xxLim

xx

xxx
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  :مثال

ة       احسب قيمة النهاي
12
12 

+
−

→∞ x

x

x
Lim .  

  :  الحل
  : على الشكل التاليx→∞  ونوجد النهاية عندما  x2  نقسم على    

1
01
01

2
11

2
11

 =
+
−

=
+

−

∞→

x

x

x
Lim  

  
  :مثال

 احسب  نهاية الدالة       
x

xxf 3tan)( = 0  عندما→x.  
  :  الحل

 :     بالتعويض المباشر نحصل على
0
03tan 

0
=

→ x
xLim

x
 x3tanلذلك نعوض عن 

  :بمتساوية فنحصل على

313
cos

1
3
sin3

cos
1sin3cos

3sin
3tan 

00

0000

=×=

×=

×==

→→

→→→→

x
Lim

x
xLim

x
Lim

x
xLim

x
x
x

Lim
x

xLim

xx

xxxx
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Continuous of Functions:  
]في المجال )مرةتمس(      يقال عن الدالة أنها متصلة ]ba إذا كان بالإمكان رسمها بدون  ,

bxaانقطاع في النطاق    " أي لا يوجد أي نوع من الانقطاع في المنحنى  "≥≥
   : الدالة رياضيا كالآتي)استمرار( يعرف اتصال

ax عند )مستمرة (أنها متصلةf عن الدالة يقال   :التاليةشروط ال إذا توفرت في الدالة =
  

Continuous Condition  
axالدالة معرفة عند .1   .أي موجودة ومحدودة"  معرف a،)(afقيمة الدالة عند   "=
axتوجد نهاية للدالة عند  .2 )(أي أن → xfLim

ax→
  . موجودة

فإنه يجب أن تساوي نهاية الدالة عند نفس ؛af)(إذا كانت للدالة قيمة عند  .3
)()(النقطة afxfLim

ax
=

→
  .  

  
  . )مستمرة (فلن تكون الدالة متصلة" أو إحداها"قق الشروط السابقة أما إذا كانت لم تتح  

  
  

  عند نقطة أو أكثر )منقطعة( منفصلة)المستمرة(بعض أشكال الدوال غير المتصلة 
  
  
  
  
  

 0   انقطاع عند                         

  
                                                          

  

y  

 )2(  الحالة 

 aاع عند انقط

a 
x  

x
xf 1)( =  

y  

x  

 )1(  الحالة 
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  )3(الة الح
  
  

  :نلاحظ
إذا تم تعريف ،x=1 مثلاً يمكن جعل هذه الدالة متصلة عند) 1(أنه بالنسبة للحالة رقم   

1 بالآتي 1الدالة عند 
1
1)1( ==f،  1وبهذا تصبح نهاية الدالة عند→x تساوي قيمة الدالة 

)x  . )1()1=1عند
1

ffLim
x

=
→

  
د وذلك لعدم وجو، قطاعلا يمكن جعل الدالة متصلة عند نقطة الان) 3(في الحالة رقم   

  . نهاية للدالة عند نقطة الانقطاع
ax عند ستمرةيمكن أن تصبح الدالة م) 2(أما في حالة رقم    ، إذا أمكن تعريف قيمة =
)()( بحيث تصبح af)(للدالة afxfLim

ax
=

→
.  

  

    :مثال

3 : الدالةستمرارناقش ا
3

352 2

≠
−

−−
= x,

x
xxf(x)مع رسم الدالة.  

  :  الحل
312

3
312

≠+=
−

−+
= x,x

x
) ) (xx( f(x)Q  

 aقطاع عند   ان

1=a  

1
1)(

2

−
−

=
x
xxf  

x  

y  
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  :يةالاستمرارنطبق شروط الآن 
    وةعرفغير م f)3( أي أن  x=3الدالة غير معرفة عند 

7)12(
3

352
3

2

3
=+=

−
−−

→→
xLim

x
xxLim

xx
  

)3(7وبالتالي لو وضعنا  =fتصبح الدالة مستمرة ومعرفة كما في الشكل التالي :  
  
    

  

  
  

  
    :مثال

 الدالة استمراريةناقش 




≥
<−

=
0,2
0,2

)(
x
x

xf  مع رسم الدالة.  

  :  الحل

)()(
2)0(

00
xfLimxfLim

f

xx −+ →→
≠

=  

)( أي أن
0

xfLim
x →

 لعدم توفر الشرطين الأول ،ستمرة غير مإذا الدالة، غير موجودة  
  .والثالث

  





=
≠−−

=∴
3,7
3,352

)(
2

x
xxxxf
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    :مثال

11    ناقش اتصال الدالة  
1,2

1,2
1,2

)( ≤≤−








>

≤

<−

= x
xx
x

xx
xfمع رسم الدالة .  

  :  الحل
)(22 حيث أن

11
==

−− →→ xx
LimxfLim22 و)(

11
==

++ →→
xLimxfLim

xx
 بذلك فإن النهاية معرفة 

  2وتساوي 
)1()(2 يمة الدالة عندوكذلك ق

1
==

→
xfLimf

x
 عند النقطة  متصلةالدالة  هذا يعنى أن 

1=x  
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f Continuous Function on Bounded interval  
a. يقال للدالة fفترة مفتوحة فيستمرة أنها دالة م ، ),( baعند كل ستمرةإذا كانت الدالة م 

),( التي تنتمي إلىxقيم  ba.  
b.  يقال للدالةfفي فترة مغلقة سمرة أنها دالة م [ ]ba ),( إذا كانت متصلة في , ba  

   :وكانت  
  

    )()( bfxfLim
bx

=
−→

                            )()( afxfLim
ax

=
+→

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

    :مثال
,4    :الآتية الدالة استمرارية     ناقش 

4
9)(

2

≠
−

−
= x

x
xxf .  

  :  الحل
333909 22 ≥≥−→≥→≥→≥− xxxx  

),3[]3,(                         البسط              ∞∪−−∞∈x  
04),4()4,(                  المقام       ∞∪−−∞∈→≠− xx  

                                ),4()4,3[)3,( ∞∪∪−−∞∈∴x  
  

  .فقط في هذا النطاق المبين ستمرة        وبهذا تكون الدالة م

a b 

   ] a , b[ دالة مستمرة في 

a b 

   ) a , b( دالة مستمرة في 

x  

y  y  

x  
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 :ملاحظة

 أيضا عند كل نقطة بحيث مستمرةية  وكل دالة قياسالحدود مستمرةكثيرة دوال كل   .1
  . لا يساوي مقامها صفرا على خط الأعداد الحقيقية

  .  عند كل نقطة تكون عندها الدالة معرفةمستمرة مثلثيه كل دالة  .2
  

    :مثال

 : الدالةاستمرار ناقش 
652

22435

+−

+−+
=

xx

xxxf(x)مع رسم الدالة .  

  :  الحل
  .  دالة قياسيةxf)(  من الواضح أن

0652 عداالحقيقية، الأعداد مستمرة لكل دالة xf)( اإذ =+− xx ، عدا النقاط التي تحقق   
0)2)(3( =−− xx  2,3    وهذا يعني == xx  

}مستمرة على xf)( اإذ }3,2−R.  
  

  
  

Theorem 

gfإذا كانت الدالتان    : مستمرتين فإن ,
gfدول الجمع  )(,)(والطرح , + fggf )*(والضرب  , −− gf , والقسمة

















f
g

g
f )(,)( عدا  قيم , xgxf ا ، دوال مستمرةالتي تجعل المقام صفر .  

o b e i k a n d l . c o m



    
               

 216  

    :مثال
)(1sin اثبت أن الدالة    += xxxf موضحاً  على مجموعة الأعداد الحقيقية مستمرة دالة

  .الإجابة بالرسم
  :  الحل
xxgنعلم أن    xxh وكذلك الدالة،  عند أي عدد حقيقيمستمرةدالة  )(= sin)(  دالة =

)(1  وكذلك الدالة،  كل الأعداد الحقيقية على نطاقها وهو مجموعةمستمرة =xLدالة ثابتة  ،
)()()()(ي  عند أي عدد حقيقمستمرةوهي دالة  xLxhxgxf  هي xf)(أي أن =×+

  علىمستمرة دالة xf)(إذا  مستمرةمضافًا إلى ذلك دالة ، حاصل ضرب دالتين متصلتين
  . مجموعة الأعداد الحقيقية

  

  
  

    :مثال
)(24إذا كانت      xxf ] واثبت أنها متصلة على الفترة f ارسم مخطط الدالة =− ]2,2−  
  :  الحل

   أي عدد بحيث c نفرض أن        
)(44)( 22 cfcxLimxfLim

cxcx
=−=−=

→→
 22 ≤≤− c  

)2(04)( 2

22
−==−=

++
−→−→

fxLimxfLim
xx

    

)(04)2(و    2

22
fxLimxfLim

xx
==−=

−−
→→

  

] على الفترة ستمرة مfإذا الدالة           ]2,2−.  
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    :مثال
      اوجد الفترات التي تكون  الدالة 

65
24)( 2

235

+−
+++

=
xx

xxxxf عندها مستمرة .  
  :  الحل

32
0)3)(2(0652

==∴
=−−→=+−

xorx
xxxx  

3,2 عند كل النقط ما عدا مستمرة fإذا  == xx  
),2()3,2()3,(عند  مستمرة f إذا +∞∪∪−∞  

                                     
  

    :مثال

          إذا كانت  










=

<<−
+−

−

−=

=

3

33
74

9
3

)(
2

2

xifb

xif
x
x

xifa

xf  

ba   اوجد  ] على مستمرة f بحيث تكون الدالة , ]3,3−.  
  :  الحل
]على مستمرة  دالة fبما أن            نوجد النهاية من اليسار واليمين −3,3[

  
bfxfLim

afxfLim

x

x

==

=−=

+

+

→

−→

)3()(

)3()(

3

3  

• • ),3()3,2()2,( +∞∪∪−∞ 
IR 
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8
844794

)9(
)74)(9(

716
)74)(9(

74
74

74
9)(

8
844794

)9(
)74)(9(

716
)74)(9(

74
74

74
9)(

2

22

3
2

22

3

2

2

2

2

33

2

22

3
2

22

3

2

2

2

2

33

=∴
=+=++=

−
++−

=
+−

++−
=

++

++
×

+−

−
=

=∴
=+=++=

−
++−

=
+−

++−
=

++

++
×

+−

−
=

−−

−−

++

++

→→

→→

−→−→

−→−→

b

x
xxLim

x
xxLim

x
x

x
xLimxfLimand

a

x
xxLim

x
xxLim

x
x

x
xLimxfLim

xx

xx

xx

xx

  

  
       :مثال
ادرس استمرارية الدالة   

x
xf

sin1
1)(

+
=  

  :  الحل
  :         لدينا









∈





 −±−≠∈= NnnxRxDf ;)1(

2
1: π  

fyxyx
Dy

yx
LimxfLim ∈

+
=

+
=

→→
;

sin1
1

sin1
1)(  

 :إذا الدالة مستمرة في الفترات المفتوحة
Nnnn

Nnnn

∈













 −






 +−

∈













 +−






 +−

;2
2
3;2

2
1

;2
2
1;2

3
2

ππ

ππ  

  
    :مثال

إذا كانت      




=
≠+

=
00
02

)(
x
xx

xf أم لامستمرة بين إذا كانت الدالة .  

  :  الحل
)0(0واضح أن     =f            2بينما)(lim

0
=

→
xf

x
  

)0(lim)( :بذلك تكون  
0

xff
x→

  .مستمرة بذلك فإن الدالة غير ≠
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    :مثال
  .لنوني فإننا نحصل على هي الجدر اxf)(إذا كانت    

  :  الحل
n xgxgf )())(( =  

n فإن مستمرة دالة xg)(وعليه إذا كانت  
ax

n
ax

xgxg )(lim)(lim
→→

=   
  .موجودولكن بشرط إن الجدر النوني  مستمرةبذلك فإن الدالة 
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     :جد نهاية الدوال التاليةأو

إذا كانت -1  
52

2
4 (x) 







 +
=

x
xxf ، عندماأوجد نهاية الدالةx←1.  

  :  الحل
          :نحصل على x=1نعوض عن بالتعويض المباشر         

52

1 2
x4








 +
→ x

xLim
x 16

3125
2
5

)1(2
1)1(4  

552

=





==







 +
=  

  
  

f(x) 3) 252(إذا كانت   -2 ++= xx ، عندماأوجد نهاية الدالةx←0 موضحاً شكل 
  .الدالة

  :  الحل
        :        نحصل على x=0بالتعويض المباشر نعوض عن   

22)0(5)0(2)252 ( 32

0
=++=++

→
xxLim

x
  

  
  
إذا كانت   -3

1
23)(

2

+
+

=
x

xxxf ، عندماأوجد نهاية الدالةx←1.  
  :  الحل

         :        نحصل على x=1مباشر نعوض عن بالتعويض ال       

   ? o b e i k a n d l . c o m
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=
+
+

→ 1
2x3 

2

1 x
xLim

x 2
5

1)1(
)1(2)13

=
+
+2(  

  
  

إذا كانت -4  
x
xx f

48
24)( 

−
−

  .x←2عندماأوجد نهاية الدالة ، =
  :  الحل
:بالتعويض المباشر نحصل على  

0
0

48
24 

2
=

−
−

→ x
xLim 

x
 نحصل على حالة عدم 

  .التعيين
  الطرق التحليليةمباستخدا  :نحصل على  

=
−
−

→ x
xLim

x 48
24 

2 2
1

4
2

24
22 

22
==

−
−

→→ xx
Lim

x)(
x)(Lim  

 

 

 
 

إذا كانت  -5
1
1)(

3

1 −
−

=
→ x

xxf
x

  .x←1عندماأوجد نهاية الدالة ، 
  :  الحل
   نحصل على حالة عدم التعيين x=1 بالتعويض المباشر نعوض عن      

عدم التعيين           
0
0

1
13

1
=

−
−

→ x
xLim

x
 

:نحصل على                               الطرق التحليليةمباستخدا  
3)1(

1x
)1)(1(

1
1 2

1

2

1

3

1
=++=

−
++−

=
−
−

→→→
xxLimxxxLim

x
xLim

xxx
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إذا كانت -6  

1
12)(

2

+
++

=
u

uuxf،1 أوجد نهاية الدالة عندما−→x.  
  :  الحل
   نحصل على حالة عدم التعيين x=−1بالتعويض المباشر نعوض عن   

0
0

1
122

1
=

+
++

−→ u
uuLim

u
 عدم التعيين       

:نحصل على                               الطرق التحليليةمباستخدا  

=
+

+
=

+
++

−→−→ 1
1

1
12 2

1

2

1 u
)(uLim

u
uuLim

uu
   )  ( uLim

u
0111

1
=+−=+

−→
 

  
  

 كانت إذا -7  
31
 -1)(

y
yyf

−
  .y→1عندماأوجد نهاية الدالة ، =

  :  الحل
   نحصل على حالة عدم التعيين y=1بالتعويض المباشر نعوض عن   

0
0

1
 -1
31

=
−→ y

yLim
y

        عدم التعيين         

:نحصل على                               الطرق التحليليةمستخدابا  
( )

[ ] 31111)y(

1
1)y(1)-y (

1
1 -

1
 -1

323
1

3

3233

13131

=++=++=

−
++

=
−

=
−

→

→→→

yLim

y
yLim

y
yLim

y
yLim

y

yyy  
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أوجد نهاية الدالة -8
2

256)(
8

−
−

=
x

xxf2  أوجد نهاية الدالة عندما→x.  
  :  الحل

  :   من خواص الدوال الآسية نحصل على
1024128828

2
2

2
256 7

88

2

8

2
=×=×=

−
−

−
−

→→ x
xLim

x
xLim

xx
  

  

  
  

  

أوجد نهاية الدالة -9
16
1282)( 2

3

−
−

=
x
xxf4  عندما→x.  

  :  الحل
  :   من خواص الدوال الآسية نحصل على

124
2
32

4
42

16
)2(2

16
1282

22

33

4

2

33

42

3

4

=××=
−
−

=

−
−

=
−
−

→

→→

x
xLim

x
xLim

x
xLim

x

xx

  

  

أوجد نهاية الدالة -10
381
28)(

4

3

−+
−+

=
x
xxf4  أوجد نهاية الدالة عندما→x.  

  :  الحل
  :   من خواص الدوال الآسية نحصل على
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3
1

4
1

3
1

3
1

44

3

4
81)81(

8)8(
381
28

−+

−+
=

−+
−+

→→

x

xLim
x
xLim

xx

( ) 27274
4
1814

64
181

4
1
1

8
1
3
1

81)81(

81)81(
8)8(
8)8(

4 3
3

4
111

3
1

4
1

4
1

3
1

3
1

4

=××=×=
















××


















×=

−+

−+
×

−+
−+

=

−−

→

x

x
x

xLim
x

 

أوجد نهاية الدالة -11
3
9)(

4 −
−

=
x
xxf81  أوجد نهاية الدالة عندما→x.  

  :  الحل
  :   من خواص الدوال الآسية نحصل على

632

81

4
1
2
1

81

81
3
9 4

1
2
1

4
1

4
1

2
1

2
1

444

=×=

=
−

−
=

−
− −

→→
x

xLim
x
xLim

xx  

  

إذا كانت  -12
23

254(x) 2

23

+−
−+−

=
xx

xxx f ،2أوجد نهاية الدالة عندما→x.  
  :  الحل
    نحصل على حالة عدم التعيين x=2بالتعويض المباشر نعوض عن  

0
0

23
254 2

23

2
=

+−
−+−

→ xx
xxx  Lim

x
 عدم التعيين           

:نحصل على                               الطرق التحليليةمباستخدا 

=
+−

−+−
→ 23

254  2

23

2 xx
xxx Lim

x ))(x(x
)x)(x(x Lim

x 12
122 2

2 −−
+−−

→
 

=
−

=
→ 1

1 
2

2 x-
)(xLim

x
1121

2
==

→
-) (x-Lim 

x
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إذا كانت  -13
xx

xxf
3

3)( 2 −
−

  .x→3أوجد نهاية الدالة عندما، =
  :  الحل

    نحصل على حالة عدم التعيين x=3بالتعويض المباشر نعوض عن

0
0

3
3

23
=

−
−

→ xx
x Lim

x
 عدم التعيين        

:نحصل على                               الطرق التحليليةم باستخدا 

=
−

=
→ )x(x-

x Lim
x 3

3 
3 )3)(3(

3
3 +−

−
→  x xx

)x(
  Lim

x
 

36
1

)33(3
1

)3(
1

3
=

+
=

+
=

→     xx
  Lim

x
 

 

  
 

)3(2أوجد نهاية الدالة -14
1)(
−

=
x

xf3  أوجد نهاية الدالة عندما→x.  

   : الحل
  : نحصل علىx=3بالتعويض المباشر نعوض عن  

+∞==
−→ 0

1
)3x(

1lim 23x
  

  .وليس رقما على خط الأعداد،  تشير إلى السلوك+∞
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24إذا كانت  -15

24

0 3
42)( 
xx

xxxf
x +

+
=

→
  .x←0 أوجد نهاية الدالة عندما

  :  الحل
   نحصل على حالة عدم التعيين x=0عويض المباشر نعوض عن      بالت

0
0

3
42 24

24

0
=

+
+

→ xx
xxLim

x
  

:نحصل على                                 الطرق التحليليةمباستخدا 

3
4

3
42

)3(
)42(

3
42

2

2

022

22

024

24

0
=

+
+

=
+
+

=
+
+

→→→ x
xLim

xx
xxLim

xx
xxLim

xxx
 

  

إذا كانت   -16
x

xxf 33)( −+
  .x→0أوجد نهاية الدالة عندما، =

  :  الحل
بالضرب في مرافق البسط   

x
x

x

33lim
0

−+
→

   نحصل على 

33
3333lim)(lim

00 ++
++

×
−+

=
→→ x

x
x

xxf
xx

  

32
1

33
1lim

)33(
33lim

00
=

++
=

++
−+

=
→→ xxx

x
xx

  
  

  
    

إذا كانت  -17





 +=

h
h f 11 (h) ، 0عندماأوجد نهاية الدالة→h.  

  :  الحل
    نحصل على حالة عدم التعيين h=0بالتعويض المباشر نعوض عن  
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∞×=∞+×=





 +

→
0)(1011 

0 h
h Lim

h
 عدم التعيين           

:نحصل على                                      الطرق التحليليةمباستخدا  
=






 +

→ h
h Lim

h

11 
0

=





 +

→ h
h h Lim

h

1 
0

1)1 (  
0

=+
→

hLim
h

 

  
إذا كانت  -18






 +=

x
xxf   x→0عندماأوجد نهاية الدالة ، )(14

  :  الحل
   منها نحصل علىx=0نعوض عن   

∞=+∞=





 +

→
014

0 x
xLim

x 

    
احسب نهاية الدالة  -19

x
xxf 3tan)(   .x→0 عندما =

  :  الحل
  :دوال المثلثية لان التعويض المباشر يعطي كمية غير معرفة كالتالي     نستخدم خواص ال
     نعلم بأن الدالة   

x
xx

3cos
3sin3tan   : أي أن=

113
3cos

1lim
3

3sinlim3

3cos
13sinlim3cos

3sin

lim3tanlim

00

000

=×=×=

×===

→→

→→→

xx
x

xx
x

x
x
x

x
x

xx

xxx  
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 احسب نهاية الدالة -20
1

)1sin()(
−
−

=
x

xxf 1 عندما→x.  

  :  الحل
بالضرب في مرافق المقام   

1
1

+
+

x
x على نحصل:  

0)1(lim
)1(

)1sin(lim

1
)1(
)1sin(lim

1
1

1
)1sin(lim

1
)1sin(lim

11

111

=−×
−

−
−=

−×
−−
−

=
+
+

×
−
−

=
−
−

→→

→→→

x
x

x

x
x
x

x
x

x
x

x
x

xx

xxx  

  
 احسب نهاية الدالة -21

x
xxxf 3sin2sin)( −

  .x→0 عندما =
  :  الحل

  :     نستخدم خواص الدوال المثلثية لان التعويض المباشر يعطي كمية غير معرفة كالتالي

132
3

3sin3lim
2

2sin2lim

3sinlim2sinlim3sin2sinlim

00

000

−=−=−=

−=
−

→→

→→→

x
x

x
x

x
x

x
x

x
xx

xx

xxx  

  
  

ب نهاية الدالة  احس-22
x
xxf

3sin
2tan)(   .x→0 عندما =

  :  الحل
  :    نستخدم خواص الدوال المثلثية لان التعويض المباشر يعطي كمية غير معرفة كالتالي
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    نعلم بأن الدالة   
x
xx

2cos
2sin2tan   : أي أن=

3
2

3
12

3sin3
3lim

2cos
1lim

2
2sin2lim

3sin
1

2cos
2sinlim

3sin
2tanlim

000

00

=×=××

×=

→→→

→→

x
x

xx
x

xx
x

x
x

xxx

xx  

  
الة  احسب نهاية الد-23

xx
xxxf

5sin7
3tan5)(

−
+

  .x→0 عندما =
  :  الحل

  :     نستخدم خواص الدوال المثلثية لان التعويض المباشر يعطي كمية غير معرفة كالتالي

4
57
35

5
5sin57

3
3tan35

lim
5sin7
3tan5lim

00
=

−
+

=
−

+
=

−
+

→→

x
x

x
x

xx
xx

xx
  

  
 احسب نهاية الدالة -24

3

2sin2tan)(
x

xxxf −
  .x→0 عندما =

  :  الحل
  :      نستخدم خواص الدوال المثلثية لان التعويض المباشر يعطي كمية غير معرفة كالتالي

4122
2cos

1sin2
2

2sin2lim              

2cos
12cos12sinlim

1
2cos

1
2sinlim              

2sin
2cos
2sin

lim2sin2tanlim

2

2

0

2020

3030

=××=××=

×
−

×=
−

×=

−
=

−

→

→→

→→

xx
x

x
x

xx
x

x
x

x
x

x
x

x

x
x
x

x
xx

x

xx

xx
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إذا كانت  -25  
86
53)(

x-
x xf +

  .x→∞ أوجد نهاية الدالة عندما، =
  :  الحل

xx x
xx xLim

x-
x Lim

xx 86
53

86
53

−
+

=
+

+∞→+∞→
x نحصل على     ى عل       بالقسمة

 
2
1

6
3 

86
53

==
+

+∞→+∞→
  Lim

x-
x Lim

xx
∞=x  :   يكون لدينا          نعوض عن   

  

إذا كانت  -26
52

4)( 3

2

-x
xx xf −

  .x→∞أوجد نهاية الدالة عندما، =
  :  الحل

  : نحصل على∞=x عن ض  والتعوي3x ىبالقسمة عل   

=
−

+∞→ 52
4

3

2

-x
xx Lim

x
0

2
0

52
4

33

332

==
−
−

+∞→ xxx
xxxxLim xx

 

  

3إذا كانت  -27 
86
53(x) 

x-
x  f +

  .x→∞عندماأوجد نهاية الدالة ، =

  :  الحل
  : نحصل على∞=x عن ض  والتعويx ى       بالقسمة عل
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333

2
1

86
53

86
53 =

−
+

=
+

+∞→+∞→ xxx
xxxLim

x-
x  Lim

xx
 

 

 
  

أوجد نهاية الدالة -28
57

243)( 3

3

+
+−

=
x

xxxfعندما   ∞→x.  
  :  الحل
  : نحصل على∞=x عن ض  والتعويx3 ىبالقسمة عل  

7
3

57

243
lim

57
243lim

3

32

3

3

=
+

+−
=

+
+−

∞→∞→

x

xx
x

xx
xx

  

  
 احسب نهاية الدالة -29

x
xxf 1sin)(   .x→∞ عندما =

  :  الحل
  :      نستخدم خواص الدوال المثلثية لان التعويض المباشر يعطي كمية غير معرفة كالتالي

x

xLim
x

xLim
xx 1

1sin1sin
+∞→+∞→

=
  

    نفرض متغير أخر 
x

t 1
→∞⇔→0 منها نجد أن = tx يكون لدينا بذلك: 

1sin
0

=
→ t

tLim
t
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إذا كانت  -30
211(x) 

−







 +=

x

x
  f ،أوجد نهاية الدالة عندما∞→x.  

  :  الحل
  :     من خواص الدوال الآسية نحصل على

ee
xxx

  
x

x

x

x

=×=







 +×






 +=






 +

−

∞→

−

∞→

1

1111lim11lim 
22

  

  

xإذا كانت  -31

x
  f 








+
+=

4
11(x)  ،أوجد نهاية الدالة عندما∞→x.  

  :  الحل
  :     من خواص الدوال الآسية نحصل على

e
xx

xx
  

x

x

x

x

x

x

=









+
+×








+
+=









+
+=








+
+

−+

∞→

−+

∞→∞→

44

44

4
11

4
11lim

4
11lim

4
11lim 

  

  
 (x)451إذا كانت  -32

+







 +=

x

x
  f ،أوجد نهاية الدالة عندما∞→x.  

  :  الحل
tx     من خواص الدوال الآسية  وبفرض   : نحصل على=5
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55

45

454

1

1111lim

51lim51lim 

ee

tt

x
 

x
  

t

x

t

x

x

x

=×=







 +×


















 +=







 +=






 +

∞→

+

∞→

+

∞→

  

 
  

   أوجد نهاية الدالة  -33
1

csc
20 +→ x

xxLim
x

  .  
  :  الحل

    :     من خواص الدوال المثلثية يكون لدينا

1
10

1
1

sin

1
sin

1

1
csc

20

2020

=
+

=
+

=

+









=
+

→

→→

x
x

x

Lim

x
x

x
Lim

x
xxLim

x

xx  

  

) : أوجد نهاية الدالة المعرفة بالعلاقة-34 )
x

xxLim
x

−−+
→

11sin
0

.  
  :  الحل

  : تعويض المباشر نحصل علىالب   
                               ( )

0
011sin

0
=

−−+
→ x

xxLim
x
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بضرب النهاية في المقدار   
xx
xx

−−+
−−+

11
  : يكون لدينا11

( )

( )

x
xxLim

xx
xx

x
xxLim

x
xxLim

x

x

x

−−+
×=

−−+
−−+

×
−−+

=
−−+

→

→

→

111

11
1111sin

11sin

0

0

0

  

وليجاد نهاية المقدار
x

xx −++   :   نضرب في المرافق على الشكل التالي11

( )
1

2
2

11
2

11
2

11
1111

0

00

==
−++

=

−++
=

−++
−++

×
−−+

→

→→

xx
Lim

xxx
xLim

xx
xx

x
xxLim

x

xx  

  
  

  :x→0 عندمالدوال التالية أوجد نهاية ا-35
           

xxfxxf
xxfx  f

coth)(tanh)(
cosh)(sinh(x)

==
==   

  :  الحل
0

2
11

2
sinh

00
=

−
=

−
=

−

→→

xx

xx

eeLimxLim 

1
2

11
2

cosh
00

=
+

=
+

=
−

→→

xx

xx

eeLimxLim 
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0
2
0

cosh
sinhtanh

00
===

→→ x
xLimxLim

xx
  

∞===
→→ 0

1
sinh
coshcoth

00 x
xLimxLim

xx
  

  

  :نهاية الدالة أوجد -36

x
xLim

x

cosh2
∞→

−                          
x

xLim
x

sinh1
∞→

−  
  : الحل

   :     نستخدم خواص الدوال الزائدية

∞=−∞=−∞=

−=
−

=

−

∞→

−

∞→∞→

−

∞→

0
2

222
sinh

x

x

x

x

x

x

x

xx

x

xe
eLim

x
eLim

x
eLim

x
ee

x
xLim

  

  : وكذلك  بنفس الطريقة نحصل على

∞=+∞=+∞=

+=
+

=

−

∞→

−

∞→∞→

−

∞→

0
2

222
cosh

x

x

x

x

x

x

x

xx

x

xe
eLim

x
eLim

x
eLim

x
ee

x
xLim

  

  
التالية  الةأدرس استمرارية الد -37 

43
33)( 2 −−

+
=

xx
xxf   

  :  الحل

)4)(1(
33)(
−−

+
=

xx
xxf  

1,4ة عند الدالة غير مستمر   == xx  فتكون مستمرة عند جميعR ماعدا هاتين 
  .النقطتين
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  : حيث أنx=2ادرس استمرارية الدالة عند  -38







=

≠
−
−

=
2,3

2,
2
4

)(
2

x

x
x

x
xf  

  :  الحل
4)2(lim

2
4lim

0

2

0
=+=

−
−

→→
x

x
x

xx
  

  2الدالة غير مستمرة عند النقطة 
  

فيها الدالة مستمرةأوجد الفترات التي تكون  -39
4

25.9)(
22

−
−−

=
x

xxxf.  
  :  الحل

  .xنوجد قيمة 
092 ≥−x      33 منها ≥≥− x  
025 2 ≥− x    55  منها −≥≥ x  

04:بذلك نجد إن   ≠−x 4{ وهذا يؤدي إلى{−R  
يتم إيجاده هو جميع الفترات التي تكون فيها الدالة مستمرة والآن يتم إيجاد تقاطع هذه   

]3,5[]4,3()5,4[   الفترة لتكون النتيجة UU−−  
  .هذه هي الفترات التي تكون عندما الدالة مستمرة
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)(3  الدالة ناقش استمراري -40 −= xxf 3 عند=x.  
  :  الحل

                 : نعلم بأن         





<+−
≥−

=





<−+−
≥−−

=−=

3,3
3,3

03,3
03,3

3)(

xx
xx
xx
xx

xxf

  

)3(1.033     :وبالتالي يكون =−=f  
                      2.033)3(lim)(lim

33
=−=−=

++
→→

xxf
xx

  

                      3.033)3(lim)(lim
33

=+−=−=
−−

→→

xxf
xx

  

lim)(lim)(0)3(: اإذ  
33

fxfxf
xx

===
−+

→→

  .IRوعند كل نقاط x=3 الدالة مستمرة عند 
  

ناقش استمرارية الدالة  -41






=

≠
=

0,1

0,)(
x

x
x
x

xf .  

  :  الحل
  : ندرس  خواص الدالة














=

>

<−

=















=

>

<
−

=






=

≠=

0,1

0,1

0,1

01

0,

0,

0,1

0,)(

x

x

x

x

x
x
x

x
x
x

x

x
x
x

xf  

  :وبالتالي يكون
1.1)0( =f  

2.1)(lim
0

=
+

→

xf
x

  
3.1)(lim

0
−=

−
→

xf
x

  

   .x=0 عند ةالدالة غير مستمر
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   : دالة معرفة على الأعداد الحقيقية على الشكل التاليxf)( إذا كانت -42

  








<
≤≤+

<+

=
1,
21,

1,
)( 3

2

xx
xbbx

xax
xf  أوجد قيمةb,a  لتكن )(xfدالة مستمرة .  

  :  الحل
 أي نحسب النهايات من اليمين ومن x=2 وعند x=1 عند      نناقش استمرارية الدالة
  :اليسار عند هاتين القيمتين

  : على النحو التاليx=1 عندما -1 
bbbxxf

xx
2)(lim)(lim 3

11
=+=

++
→→

1lim)(lim           و             
11

==
−−

→→

xxf
xx

  

 يجب أن تكون النهايتان السابقتان متساويتين أي أن x=1 مستمرة عند xf)(لكي تكون 
12 =bمنها تكون قيمة 

2
1

=b .  
  : على النحو التاليx=2 عندما -2

axf:      واضح أن
x

+=
+

→

4)(lim
2

bxf           و             
x

9)(lim
2

=
−

→

  

 يجب أن تكون النهايتان السابقتان متساويتين أي أن x=2 مستمرة عند xf)(لكي تكون 

2
1

=a .  
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-  We say that the number L is the limit of )(xf  as x  approaches to a and write    
Lxf

ax
=

→
)(lim  If for all 0>ε  there exists  0>δ  such that: 

 δε <−⇒<− axLxf )(  
- Some common limits : 

     1sinlim 
0x

=
→ x

x                   ,                       1

ax
lim −

→
=

−
− n

nn

na
ax
ax                

       
mn

mm

nn

a
m
n

ax
ax  −

→
=

−
−

ax
lim     ,                    e

x
  

x

=





 +

∞→

11lim 
x

    
-  If  )(xf  is defined near a  for ax >  , and that as x   gets close to a when ever 

)(xf  gets close to  L  ,  is the right hand  limit of  )(xf  as x  approaches a and 
we     write : Lxf

ax
=

+
→

)(lim  

- If  )(xf  is defined near a  for ax <  , and that as x   gets close to a when 
ever )(xf   gets close to L , then we say that L is the left hand limit of )(xf  as 
x approaches a and we write:     

 Lxf
ax

=
−

→

)(lim  

- Theorem: 
Lxf

ax
=

→
)(lim exists if and only if the following conditions hold:      

LxfI
ax

=−
+

→

)(lim     exists 
         LxfII

ax
=−

−
→

)(lim     exists         
                       LxfxfIII

axax
==−

−+
→→

)(lim)(lim     exists 
- The function )(xf is continuous at the point ax=  if the following conditions 

hold:       
exists  )(afI −  

exists  )(lim xfII
ax→

−  
)()(lim afxfIII

ax
=−

→
 

Summary o b e i k a n d l . c o m



    
               

 240  

)()(lim bfxf
bx

=
−

→
     ,           )()(lim afxf

ax
=

−
→

 

 
-  The function )(xf is continuous on an open interval ( )ba , if the function )(xf is 

continuous at any point of  ( )ba , . 
- The function )(xf is continuous on a closed interval [ ]ba , if the function )(xf is 

continuous  on ( )ba , and the function is defined at ba ,  such that :      
- Theorem: 
 If  )(xf  is and )(xg  are two continuous functions at ax = ,then: 
 1. )())(( xCfxCf = is continuous function at ax = . 
 2. )()())(( xgxfxgf ±=± is continuous function at ax = .       
 3. )()())(( xgxfxgf ×=× is continuous function at ax = .       
 4. 0)(,

)(
)())(( ≠= xg

xg
xfx

g
f

is continuous function at ax = .       
 

**********************  
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                                                    É  وجدتأنلية الدوال التانهاية  أوجد  :1س
1:

)4(
1lim 34 −

−
−→ x

a
x

   ،  34 )4(
1lim
−

−
+→ x

b
x

 ،  34 )4(
1lim
−

−
→ x

c
x

                    

2:
2

1lim
2 −+→ xx

  3:
)4(

1lim 34 −+→ xx
                      

4:
)4(

1lim 34 −−→ xx
  5:)43(lim

3
xx

x
+

→
  

         
   É :رسم بينها مع  قيم كل من النهايات التاليةأوجد :2س

( ) ( ) 1:
3
27lim

3
27lim

2

3

2

3 −
−

−
−
−

−
−→→ x

xb
x

xa
xx

                        
( ) 2:624lim 23

4
−+−

→
xxx

x
                                                                

3:
)4(

1lim 34 −→ xx
      ( ) 4:lim

33

0 x
axa

x

−+
→

                

( )
5:

4
2
1/1

lim
4 −

−

→ x

x

x
  

                                                         
   É :أوجد قيم النهايات التالية مستخدماً نظريات النهايات :3س

( ) 1:13lim
3

2 x
xx

x

+−
−→

               ( ) 2:43lim 9

9
xxx

x
+−

→
                    

3:
4

65lim 2

2

1 −
+−

→ x
xx

x
    4:

3
9lim

481 −
−

→ x
x

x
                             

5:
1)43(
1)32(lim 5

3

1 −+
−+ −

−→ x
x

x
  6:

5sin7
3tan5lim

0 xx
xx

x −
+

→
                   

( ) 7:11lim
2

0 x
x

x

−+
→

  8:23lim 2

2

1 xx
xx

x −
+−

→
                          

9:
1

56lim 2

2

1 −
+−

→ x
xx

x
             10:

381
28lim

4

3

0 −+
−+

→ x
x

x
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11:
9

3lim
9 −

−
→ x

x
x

  12:
16
1282lim 2

3

4 −
−

→ x
x

x
               

13:
1)43(
1)32(lim 5

3

1 −+
−+ −

−→ x
x

x
  14:lim

0 x
aax

x

−+
→

                                      
  

   x :É→∞أوجد قيم النهايات التالية مستخدماً القواعد السابقة في حالة  :4س
1:1sinlim

x
x

x ∞→
  2:11lim

2−

∞→






 +

x

x x
                                       

3:
13

2lim 3

2

++
+

∞→ xx
x

x
  4:2sin2tanlim 3x

xx
x

−
±∞→

       

5:51lim
4+

∞→






 +

x

x x
                       6:

12
12lim

+
−

±∞→ x

x

x
  

7:
4

11lim
x

x x








+
+

∞→
           ( ) 8:57lim 22 xxxx

x
+−+

±∞→
        

9:
254

23lim 2

2

−−
+

∞→ xx
xx

x
  10:

372
522lim 23

23

+++
+−+

∞→ xxx
xxx

x
         

11:
)23(

32lim
5 














+

+
∞→ x

x
x

                     12:
733
945lim 2

2

+−
−+

∞→ xx
xx

x
  

( ) 13:10lim 22 +−+
∞→

xxx
x

     14:11(lim −+−++
∞→

xxxxx
x

     
15:1lim

2 xx
x

x +

+
±∞→

  

  
  É: أوجد قيم النهايات الآتية :5س

  1:
3,1

3,52
)(





<
>−

=
x

xx
xf        3عندما→x  

  2:
1,32
1,

)(
2





−<+
−≥

=
xx
xx

xf 1 عندما−→x  

  
  É :ناقش استمرارية الدوال التالية عند النقطة المبينة: 6س

1:
1,1

1,
1
1

)(







=

≠
−

−
=

x

x
x
x

xf 1عند=x      
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2:
3,6

3,
3
9

)(

2







=

≠
−
−

=
x

x
x

x
xf 3عند=x   

  

3:
2,6

2,2
)(





<−
≥

=
xx

xx
xf 2عند=x      

  

4:
0,1
0,0

0,1
)(









>
=

<−
=

x
x

x
xf 0عند=x           

  
الدوال عند النقط الموضحة أمام ) استمرار(أوجد قيم النهايات الآتية ثم ادرس اتصال :7س

  É  :كل منها
 1:

12
1(lim

0 xx
x

x −+
−

→
1,0 حيث    == xx  

 2:
34

952lim 2

32

3 +−
−− −

→ xx
xx

x
4,3 حيث    == xx                                                                 

 3:
63

3lim
2 xx

x
x −−

−
→

2,4 حيث    == xx   

4:
1
1lim 2

3

1 −
−

→ x
x

x
3,1  حيث         −== xx  

*******************  
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