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The Derivatives 
  
  

)(ليكن لدينا منحني الدالة        xf ، ونأخذ النقطتين( ))(, xfxو  ])(,[ hxfhxQ ++ 
),0( وx),0( البعد بين النقطتين hوعندها يكون  hx  كما في الشكل X المحور  على+

    :التالي
                        

  
  

                        

  
  
  
  
  
  
  

   :PQميل الخط المستقيم عندها يكون 

h
)x(f)hx(fm Qp

−+
=

  
مماسا  QPويصبح المستقيم ، Pتقترب من النقطةQ فإن النقطة h→0وعندما   

)  عند النقطةfلمنحنى الدالة  ))(, xfxP  ،ويكون ميله هو النهاية:  
Lxf

h
)x(f)hx(fLimm

hQp ==
−+

=
→

)('
0

  
')(ث رمزنا لقيمة النهاية بالرمز  وحيمحدود عدد حقيقي Lحيث    xf.  
')( تسمى   xf بالمشتقة الأولى للدالةf عند النقطة ( ))(, xfxهندسي  تفسير مشتقة ولل
  :التالي  شكل مخطط كما في الf  فالشكل البياني لدالة نمطية.هام

)لتكن    ) ( ))(,,)(, ufuQxfxP  الدالة نقطتين على منحنىf  ،ميل الخط وQP المار

h 

( ))(, hxfhxQ ++  
( ))(, xfxP 

( x , 0 ) ( x + h , 0 )  x 

y 

• • 
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 : والمستنتج من إحداثيات هاتين النقطتين هوP وQبالنقطتين
( )

)(
)()(

xu
xfuf

−

 ذا كانت إ−

  . xعند  مستمرة f الدالة
 QPوالخط المستقيم، Pعلى المنحنى ناحية Q ، تتحرك x من u فإنه عندما تقترب  

  .Pلمنحنى عند لوتقترب من المماس ، Pيدور حول
ويمكن جعله يقترب منه كما ، من ميل المماسQPنفترض أنه في نفس الوقت يقترب ميل ل 

   :ويمكن أن نقول،  ذلك مجرد عملية نهائية  ، لكنx قربا كافيا من  قريبةuنريد باختيار
 ) QP ميل   ( يساوى P ميل المماس عند     

xu
Lim

→
   :؛ إي أن

)('
00

xf
h

)x(fh)x(fLimPQLim
hh

=
−+

=
→→

  
  بشرط وجود هذه النهاية   P وQ تعبر عن المسافة الأفقية بينhحيث   
  ) xالأكبر من و الأقل من  u يجب أن نأخذ في الاعتبار قيم(  
xfy)(ماس للمنحنىهي ميل الم xعند f  الدالة مشتقةأي أن      عند النقطة=

( ))(, xfx.  
  
           
  
  
  
  
  
  
  
  
  

فهي تعيين معدل تغير الدالة في أي موضع بالنسبة ، معنى فيزيائي  هام أيضا   للمشتقةنإ  
  .x ـية لميل المماس لمنحني الدالة في الموضع المحدد بدلمتغيرها كما أنها تمثل القيمة العد

( ))(, xfxP  

)(xfy =  

• 

•  
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   :مثال
)(2إذا كانت      xxf ')( فاوجد  .= af  لأي  a  التعريف السابقةباستخدام.  
  :                                               الحل

x
h

hxhLim
h

xhxhxLim

h
xhxLim

h
xfhxfLimxf

ahah

ahah

2

)2(2

)()()()('

222

22

=

+
=

−++
=

−+
=

−+
=

→→

→→

  

axLim
ax

22 =
→

 

)(2في هذا المثال أثبتنا أن الدالة   xxf xxfلها المشتقة = 2)(' هذا هو ميل المماس . =
),(عند النقطةyللمنحنى  2xx 2  الدالة منحنى فيxy مثلا يكون ميل المماس عند ، =

')1(2 هو)1,1(النقطة =f.   
')2(4هو )4,2(وميل المماس عند النقطة    =fعندما تزدادوx النقطة  تتحرك

),( 2xx لأعلى على طول النصف الأيمن للمنحنى والميلx2 يزداد للمماس.  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

')0(0 تكونx=0عند نقطة الأصل   =f  ، 1,1(ميل المماس عند النقطةو(− 
')1(2هو −=−fللمنحنىلأيسر للنقط على النصف او  ( )0<x  ميل المماس عند كل يكون

  .اًبنقطة سال

 x 2= المیل 

 -2المیل   )1,1(

),( 2xx  

 2= المیل 

x 

y 

• 

• )1,1(− 
• 

)0,0( 
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   :عامةملاحظات 
)( نقطة عند ال f المشتقة الأولى للدالة .1 ax    :هي النهاية=

h
)a(f)ha(fLimaf

h

−+
=

→ 0
)('  

) عند النقطة f الدالةيوتمثل ميل المستقيم المماس لمنحن   ))(, afa.  
  :التالية موجودة إذا كانت النهاية aالنقطة  عند شتقاق قابلة للا f الة الد إننقول .2

h
)a(f)ha(fLimaf

h

−+=
→ 0

)('  
  : النهايتانوهذا يعني أن     

h
)a(f)ha(fLimaf

h

−+
=

−→

−

0
)('           ،

h
)a(f)ha(fLimaf

h

−+
=

+→

+

0
)('  

  .ومتساويتانمعرفتان 
')( وتسمى    −af  بالمشتقة اليسرى عند العدد )a (  
       )( +′ af  بالمشتقة اليمنى عند العدد)a (   

            

                                                                      
  
  

                             
  
  
  
  

  :تعریف
؛فإن المشتقة  xدالة معرفة على فترة مفتوحة تحتوي العدد         f     إذا كانت   
)النقطة  عندfالأولى للدالة  ))(, xfxP=تعرف بالنهاية :  

h
)x(f)hx(fLimxf

h

−+
=

→ 0
  .  بشرط وجود النهاية ')(

)(')(' afaf == +

a 

x
 

y
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   :مثال

')(أوجد       xgإذا كانت :      






 <+−

≥+−
=

1,232

1,2
)(

xxx

xxx
xg  

                                          :الحل

1-u
 0- 2)3u-(

1-u
 (1) g - )(g)1('

2

11

+
==

−− →→

− uLimuLimg
uu

  

 1-  2)-u(
1-u

  1)-)(u2(
11

==
−

=
−− →→ uu

LimuLim 

1-u
 0- u)(

1-u
 (1) g - )(g)1('

2

11

+−
==

++ →→

+ uLimuLimg
uu

  

 -1 )u  - (
1-u

  1)-(u
11

==
−

=
++ →→ uu

LimuLim 

')1(')1(إذن  +− = gg1 ( وبالتالي فإن ( g′موجودة وتساوي ( )1-  
   :مثال
)(232أوجد المشتقة الأولى باستخدام التعريف للدالة       ttf   .ا مع رسم الدالة ومشتقاته=+

  :                                               الحل

t
tttLim

t
xfttfLimS

tt ∆
−−∆++

=
∆

−∆+
=

→∆→∆

22

00

32)(32)()('  

t
tttttLim

t ∆
−−∆+∆++

=
→∆

222

0

32)(3632  

tttLim
t

tttLim
tt

6)36()(36
0

2

0
=∆+==

∆
∆+∆

=
→∆→∆
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),( على الفترة المفتوحةللاشتقاق قابلة fن الدالةإنقول  .3 ba ، للاشتقاقإذا كانت قابلة 
bcaنقطة في عند كل  <<.  

]على الفترة المغلفة للاشتقاق  قابلة fنقول أن الدالة .4 ]ba للاشتقاق إذا كانت قابلة ، ,
 :ومعرفة عند الطرفين أي أنعلى الفترة المفتوحة 

)()(

)()(

bfLimxfLim

afLimxfLim

bhbh

ahah

−−

++

→→

→→

=

=

  

xfy)( إذا كانت .5    : فإنه يرمز للمشتقة الأولى بالرموز التالية=
[ ]

[ ])(

')('

xf
xd

d
xd
yd

yyDxfD (x)f xx

==

===
  

   :بأنهعلما 
hxu   بوضع   xu فإن h→0فإنه عندما  =+    : وإن→

h
xfhxfLimxf

h

)()()('
0

−+
=

→
  

                   :فتصبح المعادلة  

xu
xfufLimxf

xu −
−

=
→

)()()('  
  

   :مثال
3xf (x) :استخدم تعريف المشتقة لإيجاد مشتقة الدالة     .امع رسم الدالة ومشتقاته =
  :       الحل

32233 33 hxhhxxh)(xh)f (x +++=+=+ 
( )21233223 3333)()(x hxhxhxhxhhxxxfhf ++=−+++=−+

( )

( )
2

222

0

22

0

0

3)('

333

33

)()()('

xxf

xhxhxLim
h

hxhxhLim

h
xfhxfLimxf

h

h

h

=∴

=++=

++
=

−+
=∴

→

→

→
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   :مثال
)(73 :ريف المشتقة لإيجاد مشتقة الدالةاستخدم تع   −= xxfا مع رسم الدالة ومشتقاته.  
                          :                       الحل

( )

( )

( )

732
3

7373
3

73733
3

737)(3
73733

737)(3
)73(7)(3

737)(3
737)(3737)(3

737)(3

)()()(

0

0

0

0

0

0

−
=

−+−
=

−+−+
=

−+−+
+−−+

=

−+−+
−−−+

=

−+−+

−+−+
×

−−−+
=

−−−+
=

−+
=′

→

→

→

→

→

→

xxx

xhxh
hLim

xhxh
xhxLim

xhxh
xhxLim

xhx
xhx

h
xhx

Lim

h
xhx

Lim

h
xfhxfLimxf

h

h

h

h

h

h
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   :مثال
xxfاثبت أن الدالة         .x=0   النقطة التي فاصلتها عند ققابلة للاشتقاغير  )(=

  :                                               الحل

1
00)0()0()0('

000
==

−+
=

−+
=

+++ →→→

+

h
h

h
h

Lim
h

h
Lim

h
fhfLimf

hhh
  

1
00)0()0()0('

0000
−=

−
==

−+
=

−+
=

−−−− →→→→

−

h
hLim

h
h

Lim
h

h
Lim

h
fhfLimf

hhhh
  

     x=0 عند ةغير موجود المشتقة  ∴
 

   :مثال
  :      استخدم تعريف المشتقة لإيجاد مشتقة الدالة

           xxxxf +−= 23 52)(.  
  :                                               الحل

1106)('

)1510266()('

5251052662

)()(5)(2

)()()('

2

22

0

23223223

0

23

0

0

+−=∴

+−−++
=

−+−++−−−+++
=

+++−+
=

−+
=∴

→

→

→

→

xxxf
h

hxhxhxhLimxf

h
xxxhxhxhxhxhhxxLim

h
hxhxhxLim

h
xfhxfLimxf

h

h

h

h
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   :مثال
)(56   :      استخدم تعريف المشتقة لإيجاد مشتقة الدالة 2 ++−= xxxf  

  :                                               الحل

112)('

)1612()('

5656126

5)()(6

)()()('

0

222

0

2

0

0

+−=∴
∆

+∆−−∆
=

∆
−−++∆++∆−∆−−

=

∆
+∆++∆+−

=

∆
−∆+

=∴

→∆

→∆

→∆

→∆

xxf
x

xxxLimxf

x
xxxxxxxxLim

x
xxxxLim

x
xfxxfLimxf

x

x

x

x
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Derivative Rules 

First Derivative for Algebraic Functions  

 1x عند  مستمرةfالدالة   فإن1xدالة قابلة للاشتقاق عند f إذا كانت نلاحظ إنه  
  .والعكس غير صحيح

kxfابتة  دالة ثf الدالة إذا كانت  -1 ')(0 :فإن مقدار ثابت k حيث )(= =xf  
  f (x)=62                            :لامث       

  0=′ (x)f  
nxxfإذا كانت   -2 ')(1:     فإن يح موجب عدد صحn حيث)(= −= nxnxf  

)(18                        :لا مث       xxf =  
1718)(' xxf =  

   :حيث  تكون قابلة للاشتقاق أيضا fk قابلة للاشتقاق فإن الدالة f إذا كانت الدالة  -3

xd
fdkfk

xd
d

=  

   :مثال
)(29 إذا كانت          xxf ')( فإن= xf  

xxxf
xd
xdx

xd
d

18)2(9)('

9)9(
2

2

==

=  

gfإذا كانت  -4 gfالدالة  : قابلتين للاشتقاق فإن  دالتين,   تكون قابلة للاشتقاق أيضا +
)()())(( xg

xd
dxf

xd
dxgf

xd
d

+=+  

  :مثلا
)(2753  إذا كانت     xxxxf xxxxf   :فإن   ،=++ 2715)(' 64 ++=  

gfإذا كانت  -5 gf فإن الدالة للاشتقاقدالتين قابلتين  , ±اتكون قابلة للاشتقاق أيض.  

)()())(( xg
xd

dxf
xd

dxgf
xd

d
−=−  
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  :مثلا
)(25إذا كانت       xxxf −=    

xxxf  :فإن   25)(' 4 −=  
nffffإذا كانت  ,..........,.........,,   : دوال قابلة للاشتقاق321

nffffفإن الدالة    ++++ فرق هذه الدوال تكون التي تمثل مجموع أو  321................
   :منها نجد أنللاشتقاق  قابلة

( ) )(..........)()()(........ 21321 xf
xd

dxf
xd

dxf
xd

dxffff
xd

d
nn +++=++++  

  :مثلا
42  إذا كانت      6311)( tttg ')(3246      : فإن =−+ tttg +−=        
   :)الضرب(الجداء قانون   -6
gf    إذا كانت    :  دالتين قابلتين للاشتقاق فإن,

)().()(.)())(.( xf
xd

dxgxg
xd

dxfxgf
xd

d
+=  

 

  :مثلا
)5(,)10( إذا كانت   32 −=−= xgxxfفإن  :  

[ ]

5020205

502052153

)52)(10()3)(5(

)10).(5())(.(

34

3434

322

32

+−−=

+−−+−=

−−+−=

−−=

xxx

xxxxx

xxxxx

xxx
xd

dxgf
xd

d

  

  

  :قانون القسمة  -7

gfإذا كانت   )(0 وكان xدالتين قابلتين للاشتقاق عند  , ≠xg فإن الدالة 







g
f تكون 

   : وتكونx عندقللاشتقا قابلة

2)]([

)().()().(
)(

xg

xg
xd

dxfxf
xd

dxg
x

g
f

xd
d

−
=







  
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إذا كان 







−
=

1
)(

x
xxfفإن  :  

22

22

)1(
1

)1(
1

)1(
)1()1)(1(

)1(

)1()()()1(

1

−
−

=
−

−−
=

−
−−

=
−

−−−
=








−

xx
xx

x
xx

x

x
xd

dxx
xd

dx

x
x

xd
d  

nxyذا كانت إ  -8    :عددا صحيحا موجبا فإنn عندما يكون =−
1)( −−−= nxn

xd
yd 

)(2 إذا كانت   :مثلا −= xxf فإن:   
0,22))(2()(' 3

312 ≠
−

=−=−= −−− x
x

xxxf        0       حيث≠x  
  

xfy)(     كانت إذا  -9   : فإن=
)(2

)('
xf

xfy
′

=  

xxy كانت     إذا :مثلا 52 3   : فإن=+

xx
xy

xx
xy

522

56'
522

)56(1'
3

2

3

2

+

+
=→

+×

+×
=  

  
) كانت إذا -10  )nxfy ) : فإن=)( ) )(')(' 1 xfxfny n ×= −  

)إذا كانت      :مثلا )32 22 xxy     : فإن=+
( ) ( )24223' 22 ++= xxxy  

  
nإذا كانت -11 xfy )   : فإن=)( ) ( ) )(')(1)(' 111

xfxf
n

xfy nn ×== −  
6إذا كانت       :مثلا 23 12 ++= xxyفإن :  

)43()12(
6
1'

)12('

26
5

23

6
1

23

xxxxy

xxy

+++=

++=
−  
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Chain Rule Functions  
المشتقة  على قانون لإيجاد سنحاول الحصولو، درسنا الدالة التركيبيةأن لقد سبق   

  : الأولى للدالة التركيبية
gfإذا كانت xgu)( دالتين قابلتين للاشتقاق وكان,   :  فإن الدالة التركيبية هي=

( ) )()())(( ufxgfxgfy === ο  
  : بلة للاشتقاق كالتاليتكون قا     

( ) ( )
xd
ud

ud
ydxgxgfxgf

xd
d

xd
yd .)(')(')( === ο  

  
   :مثال
إذا كانت      

53 )1(
1
+

=
x

y    

د  فاوج
xd
yd مع رسم الدالة ومشتقاتها .  

  :                                               الحل
1,1 نفرض أن      3

5 +== xu
u

y امنها يكون لدين:  

63

2
2

6

2
5

)1(
153.5

)1(.1 .

+
−

=
−

=

+





==

x
xx

uxd
yd

x
xd

d
uud

d
xd
ud

ud
yd

xd
yd
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   :مثال
245إذا كانت   3,6 xxvvy أوجد  =−=+

xd
yd.  

   :الحل

)64()3(5)64.(5

.

342434 xxxxxxv
xd
yd

xd
vd

vd
yd

xd
yd

++=+=

=

  

   : مثال
xuuy  بفرض أن  ln,sin 2 د  أوج==

xd
yd.  

                                           :      الحل
 : نعلم بأن

xd
ud

ud
yd

xd
yd '2cos'2 بذلك یكون لدینا =. uuuy =  

بما أن 
x

u cos(lnln2(2  منھا یكون لدینا ='1 x
x

x
xd
yd

=  

   : مثال
xeuuy  بفرض أن  sin,tan د  أوج==

xd
ydمع رسم الدالة التركيبية .  

  :                                               الحل
:نعلم بأن

xd
ud

ud
yd

xd
yd xxeuواضح أن  =. sincos'=  منھا یكون لدینا ( ) xx xee

xd
yd sinsin2 cossec=  
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First Derivative for Power functions  

nxyموجبا فإن المشتقة الأولى للدالة  عددا صحيحا nإذا كانت -1
1

  :  هي=

                   x≠0حيث    
111 −

= nx
ndx

dy  

nإذا كانت  
m

xxf mn حيث أن )(=   : فإن المشتقة هي؛أعداد صحيحة ,
x               1≠0حيث   

)('
−

= n
m

x
n
mxf    

   :مثال
12إذا كان   

1

xy   .y'فأوجد ، =
   :الحل

12
11

12
111

12
1

12

1
12
1

12
1'

x
xxy ===

−
−  

 

  
  
 

   :مثال
6إذا كانت     

5

xy   .y'فأوجد ، =
 

  :                الحل
6
1

6
11

6
5

6

5
6
5

6
5'

x
xxy ===

−
−  
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The Derivative of the Trig functions  
xxf إذا كانت -1 sin)( xxf : فإن= cos)(' =: 

   :الإثبات  

xxxxf
h

hLimxLim
h
hLimxLim

h
hxLim

h
hxLimxf

h
xhxhxLimxf

h
xhxLimxf

h
xfhxfLimxf

xxf

hhhh

hh

h

h

h

cos)1.(cos)0.(sin)('

)sin(cos)1)(cos(sin

)sin(cos)1)(cos(sin)('

sin)sin(cos)cos(sin)('

)(sin)(sin)('

)()()('

sin)(

0000

00

0

0

0

=+=

×+
−

×=

+
−

=

−+
=

−+
=∴

−+
=

=

→→→→

→→

→

→

→
Q

  

 

  
 

xxfإذا كانت   -2 cos)( xxf   : فإن= sin)(' −=  
 

xxf  إذا كانت-3 tan)( xxf     :فإن = 2sec)(' =  
   :الإثبات  

xxf
x

xf
x

xxxf

x
xxxxxf

x
xxfxxf

2

22

22

2

sec)('
cos

1)('
cos

sincos)('

)(cos
)sin(sin)(coscos)('

cos
sin)(tan)(

=∴

=→
+

=

−−
=∴

=∴→=
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xxf إذا كانت -4 sec)( xxxf    : فإن= tansec)(' =                                                    

  
 

  

xxfإذا كانت   -5 csc)( xxxf    : فإن= csccot)(' −=  
    :الإثبات      

xxxf
xx

xxf
x
xxf

x
xxxf

x
xfxxf

csc.cot)('
sin

1.
sin
cos)('

sin
cos)('

)(sin
)).(cos1()0.(sin)('

sin
1)(csc)(

2

2

−=∴

−
=→

−−
=

−
=∴

=∴→=

  

 

xxfإذا كانت   -6 cot)( xxf    :فإن= 2csc)(' −=  
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The derivative of the inverse Trig functions 
  :أن الدالةلقد وجدنا عند دراسة الدوال المثلثية  -

[ ] xx sin,1,1
2

,
2

:sin →−→



−

ππ  

1 وتحقق ةدالة مستمرة ومتزايد
2

sin −=





−

π1 و
2

sin =





 π وهي دالة أحادية والدالة 

1sinالعكسية هي ] .:بذلك تكون− ] 



−→−−

2
,

2
1,1:sin 1 ππ    

xyلحساب مشتقة الدالة  1sin   : نعلم أن=−
yxxy sinsin 1 =⇔= −  

  :باشتقاق الطرفين نجد

yy
yyy

2cos

1
cos

1''cos1 ==⇒=  

             منها 
22 1

1
sin1
1'

xy
y

−
=

−
=  

  :دراسة الدوال المثلثية أن الدالة لقد وجدنا عند -
[ ] [ ] xx cos,1,1,0:cos →−→π  

)دالة مستمرة ومتناقصة وتحقق  ) 10cos ) و= ) 1cos −=π  وهي دالة أحادية والدالة العكسية
] .:بذلك تكون−1cosهي ] [ ]π,01,1:cos 1 →−−    

xyلحساب مشتقة الدالة  1cos−=نعلم أن :  
yxxy coscos 1 =⇔= −  

  :باشتقاق الطرفين نجد

yy
yyy

2sin

1
sin

1''sin1 −=−=⇒−=  

  :نحصل علىمنها 

22 1

1

cos1

1'
xy

y
−

−=
−

=  

  : لقد وجدنا عند دراسة الدوال المثلثية أن الدالة-
[ ] xx tan,

2
,

2
,0:tan →






 −→

ππ
π  
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=∞+دالة مستمرة ومتزايد وتحقق 
+→

x
x

tanlim
2
π

=∞− و
−→

x
x

tanlim
2
π

 وهي دالة أحادية والدالة 

1tanالعكسية هي  :بذلك تكون−





 −→−

2
,

2
:tan 1 ππR.  

xyلة لحساب مشتقة الدا 1tan yxxy : نعلم أن=− tantan 1 =⇔= −  
  :باشتقاق الطرفين نجد

yy
yyy 22

2

tan1
1

sec
1''sec1

+
=−=⇒=  








 +
==

y
yy

y
y 2

2

2
2

cos
sincos

cos
1sec  

21    : وبالتالي يكون لدينا
1'
x

y
+

=  
  

   :مثال
xy        اثبت انه إذا كان  1cot−= ، 21فإن

1'
x

y
+
−

=.  
  :                                               الحل

xy   بما أن  1cot−= فإن xx cot=وباشتقاق الطرفين نجد :  

22

2
2

1
1

cot1
1

sec
1''cos1

xy

yc
yyyec

+
−

=
+

=

=⇒−=

  

  

   :مثال
xy        اثبت انه إذا كان  1sec−= ، فإن

1

1'
2 −

=
xx

y.  

  :                                               لحلا
xyبما أن  1sec−= فإن yx sec=وباشتقاق الطرفين نجد : 'tansec1 yyy=  
 :وبالتالي يكون لدينا  

yy
y

tansec
1' −

=  

)وبما أن    )1sectansectan1 222 −=⇒=+ yyyy  
يكون لدينا    

1

1

1secsec

1'
22 −

−
=

−
=

xxyy
y  
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   :مثال
xecyنه إذا كان أاثبت    1cos فإن ، =−

1

1'
2 −

−
=

xx
y.  

  :                                               الحل
xecyبما أن    1cos ecxx فإن =− cos=  

cos1' :وباشتقاق الطرفين نجد         ecyy−=  
  :يكون لديناو

1
1

1coscos
1

cotcos
1'

22 −

−
=

−
=

−
=

xxyececyyecy
y  

  
  :نتيجة
  :ن قاعدة السلسلة نستنتج العلاقات التاليةم  

sin))(( إذا كانت -1 1 xuy    : فإن=−
2)(1

)(''
xu

xuy
−

=  

  

cos)( إذا كانت -2 1 xuy      : فإن=−
2)(1

)(''
xu
xuy

−

−
=  

  

)(tan)( إذا كانت -3 1 xuxf 1)(2 : فإن=−
)(''
xu
xuy

+
=  

  

)(cot)( إذا كانت -4 1 xuxf 1)(2 : فإن=−
)('

xu
xuy

+
−

=  
  

)(sec)( إذا كانت -5 1 xuxf  :فإن =−
1)()(

)('
2 −

=
xuxu

xuy  

  

)(cos)( إذا كانت -6 1 xuecxf  :فإن =−
1)()(

)('
2 −

−
=

xuxu
xuy  

  

 
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Derivative of Hyperbolic functions  
  :ة خواص الدوال الزائدية نحصل علىمن تعريف ودراس

1 ( 
2

sinh
xx eex

−−
) وبالتالي فإن  = )

2
'sinh

xx eex
−+

=   
)   :منها نحصل علىو   ) xx cosh'sinh =  
  :كما موضح بالشكل التالي      

  

  
  

 :علم بأن   )2
2

cosh
xx eex

−+
) وبالتالي فإن  = )

2
'cosh

xx eex
−−

=   
)   :     منها نحصل على ) xx sinh'cosh =  

  :ما موضح بالشكل التالي  
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 : نعلم بأن)3
x
xx

cosh
sinhtanh    : وبالتالي فإن=

( ) xhx
xx

xxx 22
22

22

sectanh1
cosh

1
cosh

sinhcosh'tanh =−==
−

=  
  :كما موضح بالشكل التالي  

  

  
  
  

 :علم بأن   )4
x
xx

cosh
sinhcoth   :وبالتالي فإن=

( ) xhcx
xx

xxx 22
22

22

seccoth1
sinh

1
sinh

coshsinh'coth −=−==
−

=  
  :      كما موضح بالشكل التالي
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5( 
x

hxc
sinh

1sec   :بالتالي فإن =

( )

xhxc
x

xx
x

x
xhxc

cothsec                
coth1                

sinh
1

sinh
cosh                

sinh
cosh'sec

2

−=
−=

×
−

−=

−
=

  

  :      كما موضح بالشكل التالي
  

  
  

6 ( 
x

hx
cosh

1sec   :وبالتالي فإن=

( ) xhx
xx

x
x
xhx tanhsec

cosh
1

cosh
sinh

cosh
sinh'sec 2 −=×−=

−
=  

  :ل التالي      كما موضح بالشك
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  :مثال

    اوجد 
dx
dy للدالة )cosh(sinh 32 xxy +=.  

  :                                               الحل
)sinh(   : من اشتقاق الدوال الزائدية يكون لدينا

2
3cosh2 3

3

2
2 x

x
xxx

dx
dy

+=  

  
  :مثال
اوجد   

dx
dy للدالة ))cosh(sin(tanh xexy +=.  

  :    الحل
cos())sinh(sin(sec(  :من اشتقاق الدوال الزائدية يكون لدينا 2 xxx eeexh

dx
dy

+=  
  

  :مثال
اوجد   

dx
dy للدالة  )cosh(cos xy =.  

  :    الحل
  : واضح أن الدالة تركيبية بذلك يكون لدينا

( ) )sinh(cossinsin)sinh(cos))(cossinh(cos' ' xxxxxxy −=−==  
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  :مثال
اوجد   

dx
dy للدالة xxy 22 sinhcosh +=.  

  :    الحل
  :واضح أن الدالة تركيبية بذلك يكون لدينا

xx
xxxxy

coshsinh4
coshsinh2sinhcosh2' '

=
+=  

  
  

  :مثال
xxy للدالة y'          اوجد  22 coshsinh     مع الرسم ؟=−

  :    الحل
  :واضح أن مشتقة الدالة هي 

0
sinhcosh2coshsinh2' '

=
−= xxxxy

  

  :طريقة ثانية للحل 
1sinhcosh :نعلم بأن  22 =− xxوبالتالي يكون لدينا  :  

( ) 1sinhcoshcoshsinh 2222 −=−−=−= xxxxy  
'0 منه تكون قيمة المشتقة هي =y  
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Derivation of Inverse Hyperboli functions 
دية نستنتج العلاقات من تعريف ودراسة خواص الدوال الزائدية العكسية  والدوال الزائ  
  :التالية

  :−1sinh مشتقة الدالة -1
xyyx :نعلم بأن   1sinhsinh   : باشتقاق الطرفين نجد أن=⇐=−

yyy
yyy

22 sinh1
1

cosh
1

cosh
1''cosh1

+
===⇒=  

منها 
1

1'
2 +

=
x

y  

1cosh مشتقة الدالة -2 −:  
xyyx :نعلم بأن   1coshcosh   : باشتقاق الطرفين نجد أن=⇐=−

1cosh
1

sinh
1

sinh
1''sinh1

22
−

===⇒=
yyy

yyy  

 منها و
1

1'
2 −

=
x

y  

1tanh مشتقة الدالة-3 −:  
xyyx :نعلم بأن   1tanhtanh   : باشتقاق الطرفين نجد أن=⇐=−

( ) 'tanh1'sec1 22 yyyyh −==  

22      :منها نحصل على 1
1

tanh1
1'

xy
y

−
=

−
=  

 

1cothلدالة مشتقة ا-4 −:  
xyyx :نعلم بأن   1cothcoth   : باشتقاق الطرفين نجد أن=⇐=−

( ) 22
2

1
1

coth1
1''coth11

xy
yyy

−
=

−
=⇒−=  

  :منها نحصل على

22 1
1

tanh1
1'

xy
y

−
=

−
= 
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  :مثال
اوجد   

dx
dy للدالة ( ) 13341 44sinh +− −+= xexxy.  

  :  الحل
  :ون لدينامن اشتقاق الدوال الزائدية يك

( )
( )441

124344sinh
34

23
1313341

−++

+
+−+= ++−

xx
xxeexxy xx  

  
  :مثال

          اوجد 
dx
dy للدالة ( )

x
xy 1sinh233sin(cosh 1 += −.  

  :  الحل
  :من اشتقاق الدوال الزائدية يكون لدينا

( )
( ) 1233sin(

)233cos(31sinh1cosh233sin(cosh1
2

1
2

−+

+






+






+

−
= −

x

x
xx

x
xdx

dy  

  
  :مثال

          اوجد 
dx
dy للدالة ( ) 2

31 163tanh
x

xxy +++= −.  
  :  الحل

  :من اشتقاق الدوال الزائدية يكون لدينا

( ) 323

2 1
631

33
xxx

x
dx
dy

−
++−

+
=  

  :مثال
          اوجد 

dx
dy للدالة xhy 1sec −=.  

  :  الحل
  :   باستخدام خواص الدوال المثلثية العكسية نجد أن

y
hyxxhy

cosh
1secsec 1 ==⇒= −  
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بذلك تكون 
yy ee

x −+
=

   : وباشتقاق الطرفين نجد2

y
yy

2cosh
'sinh1 −

=  

1coshsinh:ولكن 22 −= xxوبالتالي يكون لدينا  :  

2

2

2
2

2

2

2

22

1
1

1
1

11

1
1cosh

cosh
sinh
cosh'

xx
x

xxx

x

y
y

y
yy

−
−=

−
−=

−

−
=

=
−

−
=

−
=

  

  :مثال

dxاوجد 
dy

522 للدالة  +−= uuyإذا كان   xxu cossinh    مع رسم الدالة التركيبية ؟=+
   : الحل

  :  والتي تكون على الصورة uنوجد مشتقة الدالة 
xxu sinhcosh' +=  

'2'2'2')1( :نعلم بأن −=−= uuuuuy  
) :بذلك تكون المشتقة على النحو التالي )( )1coshsinhsinhcosh' −++= xxxxy  
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 
 The Derivation of Exponential and Logarithm functions 

  : و اللوغاريثميةساسية للدوال الآسية نلخص فيما يلي بعض الخواص الأ
xexIRIR تعرف  expسية نرمز لها بالرمز لأ الدالة ا-  →→ ,:exp وهي دالة تقبل 

)exp())'(exp( بشكل عاما ومشتقاته Rعلى   الاشتقاق xx   فإنx=0 وإذا كانت  =
1)0exp( 0 == e الوحيدة التي تحقق هذه الخواصو وهي دالة حقيقية.  

  

  
  

  : وبصفة عامةRالدالة الآسية دالة مستمرة ومتزايدة على   -
∞=

∞→

x

x
elim 0   وlim =

−∞→

x

x
e.  

  : تحقق الخاصية التاليةالأسية الدالة -
yxyx eee ),(2لكل      +=. Ryx ∈.  

xex الدالة -  وتعرف اللوغاريثمية وهي الدالة العكسية للدالة  Rمستمرة ومتزايدة على  →
   :التالي على الشكل

xxRR ln,:ln ) إذا →→ )yxey x ln=⇔= 2 لكل),( Ryx ∈.  
 بشكل عاما ومشتقاته R الدالة اللوغاريثمية قابله للاشتقاق  على -

x
x 1)(ln'   .∋Rx لكل =

  : وبصفة عامةR دالة مستمرة ومتزايدة على الأسية الدالة -
−∞=

+→
)ln(lim

0
x

x
=∞+   و 

+∞→
)ln(lim x

x
.  
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The derivation of Exponential functions  
   : معرفة كما يليxf)(إذا كانت الدالة   -1

0;)( >== aaxfy x  
aay    : تعطى xf)(فإن المشتقة الأولى للدالة    x ln'=  

  :     مثلا
xyإذا كانت                   :موضح بالرسم هو كما  هفإن =3

3ln3' xy =  
  

  
  

  : معرفة كما يليxf)( الةإذا كانت الد  -2
0;)( >== abaxfy x  

aaby   : تعطى xf)(فإن المشتقة الأولى للدالة    x ln'=  
  :     مثلا

xxfإذا كانت             65)(   :فإن =×
6ln65)(' xxf ×=  

   : معرفة كما يليxf)(إذا كانت الدالة   -3
)()( xfabxf =  

   :  تعطى كما يليxf)(فإن المشتقة الأولى للدالة  
xfu)(ع بوض     .x قابلة للاشتقاق في u  حيث =

ubay =∴  
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dx
du

du
dy

dx
dy .=∴  

'ln uaba
xd
yd u=∴  

   :مثال
)543(إذا كانت       2

28)( ++= xxxf  فأوجد )(' xf.  
  :                                               الحل

2ln2)3248()('

)46(2ln28)('
)543(

)543(

2

2

××+=

+×××=
++

++

xx

xx

xxf

xxf  
  

   e≅718.2 ذات الأساس الأسيةاشتقاق الدالة  -4
xeby   معرفة xf)( كانت الدالة         إذا   : فإن=

)(ln' x
xd

deeby x=  

1ln :  وحيث أن =e عليه فإن :  xeby ='  
  :     مثلا

xexf          إذا كانت   53)(   : فإن=
xexf 515)(' =  
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The Derivative of Logarithm functions  
')(إذا كانت  -1 xfمعرفة كما يلي :   

1,0;log ≠>= aaxby a  

   :  تعطىxf)(فإن المشتقة الأولى للدالة      

x
eby alog ' =  

  :     مثلا
6 3)(  كانتإذا     xLogy   : فإن=

x
ey 6log3 =′  

log)(إذا كانت  -2 xfby a=  1,0 حيث ≠> aa فإن المشتقة الأولى تكون كما يلي:   
xfu)(بوضع    x    ubLogy قابلة للاشتقاق فيuحيث  = a=  
   :ومنه فإن المشتقة الأولى      

eLog
u
ub

dx
du

du
dy

dx
dy

a
'. ==  

  :     مثلا
3)6( إذا كانت      5xLogy   : فإن=

Loge
x

Loge
x
x

x
Logxxy 1515

6
)30(3' 5

4

5

4

===  
  

    :معرفة كما يليxf)(إذا كانت -3
xby ln=  

   : هي xf)(ولى للدالة فإن المشتقة الأ  
  

x
eby ln' 1ln    وحيث أن= =e   بذلك 

x
by ='  

  :   مثلا
vyإذا كانت      ln=فإن : 

vdv
dy 1

=              
  :  مثلا  

xyإذا كانت      ln2=فإن :          
x

y 2'=  
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ln)(إذا كانت الدالة  -4 xfby   : يتم إيجادها كما يلي فإن المشتقة الأولى =
xfu)(بوضع    uby أي أن x قابلة للاشتقاق في uحيث = ln=  

  :الأولى تكونوبالتالي فإن المشتقة      
1ln;ln. =

′
== ee

u
ub

xd
du

du
dy

xd
yd  

u
ub

xd
yd' y

′
==∴  

   :مثال
2lnأوجد المشتقة الأولى للدالة         xey x−=  

xxx     :  الحل ex
xx

xexey −−− 





 −=






+−= 22 ln22ln'  

  

  
  

   :مثال
xxey      أوجد المشتقة الأولى للدالة   x 2sinln2−=.  

  :                                               الحل
  :تفاضل حاصل ضرب ثلاثة دوال  

xxex
x

exxey xxx 2cosln22sin12sinln2' 222 −−− ++−=  
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derivative of Implicit functions      
xfy)(يقال عن الدالة    اسطة  دالة صريحة لأنه يمكن فيها التعبير عن الدالة بو=

 وهذا هو الحال في معظم الأحيان كما في الدوال المدروسة في هذا عام وبشكل xالمتغير 
  :الكتاب على سبيل المثال كل الدوال التالية صريحة

10723 23 −−+= xxxy ,  3+= xy,   xy sin= ,  8+= xy  
 وتعطى المعادلة y عن الدالة xصيغ دالية لا يمكن فيها فصل المتغير داول أحياناً مع الولكن نت

),(0بالصيغة  =yxfوهنا تسمى الدالة ضمنية فمثلاً  المعادلة : xyxyxy 232 2222 =++− 
  : في دالة ضمنية نتبع الخطوات التاليةy'لإيجاد، x وحسابها بدلالة yيصعب فيها فصل 

  :المباشرةبطريقة . 1
  .xنشتق طرفي المعادلة بالنسبة للمتغير . أ  
  .y وx بدلالة كلاً منy'نحل المعادلة الناتجة لحساب. ب     
  :مثال
اوجد   

dx
dy 53 للدالة 23 +=− yxxyx.  

  :                                               الحل
 يعنى وجود دالة x متعلقة بـy وهذا يعنى أن x بالنسبة لـ y اشتقاق  هناالمطلوب     

f حيث )(xfy لذلك علينا الاشتقاق ضمنيا فنحصل ،  غير واضحة لدينا f  ولكن =
   :على

( )

xxy
xyyy

xyyxxyy
xyyxyyyx

yxyxyyxy

−
+−

=∴

+−=−

+−=−

+=−+

2

3

32

32

23

3
6'

63'
6''3

'6)'3(

  

  :مثال
1543 :  إذا كانت المعادلة    34 +=−+ xxyy دفأوج

dx
dy.  

  :                                     الحل
  :xنفاضل بالنسبة للمتغير      
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( ) ( )

34
512

51234

1543

3

2

23

34

+
+

=

=−+

+=−+

y
x

xd
yd

x
xd
yd

xd
ydy

x
xd

dxyy
xd

d

  

   Logarithm differentiationاللوغاريتم تفاضل الدوال الضمنية بوساطة . 2
 دالتان قابلتان للتفاضل عندئذ لإيجاد المشتقة الأولى للدالة xg)( و xf)(لنفرض  

[ ] )()( xgxfy   : نتبع الخطوات التالية=
   :  الطرفين وعندها يكون لدينا lnنأخذ . 1         

[ ] )(ln)()(lnln )( xfxgxfy xg ==  
  :نحصل علىل) 1(نشتق طرفي المعادلة . 2         

)(ln)('
)(
)(')(' xfxg

xf
xfxg

y
y

+=  

  : علىنحصلل yبـ ) 2(نضرب طرفي المعادلة . 3         









+= )(ln)('

)(
)(')(' xfxg

xf
xfxgyy  

  :أنجد ن بما تساوي فy عننعوض. 4         
[ ] 








+= )(ln)('

)(
)(')()(' )( xfxg

xf
xfxgxfy xg  

  :مثال
xxy للدالة y'أوجد      . موضحاً الإجابة بالرسم=
  :                                     الحل
xxy  طرفي المعادلة  lnنأخذ    xxxy نحصل على = x lnlnln  نشتق ==

'1ln1ln  النحو التاليىطرفي المعادلة عل
+=×+= x

x
xx

y
y  نضرب طرفي المعادلة

'1(ln(ln)1( :نحصل علىyبـ  +=+= xxxyy x.   
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  :مثال
xxy للدالة y'أوجد    tan)(sin=موضحاً الإجابة بالرسم .  
  :                                     الحل
xxyمعادلة   طرفي الlnنأخذ    tan)(sin= نحصل على  

xxxy x sinlntan)ln(sinln tan ==  
   النحو التالي ىنشتق طرفي المعادلة عل

1sinlnseccottansinlnsec' 22 +=+= xxxxxx
y
y  

   :نحصل علىyنضرب طرفي المعادلة بـ 
)1sinlnseccottansinln(sec' 22 +=+= xxxxxxyy  

xxyتعويض عن الب tan)(sin=نحصل على:  
)1sinlnseccottansinln(sec)(sin' 22tan +=+= xxxxxxxy x.  
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  :مثال
xxy للدالة y'أوجد    )1( 2 +=  
  :                                     الحل
xxy  طرفي المعادلة lnنأخذ    )1( 2 1ln(ln(نحصل على =+ 2 += xxy   نشتق

   النحو التالي ىطرفي المعادلة عل

1
2)1ln(

1
2)1ln('

2

2
2

2
2

+
++=

+
×++=

x
xx

x
xxx

y
y  

  نحصل علىyنضرب طرفي المعادلة بـ 
)

1
2)1(ln( 2

2
2

+
++=

x
xxyy:  

xxy  عنتعويضالب )1( 2        :  عن نحصل على=+
)

1
2)1(ln()1( 2

2
22

+
+++=

x
xxxy x  

  :مثال
5 للدالة y'أوجد   

223

322

)4()1(
)1()1(

+−
++

=
xx
xxyة بالرسم موضحاً الإجاب.  

  :                                     الحل
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5 طرفي المعادلة لوغارثمنأخذ   
1

223

322

)4()1(
)1()1(









+−
++

=
xx
xxy   

نحصل على ل  







+−
++

= 223

322

)4()1(
)1()1(ln

5
1ln

xx
xxy   

  :وهذا يعنى أن  
( )223322 )4ln()1ln()1ln()1ln(

5
1ln +−−−+++= xxxxy  

)4ln(
5
2)1ln(

5
3)1ln(

5
3)1ln(

5
2 22 +−−−+++= xxxx  

  :الآن نشتق ضمنيا طرفي المعادلة لنحصل على  

45
4

1
1

5
3

1
1

5
6

1
1

5
2'

22 +
−

−
−

+
+

+
=

x
x

xxxy
y  

5نضرب طرفي المعادلة بـ   
223

322

)4()1(
)1()1(

+−
++

=
xx
xxy   

  :نحصل علىل







+
−

−
−

+
+

++−
++

=
45

4
1

1
5
3

15
6

1
1

5
2

)4()1(
)1()1(' 22

5
223

322

x
x

xx
x

xxx
xxy  
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High- order derivatives  
xfy)(لتكن    نت قابلة  فإذا كاy'دالة قابلة للاشتقاق عندها يمكن حساب المشتقة  =

 وهكذا نتابع لحساب مشتقات من مراتب أعلى y"للاشتقاق يمكن حساب المشتقة الثانية 
  :ولنرمز لهذه المشتقات بالشكل

)(ny, ..........  ,)5(y , )4(y ,"'y,"y,'y  
  .xf)( للدالة n المشتقة من المرتبة ny)(وتسمى 

  

  :مثال
532 للدالة y ،"y ،'y'"أوجد    234 ++++= xxxxy.  
  :                                     الحل
'3264 : على النحو التاليy': نوجد أولاً   23 +++= xxxy  

"21212   :وكذلك   2 ++= xxy  
'"1224   :ثم   += xy   
)4(24  :منها نحصل على   =y  

  

  :مثال
xe للدالة y ،'y"، أوجد  

x
xsixxy 34 14 +++=.  

  :                                     الحل
xe : على النحو التاليy': وجد أولاً   ن 

x
xxy 3

2
3 314cos44' +−+=  

xe:    ثم
x

xxxy 3
3

2 924sin1612" ++−=  
  

  :مثال
xxxy للدالة y ،'y"،      أوجد ln5 ++=.  

  :                                     الحل
x   : على النحو التاليy': وجد أولاًن  

x
x

y 15
2

1' 4 ++=  

3                           : ثم  
3 220

4
1"

x
x

xx
y −+−=  
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  :المث
)cossin(      إذا كان   1 xmy   : برهن أن=−

0'")1( 22 =+−− ymxyyx  
  :                                     الحل
ن أواضح من ال  

2

1

1
)coscos('

x
mxmy

−

−
= 21 في y' بضرب − x− 

coscos('1( نحصل على 12 xmmyx   :  على الشكل التاليy" ثم نوجد−=−−
)

1
)cossin(('

1
"1

2

1

2

2

x
mxmmy

x
xyx

−

−
−−=

−
−− −  










−
−=

−
−−

−

2

1
2

2

2

1
)cossin('

1
"1

x
xmmy

x
xyx  

21ضرب في المقدارالب x−نحصل على :  
0'")1( 22 =+−− ymxyyx  

  :مثال
xy       إذا كان    . موضحاً الإجابة بالرسمy ،'y" أوجد =

  :                                     الحل
   : على النحو التاليy'  : وجد أولاً

x
y

2
1' =  

:                             نوجد ثم
xx

y
4

1" −=  
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إذا كانت   -1
2

5
2

3−

−=
xxy أوجد

dx
dy.  

                                                           :من خواص تفاضل كثيرات الحدود نحصل على:   الحل

( )( ) 44

3

2
15

2
13

2
5

2
1
2

5
2

−−

−

+=−





−=∴

−=

xx
xd
yd

xxyQ

  

  

)34()5(إذا كانت   -2 22 +−= xxy أوجد
dx
dyموضحاً الإجابة بالرسم .  

                                                           :من خواص تفاضل كثيرات الحدود نحصل على:   الحل

222

222

22

)34()5)(34)(16(

)34()5)(8)(34(2

)5()34(

−++−=∴

−++−=

+−=

xxxx
xd
yd

xxxx
xd
yd

xxyQ

  

  

  
  

إذا كانت  -3 
3
1

2

2

)7(

)32(

+

−
=

x

xy أوجد
dx
dy.  

                           :ية نحصل علىمن خواص تفاضل الدوال القياس: الحل
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( )

3
1

2

122

2

3
1

2

3
2

223
1

2

)7(

)7)(32(
3
24

        

)7(

2)7(
3
1)32()4()7(

+

+−





−

=









+









+−−+

=

−

−

x

xxxx

x

xxxxx

xd
yd

  

  

1313إذا كانت   -4 13 −++= xxy  ،أوجد
dx
dyموضحاً الإجابة بالرسم .  

                                      :من خواص تفاضل  الدوال الجذرية نحصل على:  الحل

( )

2 1313

1412

2 1313

1412

2 1313

132

)1313(
132

)1313)(1(
)(2
)(')1(

13

−

−

−

−

−

++

−
=∴

++

−
==

++=

xx
xx

xd
yd

xx
xx

xy
xy

xd
yd

xxyQ

  

  

  
')( أوجد -5  xy  ،333إذا كان sin xxy =.  

                                      :من خواص تفاضل الدوال الآسية و المثلثية نحصل على:    الحل

3323325

23323323

sin3cossin9'
)3(sin)3.cos.sin3('

xxxxxy
xxxxxxy

+=

+=  

  
')( أوجد - 6 xy  ،2إذا كانsec xy   . موضحاً الإجابة بالرسم=
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                                        :من خواص تفاضل الدوال المثلثية نحصل على: الحل
sectan)'(sec'نعلم أن   uuux 'sec(tan2( : وبالتالي= 22 xxxy =  

  
  

')(أوجد   -7 xy  ، إذا كان
x

xy
cos1

sin
+

=.  
          :من خواص تفاضل الدوال المثلثية نحصل على:  الحل

xx
xxy

x
xxx

x
xxxxxy

cos1
1

)cos1(
cos1)('

)cos1(
sincoscos

)cos1(
)sin(sin))(coscos1()('

2

2

22

2

+
=

+
+

=

+
++

=
+

−−+
=

  

  
')( أوجد -8 xy  ،333إذا كان )(sin xxy   . موضحاً الإجابة بالرسم=

                                      :من خواص تفاضل الدوال الآسية و المثلثية نحصل على:   الحل

3323235

33223233

)(sin3cos)(sin9'
)(sin33cos)(sin3'

xxxxxy
xxxxxxy

+=

+=
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')( أوجد -9 xy  ،3إذا كانcsc xy =.  
  :                                     الحل

3332
1

3322
1

3

32
1

2
1

33

csccotcsc
2
3'

)csccot)(3()(csc
2
1'

csc)(csccsc

xxxy

xxxxy

xyxyxy

−
=

−=

=→=→=
−

 

  
')( أوجد -10 xy  ،إذا كان






=

x
xy 1tan.  

                                             :ل المثلثية نحصل علىمن خواص تفاضل الدوا:  الحل







−






=













−

+





=

xxx
y

xx
x

x
y

1sec11tan'

1sec1.1tan'

2

2
2  

  
   اوجد المشتقة الأولى إذا كانت-11

xx
y

22

102
1

+×
  . موضحاً الإجابة بالرسم=

  :                                     الحل

22

2

2

)102(
)22)(10ln.10.2(1'

102
1

2

2

2

xx

xx

xx

xy

y

+

+

+

×

+×−
=

×
=Q
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:منها نحصل على
xxxx

xx xxy
222

2

22

2

10
)1(10ln

)102(
)1)(10ln.10(4'

++

+ +−
=

×

+×−
=∴  

  
  

xxyإذا كانت، وجد المشتقة الأولى أ -12 32=.  
  :                                     الحل

[ ]23ln3'
)2(33ln3

)(3)3(.'

2

22

+=∴

+=

+=

xxy
xx

x
xd

d
xd

dxy

x

xx

xx

  

  

xeyإذا كانت،  أوجد المشتقة الأولى -13 x 3sin2−=.  
  :                                     الحل

( )

( )xxe
xexe

exxe

e
xd

dxx
xd

dey

xey

x

xx

xx

xx

x

3sin23cos3
3sin23cos3

)2(3sin)3cos3(

)(3sin)3(sin'

3sin

2

22

22

22

2

−=∴

−=

−+=









+








=

=

−

−−

−−

−−

−Q
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235إذا كانت،  أوجد المشتقة الأولى-14 xy   . موضحاً الإجابة بالرسم=
  :                                     الحل

)3().5(ln5' 23 2

x
xd

dy x=  

'ln5)5)(6(  : منها نحصل على
23 xy x=  

  

    
)3ln(2إذا كان،  y'أوجد المشتقة الأولى  -15 += xy.  
  :                                     الحل

3
2)3(.

3
12'

)3ln(2
)3ln( 2

+
=+








+
=∴

+=
+=

x
x

xd
d

x
y

xy
xyQ

  

  
ln)3( إذا كانy'أوجد المشتقة الأولى  -16 2 += xyموضحاً الإجابة بالرسم .  
  :الحل

3
)3ln(2    

)3(.
3

1.)3ln(2    

)3ln(.)3ln(2'

+
+

=

+







+
+=

++=

x
x

x
xd

d
x

x

x
xd

dxy
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 إذا كانت ′yد أوج -17
x

xy
cos1

sin
+

  . موضحاً الإجابة بالرسم=
  :                                     الحل

xx
x

x
xxx
x

xxxxy

cos1
1

)cos1(
1cos

)cos1(
sincoscos

)cos1(
)sin)((sin))(coscos1(

2

2

22

2

+
=

+
+

=

+
++

=

+
−−+

=′

  

  

  
  

)13(52 إذا كانت ′yاوجد  -18 6 −+= xxy.  
         :                              الحل

2/16 )52()13( −+= xxy  
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52
)8939()13(

52
)52()13(18)13(

52)1318
52
)13(

)13)(6(.)52()2.()52()
2
1(.)13(

5

56

5
6

52/12/16

−
−+

=

−
−+++

=

−+×+
−

+
=

+−+−+=′ −

x
xx

x
xx

xx
x

x

xxxy

  

  

xxy إذا كانت ′yأوجد  -19 tansec=موضحاً الإجابة بالرسم .  
  :                                     الحل

)tan(sec
tansecsec

tansectansecsec'

22

23

2

xxSecx
xxx

xxxxxy

+=

+=

+=

  

       
  

log)53( إذا كانy'أوجد المشتقة الأولى  -20 2
3 −= xy:  

  :                                     الحل

e
x

xx
xd

de
x

y

xy

32
2

32

2
3

log
53

6)53(.log
53

1'

)53(log

−
=−

−
=∴

−=Q
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أوجد  -21
dx
dy 32إذا كانت )764(

1
−+

=
xx

yموضحاً الإجابة بالرسم .  

  :                                     الحل
32 )764( −−+= xxy  

42
42

)764(
)34(6)68.()764(3      

−+
+−

=+−+−=′= −

xx
xxxxy

dx
dy  

42           منها  )764(
)34(6

−+
+−

=
xx

x
dx
dy  

  

  
 

tanlog)( إذا كانy'أوجد المشتقة الأولى  -22
2

3
xey =.  

  :                                     الحل

2

22
22

2

2

2

2

tan
sec2sec.

tan
1)(tan.

tan
1'

)(tanln 3

x

xx
xx

x
x

x

x

e
eexe

xd
de

e
e

xd
d

e
y

ey

===∴

=Q

 

 

xf)(أوجد  -23 43 إذا كانت ′ )13(.)52()( −+= xxxf.  
  :                                     الحل

)97()13()52(6
)]13()52(2[)13()52(6     

)2()52(3.)13()3.()13(4.)52()(

32

32

2433

+−+=

−++−+=

+−+−+=′

xxx
xxxx

xxxxxf
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وجد أ -24
dx
dy 3إذا كانت 2 45)( +−== xxyxfموضحاً الإجابة بالرسم .  

3/12:                       الحل )45( +−= xxy  
)110.()45(

3
1 3/22 −+−= − xxx

dx
dy منها 

3 2)425(3
110
+−

−
=

xx
x

dx
dy  

  

  
  

xf)(وجد أ-25 )()627(4 إذا كانت ′ ++= xxxf.  
  :                                     الحل












+
+++=′

62

27.)67(4)(
2

32

x
xxxxf  

  

  
  

o b e i k a n d l . c o m



    
  

 295  

أوجد  -26
dx
dy إذا كانت xy 4tan 3=.  

  :                                     لحلا

xx
xx

xxy

4sec4tan12
)4sec4)(4(tan3

)4(.4sec.)4(tan3

22

22

22

=

=

=′

  

  

)5( إذا كانت ′yوجد أ -27 3xcoxy =.  
  :                                     الحل

)5sin(1515.)]5sin([ 3223 xxxxy −=−=′  

  
  

xy إذا كانت  ′yوجد أ -28 6sin=.  
  :                                     الحل

2/1)6(sin xy =  

x
x

xxy

6sin
6cos3

)6(.6cos.)6(sin
2
1' 2/1

=

= −
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yxy إذا كانت  ′yوجد أ -29 sin2=.  
                                    :من خواص التفاضل الضمني نحصل على: الحل

)2).((sin).)(cos( 2 xyyyxy +′=′  
yxyyxy sin2)cos( 2 +′=′  
yxyyxy sin2)cos( 2 =′−′  

yxyxy sin2)cos1( 2 =−′  

)cos1(
sin2
2 yx

yxy
−

=′  
 

0654 إذا كانت   ′yوجد أ -30 333 =+−+− xxyxxy.  
    :من خواص التفاضل الضمني نحصل على: الحل

32

223

22332

22332

22332

7
5334'

05334)7('
0533'4'7

053)3'(4)'3(4

xxy
xyxyy

xyxyxxyy
xyxyxyyxy

xyxyxyyyx

−
+−+−

=

=−+−+−

=−+−−+

=−++−+

  

 
)sin(cos(0 إذا كانت   ′yوجد أ -31 3 =+ yxxy.  

  :     الحل
')')(sin()cos(cos(

03')')(sin()(cos(cos(
3

23

yxxyxyxy
xyyxyxyxyxy

+−

=+++−  
 

أوجد   -32
dx
dyإذا كان xe yx =  

  :                                     الحل

yx

yx

yxyx

yxyx

yx

yx

ex
eyy

eyeyx
eyxey

eyxy
xe

−
=∴

−=

=+

=+

=

1'

1'
1'

1)'(
Q
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أوجد   -33
dx
dyإذا كان xey yx tan3 =.  

  :                                     الحل

yxyx

yx

yxyxyx

yxyxyx

yxyx

yx

eyxey
eyxy

eyxeyxeyy
xeyyxeyeyy

xyeyxyeyy
xey

32

42

4232

2342

232

3

3
sec'

sec)3('
sec''3

sec)'('3
tan

+
−

=∴

−=+

=++

=++

=Q

  

  

02إذا كانت  -34 22 =+− yyxx 1 فاثبت أن'=y.  
  :                                     الحل

1
22
22

22)22(

02222

)0()2( 22

=
−
−

=

−=−

=+−−

=+−

xy
xy

dx
dy

xyxy
dx
dy

dx
dyy

dx
dyxyx

dx
dyxyx

dx
d

  

  

122 إذا كانت ′yأوجد  -35 =+ yx.  
  : من خواص التفاضل الضمني نحصل على:الحل

y
xy

xyy
yyx

−=′

−=′
=′+ 022

  

********************  
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-  Let )(xfy =  be defined on an open interval ( )ba, : 
 Then the derivative of )(xf  at ( )bax ,∈  ,denoted  by )(' xf , is defined by: 

h
xfhxfxf

h

)()(lim)('
0

−+
=

→
 

Whenever the limit exists. 
-  The function )(xfy =  is differentiable at the point 0xx = if the derivative of 

)(xf exists at this point. That is , if   

h
xfhxfxf

h

)()(
lim)(' 00

0

−+
=

→
                                 exists. 

- Theorem: 
 If the function )(xfy =  is differentiable at the point 0xx = , Then this function is 

continuous at this point. 
- Some lows of differentiations: 
 Let C be a constant and )(xf and )(xg  be two differentiable at the point x , then: 

        0:1 =C
dx
d  

        )('))((:2 xCfxCf
dx
d

=  

        )(')('))()((:3 xgxfxgxf
dx
d

±=±  

        )(')()()('))()((:4 xgxfxgxfxgxf
dx
d

+=×  

        0)(,
))((

)()(')(')()
)(
)((:5 2 ≠

−
= xg

xg
xfxgxfxg

xg
xf

dx
d  

- The first derivative of the composite function (Chain rule) 
  Let )(xf and )(xg  be two differentiable functions at x , If  )(ufy = and 

)(xgu = , then composite function: 
)())(())(( ufxgfxgfy === o  

Is differentiable at x : 

dx
du

du
dy

dx
dy .=  

- From Chain rule , we deduce the following laws: 

       [ ] [ ] )(')()(:1 1 xfxfnxf
dx
d nn −=  
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        0,)('.ln.:2 )()( >= axfaaa
dx
d xfxf  

        )('.:3 )()( xfee
dx
d xfxf =  

        eLog
xf
xfxfLog

dx
d

aa )(
)(')(:4 =  

       
)(
)(')(ln:5

xf
xfxf

dx
d

=  

       [ ] [ ] )(')(cos)(sin:6 xfxfxf
dx
d

=  

      [ ] [ ] )(')(sin)(cos:7 xfxfxf
dx
d

−=  

      [ ] [ ] )(')(sec)(tan:8 2 xfxfxf
dx
d

=  

      [ ] [ ] )(')(sec)(cot:9 2 xfxfcxf
dx
d

−=  

      [ ] [ ] [ ] )(')(tan)(sec)(sec:10 xfxfxfxf
dx
d

=  

      [ ] [ ] [ ] )(')(cot)(sec)(sec:11 xfxfxfcxfc
dx
d

−=  
The derivative of the inverse Trig functions: 
      [ ]

[ ]2

1

)(1

)(')(sin:1
xf

xfxf
dx
d

−
=−  

     [ ]
[ ]2

1

)(1

)(')(cos:2
xf

xfxf
dx
d

−

−
=−  

     [ ]
[ ]2

1

)(1
)(')(tan:3
xf
xfxf

dx
d

+
=−  

     [ ]
[ ]2

1

)(1
)(')(cot:4

xf
xfxf

dx
d

+
−

=−  

     [ ]
1)()(

)(')(sec:5
2

1

−
=−

xfxf
xfxf

dx
d  

     [ ]
1)()(

)(')(sec:6
2

1

−

−
=−

xfxf
xfxfc

dx
d  

- If the variables x and y were given implicitly as in the equation 0),( =yxf then 
to find   'y of the implicit function we follow these steps: 

  1.  We differentiate both sides with respect to x . 
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  2. We solve the resulting equation in 'y and find 'y as a function of yx, . 
 
- Let )(xf and )(xg  be two differentiable  functions to find first derivative of 

[ ] )()( xgxfy =   we follow the next steps: 
 
1. Lake logarithm both sides then:  

[ ] )(ln).()(lnln )( xfxgxfy xg ==  
2. differentiale both sides: 

)(ln)('
)(
)(')(' xfxg

xf
xfxg

y
y

+=  
3. Multiplying by y : 









+= )(ln)('

)(
)(')(' xfxg

xf
xfxgyy  

4. Substituting by the value of  y : 

[ ] 







+= )(ln)('

)(
)(')()(' )( xfxg

xf
xfxgxfy xg  

 
*********************  
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')(أوجد المشتقة الأولى  -1 xf للدوال التالية باستخدام التعريف:É  
            64)(:1 xxf =                               
)6)(3()(:2 2 −+= xxxf                                          

   34)(:3 23 −−= xxxf                    
)5)(2)(1()(:4 −+−= xxxxf  
          )1)(()(:5 23 −+= xxxxf                

)sec()cos(sintan)(:6 324 xxxxf −+=                        
   )1)(12()(:7 2 −+= xxxf                                

xxxxf sin1013)(:8 3
2

7
4

−+=                          
   )tan(cosln)(:9 23

xxxexf x −++=                 
xxxxf 153cotsec)(:10 24 −+=                 

  المشتقة الأولىأوجد  -2
dx
dy موضحاً الإجابة بالرسمللدوال التالية : É  

xxy cos:1 2=   
4)12(

:2
−

=
x

xy        

 
4)12(

:3
−

=
x

xy   
4)12(

:4
−

=
x

xy  
233 )98(.)76(:5 +−= xxy  xxy sin:6 3=          

xxxxy tancot2:7 2+=       3 3 278:8 += xy         

3
3 310:9

x
xy +=  3/22 )169(

4:10
+

=
x

y  

  É : إذا كانتy'أوجد المشتقة الأولى   -3
100:1 =+ yx  108:2 22 =+ yx  
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yxy cos:3 2 =   
xyxxyx =−+ tan)sin(2:4 2    

)sec(cotcos:5 22 yxyxxy =+   
)(

)sin(
)cot(:6

2
2 xcse

xy
yyx =+                    

)()ln(:7 )sin( xyxye x =+  

)ln(sin()cot(:8
4

xye
y

yx x =+             

 )1cos(18:9 22

xy
eyyx xy =+  

)cot())(()(:10 3 xxcseyxxyx =−−  

xeyإذا كانت   -4 x sin= برهن أن: É  
02'2" =+− yyy  

  É : أوجد المشتقة الرابعة لكل من الدوال التالية-5
153:1 235 ++−= xxxy  

12

:2 += xey  

xy 3sin:3 =  
  É :فيها  كل مشتقةدرجة  ثم حدد nمشقة الدوال التالية إلي الدرجة  أوجد -6

1525:1 23 ++−= xxxy  
13 2

:2 += xexy  

95:3 2 +−= xxy  

*****************  
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