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Application of the Derivatives 
  
  

لها دور فاعل في  والتي هذا الفصل بعض التطبيقات الهامة على المشتقات فينقدم   
    :منهاوإيجاد حلول لكثير من المسائل التطبيقية 
 

Equation of The Tangent and Normal Lines to a curve  
),( والمار بالنقطة m ذي ميلنعلم أن معادلة الخط المستقيم    00 yx ما يليك تعطي:   

)( 00 xxmyy −=−  
),(وبما أن ميل المستقيم عند النقطة  °° yx هو   

)( °′= xfm  
   :على الشكل معادلة المستقيم تكون فإن

)()( 000 xxx fyy −′=−  
  أو 

)()()( 000 xxx fxfy −′=−  
بشرط أن أيا من  (−)1(وبما أن حاصل ضرب ميلي مستقيمين متعامدين يساوي   

   :أي أن) المستقيمين لا يوازي المحور الرأسي
121 −=× mm  

  : لذلك فإن

2
1

1
m

m −
أو  =

1
2

1
m

m −
=  

) 0,0(: بشرط أن 12 ≠≠ mm  
   :وبما أن المعادلة العامة للخط المستقيم هي

)( 00 xxmyy −=−  
   :ميل العمودي على المماس يساوي مقلوب ميل المماس بإشارة مخالفةفإن 
)0)((,

)(
1

0
0

≠′
′

−= xf
xf عموديm  
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   :بالتالي فإن معادلة العمودي على المماس هي
)(

)(
1

0
0

0 xx
xf

yy −
′
−

)(أو −=
)(

1)( 0
0

0 xx
xf

xfy −
′

−=−  

  
   :مثال
 :حيث f لمنحنى الدالةx=2 أوجد معادلة المماس ومعادلة العمودي على المماس عند  

252)( 3 +−= xxxfاً الإجابة بالرسم موضح.  
   :الحل
),( يجب تعيين النقطة :أولاً 00 yx 0 ويتم ذلك بإيجادy:   

252)( 0
3
000 +−== xxxfy  

82)2(5)2(2 3
0 =+−=y  

)8,2(),( 00 =∴ yx  
)(56             :اإذ 2 −=′ xxf  

6)2(195 :هو x=2 ميل المماس عند 2 =−=m  
   :بالتالي فإن معادلة المماس تكون على الصورة

)( 00 xxmyy −=−  
)2(198 −=− xy 03019أو =−− yx  

3019منها و −= xy  

19= بما أن ميل العمودي على المماس 
1−   

   :ي على المماس هي معادلة العموداإذ
)2(

19
18 −

−
=− xy     015419  أو =−+ yx.  

19 منها نحصل على
154

19
+

−
=

xy   

o b e i k a n d l . c o m



    
  

 305  

  
  

  :مثال
2522 ياكتب معادلتي المماس والعمودي على المماس للمنحن   =+ yx عند النقطة 

)4,3(.  
   :الحل
 فيكون لدينا xاس نشتق طرفي المعادلة بالنسبة للمتغير لإيجاد معادلة المم  

022 =′+ yyx  

y
xyxyy −

=′→−=′∴ 22 4 ومنها 
3−

=m  

Qمعادلة المماس هي : )( 00 xxmyy −=−  

4
4
9

4
3

)3(
4
34

++
−

=

−
−

=−∴

xy

xy
  

02543

0
4

25
4
3

=−+

=−+

yx

yx  

Qالعمودي على المماس)الناظم( ميل :  

3
4

4
3
11

1 =
−
−

=
−

=
m

m  
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Q  العمودي على المماس هيمعادلة: )( 010 xxmyy −=−  
   : معادلة العمودي هي∴

0340
3
4

44
3
4)3(

3
44

=−→=−

+−=→−=−

yxyx

xyxy
  

  
   :مثال
22لمنحنى لالعمودي على المماس  )الناظم( اكتب معادلة   xy  −)3,1( عند النقطة =+

  .موضحاً الإجابة بالرسم
   :الحل
  .′y من المشتقة mعندئذ نحسب  ميل العمودي عليه 1mميل المماس و  mلتكن   
xy: بما أن     m=−2 منها     ′=2

:  عليهالعموديفإن ميل 
2
1

2
1

1 =
−
−

=m   
  : معادلة العمودي على المماس هي∴

[ ])1(
2
13 −−=− xy 1( ومنها(

2
13 +=− xy  

3
2
1

2
1

++= xyومنها
2
7

2
1

+= xy كما في الشكل التالي:  
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   :مثال

x أوجد معادلة المماس والعمودي للمنحني 
xy
−

=
4

3

  .)4,2( عند النقطة 
   :الحل

) :نحسب المشتقة   )2

32

4
)4(3'

x
xxxy

−
+−

 :منها نوجد ميل المنحنى =

3
8

32
2

)8(2)4(12
3 ==
−

=m تكون معادلة المماس هي بذلك:   
)2(34 −=− xy  23ومنها −= xy  
)2(ومعادلة العمودي هي  

3
14 −−=− xyومنها : 

3
14

3
1

−−= xyكما في الشكل التالي :  
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Rolles Theorem 
),( للاشتقاق على قابلة fإذا كانت    ba  على )متصلة(مستمرة و[ ]ba  وإذا كان,

0)()( == bfaf على الأقل فإن هناك عنصر واحدc في ),( ba حيث:  
0)(' =cf.  

   :البرهان
)()()(إذا كان  :أولاً   bfafxf ),( لكل == bax∈  
')(0ثابتة وبالتالي فإن  تكون دالة fفإن الدالة    =xf  لكل),( bax∈  
),(إذا كان هناك  :ثانياً   bax∈حيث أن  )()( afxf )()( : فإن≠ afxf  أو<

)()( afxf    :، لنأخذ الحالة>
  

)1   ()()( afxf >  

  

  

  

  

  
  

  

  
  

),(  فيcهناك عدد    ba ما يلي يحقق )()( cfxf ),(في  x لكل ≥ ba الة لأن الد
  .متصلة ولهذا تكون لها قيمة عظمى

)()(0 اإذ   ≤− cfxf إذا كان c العدد على يمين x0  فإن<− cx  
   :وبذلك فإن

0
c

)()(
≥

−
−

x
cfxf  

  : ومن ذلك
)1.........(0)()()( ≥

−
−

=′
→ cx

cfxfLimcf
cx

  

0  

y
  

a
  

c  b  
x
 

  مماس

0  a  c1 b  x  c2  c3  

y  
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−<0  فإنx  على يسار العددcوإذا كان  cxوبذلك :   
0)()(

≤
−
−

cx
cfxf  

   :ومن ذلك
)2.........(0)()()( ≤

−
−

=′
→ cx

cfxfLimcf
cx

  
)(0 :نستنتج أن )2 (،)1(من  =′ cf.  

  على فترة مغلقة وقابلة للاشتقاق على تلكمستمرة f إذا كانت الدالةنجد أنه  النظرية من  
 ، الصفريالفترة وتساولفترة المفتوحة وقيمة الدالة عند بداية الفترة تساوي قيمة الدالة عند نهاية ا

baبين  cفإنه يوجد على الأقل عنصر واحد  )ويكون المماس عند النقطة  , ))(, cfcًموازيا 
baبين c  قد يكون هناك أكثر من وتلمحور السينا    . المشتقة الأولى صفراًه تكون عند,

  

   :مثال
xxxf الذي يحقق نظرية رول للدالة (0,3)  في الفترةcأوجد العدد     62)( 2 −=  

   :الحل
)0()3(0حيث أن     == ff  على الفترة مستمرةوالدالة [  فترةوقابلة للاشتقاق على ال 3,0[
   :فإنه )3,0(

64)( −=′ xxf  
064(c) =−=′ cf  

064 =−∴ c  
∴=

2
3cيحقق نظرية رول لهذه الدالة .  

  

   :مثال
)()1( الذي يحقق نظرية رول للدالة (0,1)  في الفترةcأوجد العدد    3 −= xxxf  

   :الحل
)0()1(0 أن بما    == ffعلى الفترة ستمرةوالدالة م [  وقابلة للاشتقاق على الفترة 1,0[

    : فإنه)1,0(

x
xxxxf
2

)1(3)(
3

2 −
+=′  
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0 :نحصل على c نضع العدد 
2

)1(3)(
3

2 =
−

+=′
c

ccccf  

33

33

3
2

7
1

7
1

016

0
2

)1(3

=⇒=

=−+

=
−

+

cc

cc
c

ccc

  

3 :واضح أنمن ال 

7
1

=cيحقق نظرية رول لهذه الدالة .  

   : مثال
) فـي الفتـرة      c برهن على وجود قيمتان للعدد     الـذي يحقـق نظريـة رول للدالـة          2,0(

( )( )72)( +−= xxxxfمع رسم الدالة ؟   
                                             :    الحل
)0()2(0 أن بما == ff على الفترة ستمرةمكثيرة الحدود والدالة [  وقابلة للاشتقاق 2,0[

): عليها فإن )( ) ( ) ( )2772)(' −++++−= xxxxxxxf  بوضع c بدلا من x 
)            :نحصل على )( ) ( ) ( )2772)(' −++++−= cccccccf  

  : وبمساواتها بصفر نحصل على 
027145 222 =−+++−+ cccccc 014103 منها يكون لدينا 2 =−+ cc وبالتالي 

  .  تحققان النظرية cيكون هناك قيمتان للعدد 
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Mean Value Theorem 
),( قابلة للاشتقاق على fإذا كانت    baعلى )متصلة( مستمرة  و [ ]ba فإن هناك  ,

),(  فيcعلى الأقل عنصر واحد  ba يحقق:   

ab
afbff

−
−

=
)()((c)'  

   :البرهان
)()()()()()(نعرف الدالة    ax

ab
afbfafxfxg −

−
−

−−=  

  :أنكما تحقق شروط نظرية رول g نلاحظ أن
ab

afbfxfg
−
−

−′=′ )()()((x)  

)( هناك اإذ b,ac )(0 :حيث أنو ∋ =′ xgمنها و
ab

afbfcf
−
−

−′=′=
)()()((c)g0  

 : أننجدومن ذلك 
ab

afbfcf
−
−

=′ )()()(  
)()(  يكونتوضح هذه النظرية بأنه ليس من الضروري أن   bfaf   بينc لوجود عدد =

ba ) يكون المماس عند النقطة , ))(, cfc بين النقطتين موازياً للخط الواصل 
( ) ( ))(,,)(, bfbafa  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
   
  
  

0  

y  

a  b  x  C  x  0  

y  

a  b  x  C    

(a,f(a)) 

(b,(f(b)) 

x x 

y 

y  
a c1  b c2   
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    :مثال
)2(إذا كان    

3
1)( 3 xxxf ] في الفترة cفاوجد العدد =+ الذي يحقق نظرية القيمة  3,0[

   .الوسطى
   :الحل
)2( حيث أن الدالة  

3
1)( 3 xxxf   :قاقوقابلة للاشت) كثيرة الحدود  ( ة متصل=+

3
2)( 2 +=′ xxf  

03: بحيث )3,0( بين cفإنه يوجد عدد   
)0()11()(

−
−

=′ ffcf  

3
11

03
0922 =

−
−

=+c  

بذلك فإن 
3
5

3
5c 2 ±=→= c ،وحيث أن العدد

3
5c   )3,0(يقع خارج الفترة =−

3  الذي يحقق نظرية القيمة الوسطى هوc فإن العدد ∴  
5c =   

  

   :مثال
) في الفترة c وضح لماذا لا يوجد عدد  يحقق نظرية القيمة الوسطى للدالة −2,1(

x
xf 1)( =.  

   :الحل
]على الفترة مستمرة ح أن الدالة غير واض   ]2,1−   
  .x=0 يقع داخل الفترة والدالة غير معرفة عندما 0ن العدد لأ  

  

   :مثال
  : باستخدام نظرية القيمة الوسطى برهن صحة ما يلي

baabab <∀−<− −− ,tantan 11.  
   :الحل
xxfبفرض أن    1tan)( ]الاختياري) المجال(والفترة =− ]ba نظرية   عندئذ وبتطبيق,

]القيمة الوسطى على هذه الدالة المستمرة والقابلة للاشتقاق على المجال  ]ba   :نجد,
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ab
ab

ab
afbfcf

−
−

=
−
−

=′
−− 11 tantan)()()(  

21منها 
1)(
x

xf
+

21 أي أن ′=
1)(
c

cf
+

   منها نحصل على ′=

ab
ab

c −
−

=
+

−− 11

2
tantan

1
1  

1ولكن 
1

10 2 <
+

<
c

  ن المقام أكبر من البسط وكلاهما موجبان لأ 

1tantanإذاً 11

<
−
− −−

ab
ab  

abab: منها نحصل على  −<− −− 11 tantan وهو المطلوب.  
Increasing and decreasing 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

y  

x1 x  x2 

I  
f تناقصیة على الفترة   

 y = f ( x )  

y  

x1 x  x2 

I  
f تزایدیة على الفترة   

 y = f ( x )  

  :تعریف
21دالة معرفة على فترة ما ولتكن fلتكن    , xxٍعددين اختيارين في تلك الفترة عندئذ  :  
a.  تسمىf دالة متزايدة  "increasing function  " على الفترة إذا كان  

  )()( 12 xfxf > ⇒>∀ 12 xx  
b.  تسمىf دالة متناقصة  "decreasing function  "إذا كان  على الفترة  

  )()( 12 xfxf < ⇒>∀ 12 xx  
c. تسمى f دالة ثابتة  "constant function  "إذا كان  على الفترة  

  )()( 12 xfxf Ixx  لكل= ∈12   . تنتمي إلى نفس الفترة,
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  : مثال
)(4ابحث تزايد الدالة   xxf )0()0( وتناقصها على الفترتين = 21 ∞=−∞=  ,L,L.  
   :الحل
21)(0, إذا كانت :أولاً −∞∈,xx حيث:    

0,0 12

21

<<
<

xx
xx

Q
  

21 :أنوحيث    xx 4وهذا يودي إلي >
2

4
1 xx 12مثلا  < 116 هذا يؤدي إلي −>− >.  

-),0(تكون تناقصية على الفترة xf)( الدالة ∴   ∞  
,0) ,(  إذا كانت:ثانياً 21 ∞∈xx   

           أنحيث 
0,0 12

21

>>
<

xx
xx

Q
  

21                      وحيث أن xx <  
        4

2
4
1 xx <  

  
 xf)( الدالة ∴ 

 على تزايديةتكون 
)0,(الفترة  +∞  

والشكل الآتي يبين  
  ذلك 

  

f (x) = x4 

  تزایدیة

∞−  

y 

b ∞  

  تناقصیة

a 

y  

x1 x  x2 

f دالة ثابتة   

 y = f ( x )  o b e i k a n d l . c o m
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 كلما ∞−)(0, الشكل السابق نلاحظ أن قيمة الدالة تتناقض على الفترة فيبالتدقيق   
0) ,(في هذه الفترة وأن قيمة الدالة تتزايد على الفترة xازدادت قيمة   كلما ازدادت ∞+

  .في هذه الفترة x قيمة
  

  :ملاحظة
   :أن علمنا فيما سبق 

يصنعها  التي θظل الزاوية  =  في تلك النقطةمشتقة الدالة =  في نقطةميل المماس  
  .الاتجاه الموجب لمحور السينات مع سالمما
0 : صفر إذا كانتيساويلا أن ميل المماس ب علماً

2
>> θ

π  

 :صفر إذا كانت <وأن ميل المماس 
2
πθπ >>  

   :ومن بيان الدالة الموضح بالشكل التالي نجد أن
كون تزايدية على الفترات التي يكون فيها المماس يصنع زاوية حادة مع  تxf)( الدالة -1

  .الاتجاه الموجب لمحور السينات
على الفترات التي يكون فيها المماس يصنع زاوية منفرجة   تكون تناقصيةxf)( الدالة -2

 .مع الاتجاه الموجب لمحور السينات

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

x 

y 

 مماس
 مماس مماس
θθθ

R∈ y = f 

o b e i k a n d l . c o m
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   :الإثبات

21لتكن    -1 , xx  أي عددين في الفترة)( b,a  21بحيث يكون xx ولتكن  >
)(الدالة xf مستمرة على الفترة )( 21 x,x وقابلة للاشتقاق على الفترة )( 21 x,x 

  :لمتوسطة نجد أنفمن مبرهنة القيمة ا

12

12 )()()(
xx

xfxf cf
−
−

=′  

21 بما أن   xx )(0:  كما أن؛ >   cf   ) من الفرض (  ′<
)()(0 اإذ   12 >− xfxf و بالتالي فإن: )()( 12 xfxf >  
)()(: وبذلك يتبين لنا أن   2121 xfxfxx <→<  
)( لتزايد وتناقص الدالة ينتج أن  من التعريف السابقاإذ   xf  تكون متزايدة على

)(الفترة  b,a.  

   .بطريقة مماثلة يمكن إثبات الجزء الثاني من المبرهنة  -2
   :مثال
)(23ار الدالة باستخدم المبرهنة السابقة لاخت   xxf من حيث تزايدها وتناقصها على =−

   :نالفترتين المبيتي
)0, (-L1 ∞= ، )(0,L2 ∞=  

   :الحل
23)( xxf −=  
xx f 6)( −=′∴  

Theorem 

La,b : وقابلة للتفاضل على الفترةL مستمرة على الفترة xf)(لتكن الدالة  ⊆)(  
)(  0إذا كانت   -1 >′ xf لجميع قيم )( b,ax )( تكون ∋ xf متزايدة على

)(الفترة b,a .  
)(  0إذا كانت  -2 <′ xf لجميع قيم )( b,ax∈تكون )( xf متناقصة على الفترة 

)( b,a.  

o b e i k a n d l . c o m
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L1-) ,0(  للفترة تنتميxإذا كانت ) 1   : وبالتاليx>0 فإن =∞
  0)(06 >′→>− xfx  
1Lx الدالة تزايدية لجميع قيم ∴    ∈   

L)0,(  تنتميxإذا كانت ) 2 2   : وبالتاليx<0 فإن =∞
  0)(06 <′→<− xfx  
2Lxقيم  الدالة تناقصية لجميع ∴   ∈   
)(إذا كانت    xf  دالة حقيقية معطاة فقد يكون هناك عدد معلوم من الفترات التي هي

)(جزء من نطاق الدالة  xf  0وتكون عليها)( >′ xf كما قد يكون هناك عدد معلوم 
)(نطاق الدالة من الفترات التي هي جزء من  xf  0ويكون عليها)( <′ xf ولتحديد 

   :التعريف التاليتلك الفترات نورد 
-1Critical Point  
)( القيم الحرجة للدالة تعرف  xf  التي نطاقها الفترةLبأنها القيم :   

( ]baLcx ,=∈=  
   :الآتيةلتي تحقق إحدى الشروط ا
a. 0(c) =′f   
b. (c)f   ) غير معرفة (  غير موجودة ′
c.   القيمةc النهائية للفترة المغلقة  القيمةهي L مغلقةال أو نصف.  

ن عندها التي تكو xونبين هنا أنه لإيجاد القيمة الحرجة للدالة يتم إيجاد قيم   
0)( =′ xf   

}أي  }0)(:1 =′= xfxk  
   :التي يكون عندها مشتقة الدالة غير موجودة أي xكما يتم إيجاد 

}غير موجودة {  )( :2 xfx k ′=  
Lkk, .......c,cc     فإذا كانت n IU 2121 ∈  

   :ة من حيث أنفتكون الفترات التي يتم فيها اختبار الدال
   xf )(0 أو ′< )(0   xf <′:هي   

( ] [ )121 ,),,(..,,........., caccbc n  

o b e i k a n d l . c o m
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xf   or xf  )(0)(0ونناقش ما إذا كانت   بمعنى نناقش التزايد أو التناقص ′<′>
  .للدالة عند كل فترة من هذه الفترات

  

   :مثال

2 :أوجد النقاط الحرجة للدالة  
2
1

3
1 23 −−= xx y   

   :الحل
 نضعها تساوي صفر ونحل المعادلة ذات xنحسب المشتقة الأولى للدالة بالنسبة للمتغير  

  .xالمجهول
 0)1)(2(2)( 2 =+−=−−=′=′   x xxxx fy  

   x=   2  أوx=− 1منها و
  .x لـ  في عبارة الدالة لكل قيمةنعوض 

4
32)2(

2
1)2(

3
12 23 -y x    عند=→=−+=

6
192)1(

2
1)1(

3
11 23 =+−−−=→−= yx  

x f )(وبما أن  فإن النقاط الحرجة ،  IR كثيرة حدود معرفة في مجموعة الأعداد الحقيقية′
 :هي






 −






 −

6
19,1,

3
4,2  

  

   :مثال
32     :جة للدالةأوجد جميع القيم الحر  4)5()( −+= xxxf  

   :الحل
3واضح أن الدالة تأخذ الشكل التالي 

1
2 )4()5()( −+= xxxfوتكون مشتقتها كالتالي:  

3
1

3
2

2 )4)(5(2)4()5(
3
1)( −++−+=′

−

xxxxxf  

3
1

3
2

2

)4)(5(2
)4(3

)5()( −++
−

+
=′ xx

x

xxf  

3
2

2

)4(3

)4)(5(6)5()(
−

−+++
=′

x

xxxxf  
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[ ]
3
2

3
2

)4(3

)197)(5()(
)4(3

2465)5()(
−

−+
=′→

−

−+++
=′

x

xxxf
x

xxxxf  

)(0تحقق النقاط الحرجة  =′ xf أو )( xf     غير موجودة′
)(0إذا كانت  =′ xf فإن:   

0
)4(3

)197)(5(

3
2 =

−

++

x

xx  

)5)(197(0إذا كان وفقط  =−+ xx  

7
195 =−= xorx  

)( xf    غير معرفة عندما المقام يساوي صفر ′
0)4()4( 3 23

2

=−=− xx  
  x=4 دماأي عن

 :هي xفيمجموعة القيم الحرجة  ∴ 






 − 4,

7
19,5  

-2Maximum and minimum values)( xf 
  
  
  
  
  
  
  
  

)(للدالة  )عظمى(ىصغرة قيم cf)(وإذا كانت    xf على الفترة L فإننا نقول 
  .cعند العدد ) عظمى(صغرىتأخذ قيمة  fبأن
  
  
   

  :تعريف
)( لتكن  xf دالة معرفة على الفترة L وليكن cٍعدداً في هذه الفترة عندئذ :  
a.  تسمى)(cf قيمة عظمى للدالة )( xf على الفترة L إذا كان:  

Lx ∈∀ )()( cfxf ≤  
b.  تسمى)(cf قيمة صغرى للدالة )( xf على الفترة L إذا كان:  

Lx ∈∀ )()( cfxf ≥ 

o b e i k a n d l . c o m
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)وبذلك تكون النقطة    ))(, cfc (على منحنى الدالة)خفضأ(هي أعلى نقطة( xf على
),(الفترة  baL =.  

-3)(xf 
Maximum and Local minimum values Local 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  :تعریف
  : عندئذfٍ عدداً في نطاق الدالة cليكن 

-a   تسمى)(cf قيمة عظمى محلية للدالة )( xf إذا وجدت فترة مفتوحة تحتوي 
),(:  بحيث أنcعلى العدد  bax ∈∀ ⇐≤ )()( cfxf  

-b  تسمى)(cf قيمة صغرى محلية للدالة )( xf إذا وجدت فترة مفتوحة ),( ba 
),(: بحيث أنcتحتوي على العدد  bax ∈∀ ⇐≥ )()( cfxf 

 b    x  x 

y 

a a b  c  

( ))(, cfc  

c  

( ))(, cfc  
•  

)(cf  قيمة صغرى للدالة)(xf  
 Iعلى الفترة 

)(cf للدالة  قيمة عظمى)(xf  
 I على الفترة  

y o b e i k a n d l . c o m
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                                                0)(c f 4 =′             0)(c f 2 =′  

c f)(0                                       قیمة عظمى                            3 =′  

  
    

                                                              
      صغرىقیمة                                                            

    
  
  
  

  
   

  
   Critical valuesجة الحرالقيم 
)(لتكن     xf دالة مستمرة على المجال [ ]ba  الفترة وقابلة للاشتقاق على ,

),( ba0 عندئذ ندعوxx )(0 نقطة حرجة إذا كان = 0 =′ xf أو )( 0xf  غير ′
  .موجودة

  :يبين التعريف التالي طريقة إيجاد القيم القصوى المحلية باستخدام المشتقة الأولى للدالة  
)(لتكن    xf دالة مستمرة على المجال [ ]ba  وقابلة للاشتقاق على المجال ,

),( ba ،0 كانتوإذاxx )(قيمة حرجة للدالة  = xfعندئذ:  
')(0إذا كان  -1 >xf لجميع( )0, xax ')(0و∋ <xf لجميع( )bxx ,0∈ 

)(عندئذ يكون للدالة  xf قيمة قصوى محلية )( 0xf 0عند النقطةxx =.  
')(0 إذا كان-2 <xfلجميع قيم( )0, xax ')(0 و∋ >xf لجميع

( )bxx )(عندئذ يكون للدالة ∋0, xf قيمة صغرى محلية )( 0xf عند النقطة
0xx =.  

')(0كان إذا  -3 >xf لجميع قيم( )bax ')(0أو∋, <xf لجميع( )bax ,∈ 
)(دالةال عندئذ لا تملك xf أي قيمة قصوى محلية أو صغرى محلية عند أي نقطة

),(0 bax ∈.  

y 
  

0)(c f 5 =′  

  

  

0)(c f 1 =′  

  

  صغرىمة قی    صغرى    قیمة  

  قیمة عظمى

  

x 
c1 c2 c3 c4  c5 

o b e i k a n d l . c o m



    
  

 322  

   Absolute Min Max Values: قةالقيم القصوى المطل
 مجالاً مغلقاً عندئذ يكون fD ا مستمرة على نطاقها وكان نطاقه دالةf  الدالةإذا كانت   

   .)شاملة (لهذه الدالة قيم قصوى مطلقة 
]على فترة مغلقة  المتصلة fخطوات إيجاد القيم القصوى للدالة ]ba ,:   

]أوجد جميع القيم الحرجة في الفترة  -1 ]ba ,.  
  .c  لكل قيمة حرجةcf)( احسب  -2
)(,)(احسب قيمة  -3 bfaf.  

يمة العظمى وبذلك تكون أكبر قيمة محسوبة هي الق) 3(، )2(قارن القيم المحسوبة في   
] على الفترةfللدالة ]ba على  fوأصغر قيمة محسوبة هي القيمة الصغرى للدالة ، ,

]الفترة  ]ba ,.  
  

  : مثال
2لتكن    

1)(
x

xf = حدد ما إذا كانت أرسم الدالة و f متزايدة أو متناقصة على 
  الفترات المعطاة واوجد القيم القصوى على كل فترة 

[ ] ( ] ( ] [ ]2,1,1,2,)2,1(,2,1,2,1 −−−  
   :الحل
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2تفاضل الدالة

1)(
x

xf =هو  x
xf 1)('    : نحصل على منها=−

00)(' <⇐> xxf  
00)(' >⇐< xxf  

  

  الفترات  التزايد  التناقص  القيم العظمى  القيم الصغرى

4
1(2) =f  1(1) =f  متناقصة    [ ]2,1  

4
1(2) =f  متناقصة  لا توجد    ( ]2,1  

  )2,1(    متناقصة لا توجد  لا توجد
(1)1  لا توجد =f متزايدة  متزايدة  ( ]1,2 −−  

4
1(2) =f

]  ليست متزايدة  ليست متناقصة  لا توجد   ]2,1−  
  

   :مثال
   :د القيم القصوى المطلقة للدالةجأوجد القيم العظمى المحلية والقيم الصغرى المحلية ثم أو  

[ ]3,3,
3
14)( 3 −∈−= xxxxf  

   :الحل
)2()2()(4)( 2 xxxfxxf +−=′→−=′  

)(0 القيم الحرجة هي عندما ∴  =′ xf   
2,2 −== xx  

} القيم الحرجة هي ∴  }2,2−  
)  الفترات هي∴  ] [ )2,3,3,2,)2,2( −−−  

)(وعلى ذلك فإنه يلزم تعيين إشارة  xf    :على هذه الفترات كما يلي′
]  إذا كانت  ) 1 )2- , 3- ∈x  0 فإن)( <′ xf  

  .]2 , 3- ( تناقصية على الفترة xf )(فالدالة 
)(0 إنف x∋−  )2,2(  إذا كانت  ) 2 >′ xf  

  .)2 , 2- ( تزايدية على الفترة xf )(فالدالة 

o b e i k a n d l . c o m
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) إذا كانت  ) 3 ]3,2 ∈x 0 فإن)( <′ xf  
)تناقصية على الفترة  xf )(فالدالة  ]3,2.  

  x=−2الة قيمة صغرى محلية عند أن للد) 3 (،) 1(نستنتج من   

3 وهي
16(-2) −

=f  
  x=2نرى أن للدالة قيمة عظمى محلية عند ) 3 (،)2(ومن 

3 وهي
16(2) =f  

3,3 بقي اختبار الدالة عند =−= xx  
  ]  2- , 3-( رة وحيث أن قيمة الدالة تتناقص على الفت

] لجميع قيم )  , --   ,xx f -f 23)()3( ∈>∴  
]قيمة عظمى محلية على الفترة f= (3-)3-وبذلك تكون  )2- , 3-   

)كما يتضح أن قيمة الدالة تتناقص على الفترة  ]3,2    
 )(  (3) xff <∴  

) لجميع قيم ]3,2∈x   
)  قيمة صغرى محلية على الفترةf= (3)3 وبذلك تكون ]3,2  .  

  :هيمما سبق نرى أن القيم العظمى المحلية للدالة 
3(-3) ,

3
16(2) −== ff

  
   : المطلقة هيالعظمى القيمة ∴

3
16(2) =f  

   :المحلية هيأما القيم الصغرى 
3(3) ,

3
16(-2) =

−
= ff  

 :المطلقة هي  القيمة الصغرى∴ 
3
16(-2) −

=f  
  :هووبيان الدالة 

   

o b e i k a n d l . c o m
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   :مثال
23 )(43  أنبفرض   +−= xxxf تزايد وتناقص الدالة واحسب القيم فترات أوجد 

  .وارسم الدالة والعظمى الصغرى
   :الحل

  :ها تزايد وتناقص الدالة نوجد مشتقتفترات لبيان 
xxxf 63)(' 2 =− ')(3)2( ومنها =− xxxf  

3)2(0 ومنهاxf< ')(0: وبالتالي >−xx هذا يؤدي إلى ( ) ( )∞∞−∈ ,20, Ux والدالة 
)متزايدة في المجال ) ( )∞∞− ,20, U 0 وكذلك)(' <xf هذا يؤدي إلى ( ) 0)2(32,0 <−⇐∈ xxx 

)والدالة متناقصة في المجال   نحصل على القيم الصغرى والعظمى المحلية من خلال 2,0(
'00 أو x=2 انعدام المشقة =⇒= xy وبالتالي النقطة ( كما في  هما نقطتين جدتين 2,0(
  :الجدول التالي

  

∞−    2    0  
∞−  x  

  +  
  الدالة تزايدية

0  -  
  الدالة تناقصية

0  +  
  الدالة تزايدية

'y  

∞+    0    4  
∞−  y  

   min   max   

  

)3,3(  

)-3,-3(  









3
16,2

  







 −
−

3
16,2   
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4 
Test first derivative for maximum and minimum values 

التي I  على الفترة المفتوحةلاشتقاقوقابلة ل cدالة متصلة عند العدد الحرج  fلتكن   
  :نفسه عندئذ c، فيما عدا عند العدد cالعدد الحرج  على تحتوي

a.  إذا تغيرت إشارة)(' xf تغيرت(  من سالب إلى موجب )(xf من تناقص إلى 
  .xf)( تكون قيمة صغرى محلية للدالة cf)( فإن cعند العدد ) تزايد 

b.  إذا تغيرت إشارة)(' xf تغيرت(  من موجب إلى سالب )(xf من تزايد إلى 
  .xf)( تكون قيمة عظمى محلية للدالة cf)(  فإنcعند العدد ) تناقص

c.  0إذا كانت)( >′ xf 0 أو)( <′ xf لكل I∈x ]  فيما عدا عند العددc[  فإن 
)(cfلا تعتبر قيمة قصوى محلية للدالة  )(xf. 

  
   :مثال

)أوجد القيمة العظمى المحلية أو الصغرى المحلية للدالة   )xxxf −= 8)( 3.  
   :الحل

)()8(إذا   3
1

xxxf ),( نطاق الدالة هو بذلك=− ∞−∞  

 تحديد القيمة الحرجة 
3
1)8()1()( 3

2
3
1









−+−=′∴

−

xxxx f  

3
2

3
2

3
1

3

)83

3

)8(

x

xx

x

xx −+−
=

−
+−=  

0,20)2(4

3

48

3
2

3
2 ≠=→=

−
=

−
→ xx

x

x

x

x إذا 

0=x لأن قيمة حرجة )( xf    غير معرفة ′
)(0 لأن  قيمة حرجةx=2كذلك =′ xf   
  :يكون تقسيم فترات الاختبار كالآتي وبذلك

),2(),2,0(),0,( ∞−∞  
  

  

o b e i k a n d l . c o m
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f (x)  نقطة الاختبار  الفترة   القيم القصوى المحلية  الدالة  ′
)0,(   لا توجد قيم صغرى ولا عظمى  تزايدية  + 1-  ∞−
  لا توجد قيم صغرى ولا عظمى  تزايدية  +  1  )2,0(
),2(   توجد قيم عظمى محلية   تناقصية  ــ 3  ∞

  

3 وتساوي f)2( القيمة العظمى المحلية هي إذا 26  
  

-5 
Test second derivative for determine maximum and minimum values 

)(0 وكان c في فترة مفتوحة تحوي عداداً لاشتقاق دالة قابلة لf  أنباعتبار =′ xfفإنه :   
′′> )(0إذا كان  )1 cf فإن )( cfة كبرى نسبية قيم.  
)(0إذا كان  )2 >′′ c f فإن )( cfقيمة صغرى نسبية .   
  
  
  
  
                         
  
  

  :ملاحظة
cf )(إذا كان  -     . كمية غير معرفة يستخدم الاختبار الأول′
′= )(0إذا كان  -   cfيستخدم الاختبار الثاني  .  

  

   :مثال

)()8(حيث  xf)(أوجد القيم الكبرى والصغرى المحلية للدالة   23
2

−= xxxf.  
   :الحل

3
1

23
2

3
2)8()2()(

−

−+=′ xxxxx f  

f (x)   

c 

0>′′y  

0(c)f =′′  

f (x)   

c 

0<′′y  

0(c)f =′′  

x  x  

o b e i k a n d l . c o m
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3
1

22

3
1

2
3
5

3

1626

3

)8(22)(
x

xx

x

xxx f −+
→

−
+=′  

3
1

2

3
1

2

3

)2(8

3

168

x

x

x

x −
→

−
→  

  :  القيم الحرجة هي∴
 2±=x 0 عندها)( =′ xf  
 0=x عندها )(' xf غير معرفة   

)2,(,)2,0,()0,2,(),2( : الفترات هي∴ −−∞−∞  
  :نكون الجدول التالي 

  

  القيم القصوى المحلية f (x)الدالة   'f (x)  نقطة الاختبار  الفترة
)2,( −−∞  

    تناقصية  -  2-
  توجد قيم صغرى محلية f -)2(  تزايدية  +  -1  −)0,2(

  توجد قيم عظمى محلية f (0)  تناقصية  - 1  )2,0(
),2(   توجد قيم صغرى محلية f )2(  تزايدية  + 3  ∞

  
  

   :مثال
)(xxxf 27أرسم الدالة   3 باستخدام الاختبار أوجد القيم الكبرى والصغرى  =−

  . التفاضلي الثاني
   :الحل

0)9(3273)( 22 =−→−=′ xxx f  
392 ±=→= xx  

xxf 6)( =′′  
  لحرجة بالتفاضل الثاني  باستخدام اختبار الأعداد ا∴

018(3) >=′′f  
)3,)3(( قيمة صغرى والنقطة هي x=3عند  ∴ f ←− )54,3(   

o b e i k a n d l . c o m
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0183)( <−=−′′f  
3x قيمة كبرى عند ∴ )3,)3((النقطة هي و =− −− f ←− )54,3(  

  

  
  

-6 
Concaveity of a curve and infections points 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

)2,( −−∞  
  تناقصیة فترة 

)0,2(−  
  فترة تزايدية 

)2,0(  
  فترة تناقصیة

  

),2( ∞  

  فترة تزايدية

  :تعریف
 إنه مقعر للأعلى إذا كانت I القابلة للاشتقاق في فترة fيقال لمنحنى الدالة   

0)( >xf في الفترة I 0 ويقال أنه مقعر للأسفل إذا كانت)( <xfفي تلك الفترة .  
  : ي دالة كالآتيولذلك يمكن أن نختبر تقعر المنحني لأ

′′< )(0 يكون مقعراً للأعلى إذا كانت fمنحنى الدالة  - xf في الفترة I.  
′′> )(0 يكون مقعراً للأسفل إذا كانت fمنحنى الدالة  - xf في الفترة I.  

b 

0(x)f <′′  

x a c b 

0(c)f >′′  
(c.f(c))  

c a x 

o b e i k a n d l . c o m
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  :Inflection point) الانعطاف(نقطة الانقلاب 
ن أعلى إلى أسفل أو العكس ويكون عندها هي النقطة التي يتغير عندها تقعر المنحنى م   

0)( =′′ cf ويقال للنقطة أنها نقطة انقلاب إذا وجدت فترة مفتوحة ),( ba حوي عدداً تc 
   :بحيث

  
  
  
1. 0)( >′′ xf عندما cxa ′′> )(0و >> xf عندماbxc <<  
2. 0)( <′′ xfعندما cxa ′′< )(0و >> xf عندما bxc <<  
  

  :مثال
3xyأوجد نقطة الانقلاب للمنحنى   =.  

   :الحل
  :نوجد المشتقة الأولى ثم الثانية  

xyxy 63 2 =′′⇒=′∴  
0060 =⇒=→=′′ xxy  
0060 >→>→>′′∴ xxy  
0060 <→<→<′′∴ xxy  
 )0(0   ,  -xy ∞∈→<′′∴  

 ) ,- 0 (0 ∞∈→>′′ xy  
  )0,0(النقطة وهي  يوجد نقطة انقلاب x=0 عند ∴

f (x)  نقطة الاختبار  الفترة   نقطة الانقلاب تقعر المنحنى  ′
)  إلى أسفلمقعر   - 1-  ∞−),0( ))0(,0 f 

),0(   )0,0(  إلى أعلىمقعر   +  1  ∞
  

 تقعر لأعلى 

 تقعر لأسفل 

o b e i k a n d l . c o m
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   :مثال

3أوجد نقطة الانقلاب للمنحنى   
1

xy =.  
   :الحل

3
2

3
2

3

1
3
1

x
xy ==′

−

  

 ىهذا يؤدي إل
3
5

3
5 1

9
2

3
1

3
2

x
 x y −

=






−
=′′

−

  

0010 3
5 <→<→>′′∴ x

x
y  

000
9

20 3 5

3
5 >→>→>

−
→<′′ xx

x
y  

   ) ىالأعل تقعر إلى ( y′′<0 تكون ∞−),0( الفترة ∴
)0,(وفي الفترة    ) سفل الأتقعر إلى  ( y′′>0 تكون ∞+

) توجد نقطة انقلاب هي x=0 عند ∴ ))0(,0 f 0,0(وهي(.  
  

f (x)  نقطة الاختبار  الفترة   نقطة الانقلاب  تقر المنحنى  ′′
  )0,0(  ىعلأمقعر   +  -1  ∞−),0(
),0(   )0,0(  سفلمقعر أ  - 1  ∞

o b e i k a n d l . c o m
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-7Graph curves 
   : ما نبتع الخطوات الآتيةيقوم برسم منحننلكي   

)()(نوجد  )1 xf, xf )( للدالة ′′′ xf.  
  . والفترات التي تتناقص فيها الدالة،فيها الدالةحدد الفترات التي تتزايد ن )2
  .حدد أنواع التقعر للمنحنى خلال الفترات المختلفةن )3
   : النقاط المهمة على الرسم مثلبينن )4

 مع ي نقاط تقاطع المنحن و نقاط القيمة الطرفية، نطاق الانقلاب،النقاط الحرجة  
   .yمحوروxمحور

  
1  
  
  
  
  
  
  

 xتقاطع مع 

 نھایة صغرى

 نھایة كبرى 
 yتقاطع مع 

 xتقاطع مع 

 نقطة طرفیة 
 نقطة طرفیة 

o b e i k a n d l . c o m
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  : مثال
)(ارسم المنحنى للدالة  xfy )(104 حيث = 34 +−= xxxf  10,10(في الفترة(−.  

   :الحل
0)(124)( 23 =′→−=′ xfxxxf  

0124 23 =−∴ xx  
0)124(2 =−xx  
 3   x ,0 ==∴ x  

xxxf 2412)( 2 −=′′  
   نوجد القيم الكبرى والصغرى بالتفاضل الثاني -

)3(24)9(12(3) −=′′f  
072108 >−=  

)17,3()3,)3((  توجد قيمة صغرى عند النقطة∴ f←−  

   :التقعر والانقلاب
024120)( 2 =−→=′′ xxxf  

0)2(12 =−xx  
2,0 ==∴ xx  

2)2,)2(()6,2(: نقطة الانقلاب الأولى هي −→→= fx   
0)0,)0(()10,0( :نقطة الانقلاب الثانية هي →→= fx  

  

  x 10-  بينهما  0  بينهما  2  بينهما  3  بينهما  10
الدالة 
 - 1-  +  متزايدة

الدالة 
الدالة   -  0  -  متناقصة

  f'  متناقصة
التقعر 
 + 1  +  للأعلى

التقعر 
التقعر   +  0  -  للأدنى

  f"  للأعلى
  -17  3 - -6  -  10  +  14010  f  

لا توجد 
نهاية     نهاية

لا توجد     صغرى
    نهاية

لا 
توجد 
  نهاية

لا توجد   
  نهاية
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   :مثال
)(xxf sin ارسم منحنى الدالة  ]على المجال = ]ππ 22 ,−.  

   :الحل
]بما أن   ]ππ 22 ,x −∈  

  x xfxxf 0cos0)(cos)( =→=′→=′  
 ..................,7,5, 3 , 1 n  ,

2
±±±±==∴

πnx  
]فترةوالقيم الواقعة ضمن ال  ]ππ 22   =±± n 1 , 3 ,........... : هي−,
 0  sin0)(sin)( =→=′′→−=′′ xxfxxf  

 .................. , 2 , 1 ,0n  , ±±==∴ πnx  
]فترةالقيم الواقعة ضمن الو  ]ππ 22   =±±± 0n, 1 , 2 , ............. :هي −,
  
  
  

  

  التقعر للأعلى والدالة تزایده

  التقعر متناقصة
  الدالة متناقصة

  التقعر للأعلى والدالة تناقصیة

  التقعر للأدنى

  التقعر للأعلى 

(0,10) 

(-10 ,f(10)  o b e i k a n d l . c o m
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x f)(  نقطة الاختبار  الفترة   الدالة  ′







 −−

2
3,2 π

π  
3

5 π
  تزايدية  + −







 −

−−
2

,
2

3 ππ  
4

5 π
  تناقصية  - −







 −

2
,

2
ππ  

4
π

  تزايدية  + 









2
3,

2
ππ  

4
5 π  -  تناقصية  







 π

π 2,
2

3  
3

5 π  +  تزايدية  

  
  

   نهاية عظمى←
  

   نهاية صغرى←
  

   نهاية عظمى←
  

   نهاية صغرى←
  

   نهاية عظمى←
  

2عند  
3π

−=xتوجد نهاية عظمى 





 −

− )
2

3(,
2
3 ππ f =






 − 1,

2
3π   

2عند  
π−

=x توجد نهاية صغرى 





 −− )

2
(,

2
ππ f = 






 −

− 1,
2
π   

عند  
2
π=x توجد نهاية صغرى 






 )

2
(,

2
ππ f =






 1,

2
π   

عند  
2

3 π
=x توجد نهاية صغرى ))

2
3(f,

2
3( ππ = 






 1,

2
3π   

  

  : التقعر ونقاط الانقلاب
f (x)  نقطة الاختبار  فترةال   الانقلاب  التقعر  ′′

),2( ππ −−  2
3 π

  لأسفل  - −

)0,( π−  2
π− +  لأعلى  

),0( π  2
π

  لأسفل  - 

)2,( ππ  2
3 π +  لأعلى  

  
  

ππ −=←− x)0,(  
  

0)0,0( =← x  
  

ππ =← x)0,(  

π  
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xxf الدالة∴ sin)( =  
:  عندةتزايدي














 −







 −

− π
ππππ

π 2,
2

3
2

,
22

3,2 UU  

: تناقصية عند













 −−

2
3,

22
,

2
3 ππππ

U  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

2
3π  

π  π−  

2
3π−  1  

2
π  
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-8 
Applications of Maximum and Minimum values 

 توجد عدة خطوات يجب اتبعاها العظمى،لحل المسائل التطبيقية التي تعتمد على القيم   
    .المسائللحل مثل هذه 

  .اقرأ المسألة عدة مرات وتعرف على المعطيات والمطلوب .1
  .ذلكطلب ة إن ارسم شكلاً بيانياً للمسأل .2
  .معادلاتاكتب المعطيات على صورة  .3
  . عظمى أو صغرىشكل قيمعلى حسابه تعرف على المتغير الذي يجب  .4
أوجد تفاضل هذا المتغير بالنسبة للمتغير الآخر ثم ساوي هذا التفاضل بالصفر واوجد  .5

  .جذور هذه المعادلة

  
   :مثال

  .ا أكبر ما يمكن وحاصل ضربهم،24جد عددين موجبين حاصل جمعهما أو 
   :الحل

yx نفرض أن العددين هما    .z و حاصل ضربهما ,
 x   y    yx −=→=+∴ 2424  

224  x)-  24 (  x  -x x   z y    x z ==→×=  
0     =∴→

xd
zdأكبر ما يمكن  maxzQ  

0224224 =−→−= xx
xd
zd    

144)12).(12( ==∴ z , 121224 =−=y  , 12= x   
    z=144 كما أن   y =12 و  x =12إذا العددان هما  
  

   :مثال
سم ونصف قطر  12أوجد حجم اسطوانة دائرية قائمة رسمت داخل مخروط ارتفاعه   

 الاسطوانة والمخروط متطابقين بحيث يكون حجم الاسطوانة  إذا كان محور، سم4 قاعدته
  .أكبر ما يمكن
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   :الحل
  Vنفرض أن حجم الاسطوانة  

hπrV 2=∴  
  نصف قطر الاسطوانة  rو ارتفاع الاسطوانة  h :حيث 
   ce)(ارتفاع الاسطوانة = cde)(ثلث ارتفاع المثلث أي م 
حيث أن  

cd
ec

bd
ab

=  

)4(3
44

12 rh
r

h
−=→

−
=  

)4(3)4(3v 322 rrrr −=−=∴ ππ  
)38(3 2rrπ

rd
vd

−=  

0)38(30 2 =−→= rrπ
rd
vd  

0
3
80)38( ==→∴=− r,rrr  

  .)لا معنى له(  إذا هذا الحل مرفوضr=0 لا يمكن أن يكون 
إذا الحل هو 

3
8

=r وبما أن حجم الاسطوانة هو: hπrV   : منها يكون لدينا=2

9
256

)
3
8-(4)

3
8(3    

r)(4)
3
8(3 2

π

π

π

=

×=

−×=V

  

  

   :مثال
)sec)/2اسطوانة دائرية قائمة يتزايد طولها بمعدل    m رها بمعدل ويتناقص نصف قط
sec)/1( m اللحظةاوجد معدل تغير حجمها عند هذه ،  متر02 كان طولها فإذا.  
   :الحل

  :اذإ V وحجمها r ونصف قطرها lنفرض أن طول الاسطوانة  

d    c 
4 

e 

a 

h 

b  

r 
12  
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td
ldrl

td
rdr

td
Vd

lrV

mlm
td
ldm

td
rd

2

2

2

20,sec/2,sec/1

ππ

π

+=∴

=

==−=

Q  

    :بالتعويض بالقيم المعطاة يكون

sec/40

2)5(20)1(52

3

2

m
td
Vd

π

ππ

=

×+×−×××=  

  
   :مثال

1622  معادلتهايالدائرة التنقطة تتحرك حول     =+ yx النقطة إحداثي وعندما يكون 
sec/20 بمعدل قدره السيني الإحداثي يزداد −)6,2( mالإحداثييير فكم يكون معدل تغ 

  . في تلك اللحظةيالصاد
   :الحل

1622 :بما أن معادلة الدائرة هي  =+ yx   
   . بالنسبة للزمننقوم بالتفاضل

)1(022 →=+
td
ydy

td
xdx  

  )1( في المعادلة −)6,2(بالتعويض بــ 

sec/547.11
)6(2

)20)(2(2

)6(2)20)(2(220

)6(2)2(2

0)6(2)2(2

m
td
yd

td
yd

td
yd

td
xd

td
yd

td
xd

td
yd

td
xd

=→=

=→=

=

=+−

Q
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   :مثال
اوجد ، بالغاز انكمش بفعل الغاز بحيث احتفظ بشكله الكرويون على شكل كرة مليء بل  

  .π1000طول نصف قطره عندما يكون نسبة معدل نقص حجمه إلى معدل نقص قطره تساوى 
   :الحل

π1000: =
td
rd

td
Vd  

3بما أن حجم الكرة يساوى 

3
4 rv π=فإن :  

dt
drr

dt
dv 2

3
43 π=تالي يكون لدينا بال:  

22 4:4 r
dt
dr

dt
dv

dt
drr

dt
dv

ππ =→=  

1000410004 22 =→= rr ππ  
2502502 =⇒= rr  

-9L'H0pital rule  

قاعدة أوبتيال صيغة(  مبرهنة -1
0
0:(   

lim)(lim)(0  : دالتين فيهماxg)( و xf)(لتكن    ==
→→

xgxf
axax

   
الذي  I المفتوح فترةدالتان قابلتان للتفاضل على الxg)( و xf)(عدا ذلك فإن وفيما 

axيحوي النقطة  ')(0 وكذلك فإن = ≠xg ماعدا ax   : عندئذ=

)('lim

)('lim

)(lim

)(lim

xg

xf

xg

xf

ax

ax

ax

ax

→

→

→

→ =  

  .إذا كانت النهاية اليمنى موجودة
   :مثال

 :الدالةنهاية قيمة أوجد   
x

exf
x 1)(

2 −
  .الدالةبيان   موضحاx←0ً عندما =

   :الحل
  :بالتعويض المباشر نحصل على 

0
01lim)(lim

2

00
=

−
=

→→ x
exf

x

xx
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  :باستخدام قاعدة أوبتيال نحصل على

22
1

2lim1lim 0
2

0

2

0
===

−
→→

ee
x

e x

x

x

x
  

  

  
  

  
   :مثال

 :أوجد قيمة نهاية الدالة 
12

cos1)( 2 +−
+

=
xx

xxf π عندما x←1.  
   :الحل

  :بالتعويض المباشر نحصل على 

0
0

12
cos1lim)(lim 211

=
+−

+
=

→→ xx
xxf

xx

π
  

  :باستخدام قاعدة أوبتيال نحصل على

0
0

22
sinlim

12
cos1lim

121
=

−
−

=
+−

+
∴

→→ x
x

xx
x

xx

πππ  
  :ىباستخدام قاعدة أوبتيال مرة آخري نحصل عل

22
)1(

2
coslim 

22
sinlim

222

11

ππππππ
=

−−
=

−
=

−
−

∴=
→→

x
x

x
xx
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 صيغةلوبيتالقاعدة (  مبرهنة -2
∞
  ):x←0  عندما∞

  : دالتين فيهماxg)( و xf)(لتكن 
∞==

→→
)(lim)(lim xgxf

axax
  

الذي  Iدالتان قابلتان للتفاضل على المجال المفتوح xg)( و xf)(وفيما عدا ذلك فإن 
axيحوي النقطة  ')(0 وكذلك فإن = ≠xg ماعدا ax   : عندئذ=

∞
∞

==
→→ )('

)('lim
)(
)(lim

xg
xf

xg
xf

axax
  

  .موجوداًفي حال وجود الطرف الأيمن 
  

 صيغة للوبيتاقاعدة ( مبرهنة -3
∞
  ):∞←xعندما∞

  : دالتين فيهماxg)( و xf)(لتكن 
∞==

∞→∞→
)(lim)(lim xgxf

xx
  

الذي  Iلمفتوح  افترةدالتان قابلتان للتفاضل على الxg)( و xf)(وفيما عدا ذلك فإن 
axيحوي النقطة  ')(0 وكذلك فإن = ≠xg ماعدا ax   : عندئذ=

∞−∞==
→→ )('

)('lim
)(
)(lim

xg
xf

xg
xf

axax
  

  .إذا كان الطرف الأيمن موجوداً
  

  

   :مثال

xe :أوجد قيمة نهاية الدالة  
xxf

2

)(   .x→∞ عندما =
   :الحل

  :بالتعويض المباشر نحصل على 

∞
∞

==
→∞→∞ xxx e

xxf
2

lim)(lim  
  : نحصل علىلوبيتالباستخدام قاعدة  

∞
∞

==∴
∞→∞→ xxxx e

x
e
x 2limlim

2
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  : مرة آخري نحصل علىلوبيتالباستخدام قاعدة 
022lim2lim =

∞
==∴=

∞→∞→ xxxx ee
x  

  
   :مثال

)tan(sec)( :أوجد قيمة نهاية الدالة   xxxf 2 عندما =−
π.  

   :الحل
  :بالتعويض المباشر نحصل على 

∞−∞=−=
→→

)tan(seclim)(lim
22

xxxf
xx ππ  

ل إصلاح هذه النهاية لتصبح من شكل ونحا
0
  . لوبيتال ونطبق عليها قاعدة 0

0
0

cos
sin1lim

cos
sin

cos
1lim

)tan(seclim)(lim

22

22

=





 −

=





 −=

−=

→→

→→

x
x

x
x

x

xxxf

xx

xx

ππ

ππ

  

    : نحصل علىلوبيتالباستخدام قاعدة  

0
1

0
sin
cos

cos
sin1lim)(lim

22

=
−

=
−
−

=







 −

=
→→

x
x

x
xxf

xx ππ

  

  
   :ثالم

 :أوجد قيمة نهاية الدالة  





 −= xc

x
xf sec1)( عندما x←0.  

   :الحل
=∞−∞   :بالتعويض المباشر نحصل على 






 −=

→→
xc

x
xf

xx
sec1lim)(lim

00
  

نحاول إصلاح هذه النهاية لتصبح من شكل 
0
   .لوبيتال ونطبق عليها قاعدة 0
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0
0

sin
sinlim

sin
11limsec1lim)(lim

0000
=

−
=






 −=






 −=

→→→→ xx
xx

xx
xc

x
xf

xxxx
  

  : نحصل علىلوبيتالباستخدام قاعدة  

0
0

sincos
1coslim

sin
sinlim)(lim

000
=

+
−

=
−

=∴
→→→ xxx

x
xx
xxxf

xxx
  

  : مرة آخري نحصل علىلوبيتالباستخدام قاعدة 
0

2
0

cos2sin
sin

sincos
1coslim

0
==

+−
−

=
+
−

∴
→ xxx

x
xxx

x
x

  
  

   :مثال
) ::أوجد قيمة نهاية الدالة   ) 2

1
cos)( xxxf   .x←0 عندما =

   :الحل
)نفرض   ) 2

1
cos xxy   :نحصل على الطرفين lnخذ ونأ =

( ) 22
coslncosln1ln
x

xx
x

y ==  
     :نأخذ نهاية الطرفين نحصل على

0
0coslnlimlnlim 200

==
→→ x

xy
xx

  
  : نحصل علىلوبيتالباستخدام قاعدة  

0
0

cos2
sinlim

2
cos
sin

limcoslnlim)(lim
00200

=
−

−

==∴
→→→→ xx

x
x

x
x

x
xxf

xxxx
  

2
1

cos2sin2
coslim

cos2
sinlimlnlim)(lim

0000

−
=

+−
−

=
−

==
→→→→ xxx

x
xx

xyxf
xxxx

  

( ) 2
11

0

2
1

0

2coslim

ln
2

1)limln(

−

→

−

→

=⇒

=
−

=

ex

ey

x
x

x
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لية متزايدة أو متناقصة وأوجد جميع النقاط حدد المجالات التي تكون فيها الدالة التا   -1
1003036 :الدالة الحدية وارسم هذه 345 ++−= xxxy.  

   :الحل
234 :مشتقة الدالة هي   9012030' xxxy   :التي التي تكون على الشكل =−+

)34(30)304010(3' 2222 +−=+−= xxxxxxy  
    :في حالة

0)1)(3(034
0)34(0'

2

22

>−−⇒>+−⇒

>+−⇒>

xxxx
xxxy  

) التزايد فتراتإذا  ) ( )∞∞−∈ ,31, Ux  
'0)34(0         :أما في حالة 22 <+−⇒< xxxy  

):  التناقص هوفترةوفي هذه الحالة  )3,1∈x  
'10 أو x=3            :في حالة =⇒= xy  

) :يوالنقاط الحدية ه ) و 0,1(   :و وبيان الدالة ه0,3(
  

  
  

  

   ? o b e i k a n d l . c o m



    
  

 346  

xxxf إذا كان -2 8)( 2 ] تحقق نظرية القيمة الوسطى على الفترة f فأثبت أن =− ]8,1 ،
  . في تلك الفترة يحقق المبرهنةC دواوجد العد

   :الحل
)1(81)1(7 :نوجد كلا من  2 −=−=f  

0)8(88)8( 2 =−=f  
')(82: المشتقةنوجد   −= xxf نضع Cx ')(82 فنحصل على= −= CCf وبتعويض 

  :في القانون نحصل على

1
7

7082

18
)1()8()('

=
+

=−

−
−

=

C

ffCf
  

] وهي تقع في الفترة C=5.4منها قيمة  ]8,1.  
  
)(30204 إذا كانت-3 2 +−= xxxfاثبت أن f تحقق نظرية رول على الفترة [ ]4,1 

')(0التي تحقق  Cواوجد قيم  =Cf.  
   :الحل

)1(1430204 :نوجد كلا من  =+−=f  
1430)4(20)4(4)4( 2 =+−=f  

)1()4(14 :منها نجد أن == ff  
')(208 :نوجد مشتقة الدالة −= xxf نعوض عن Cx  ونساويها بصفر =

208)(' −= CCf    
0208 =−C منها 

2
5

=C4 : وضح أن
2
50   . فهي تحقق مبرهنة رول>>

  

xx :أوجد قيمة نهاية الدالة  -4
eexf

xx

sin
)(

−
−

=
−

  . موضحاً بيان الدالةx←0ندما  ع
   :الحل

   :بالتعويض المباشر نحصل على 
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0
0

sin
lim)(lim

00
=

−
−

=
−

→→ xx
eexf

xx

xx
  

  : نحصل علىلوبيتالباستخدام قاعدة 

∞==
−

−
=

−
− −

→

−

→ 0
2

cos1
lim

sin
lim

00 x
ee

xx
ee xx

x

xx

x
  

  

3 :أوجد قيمة نهاية الدالة  -5
_sin)(

x
xxxf   .بيان الدالة موضحاً x←0 عندما =

   :الحل
  :بالتعويض المباشر نحصل على 

0
0_sinlim)(lim 300

==
→→ x

xxxf
xx

  
  : نحصل علىلوبيتالباستخدام قاعدة 

0
0

3
1_coslim 20

=
→ x

x
x

  
  : مرة أخرى نحصل علىلوبيتالباستخدام قاعدة 

6
1

6
sin_lim)(lim

00
−==

→→ x
xxf

xx
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 :أوجد قيمة نهاية الدالة  -6
x

xxf
1sin)(

−

  .x←0ا  عندم=
   :الحل

  :بالتعويض المباشر نحصل على

0
0sinlim)(lim

1

00
==

−

→→ x
xxf

xx
  

  : نحصل علىلوبيتالباستخدام قاعدة 

1
1

1
1

lim
2

0
=−

→

x
x

  
  

) :أوجد قيمة نهاية الدالة  -7 )
x
xxf

2ln)(   .∞←x عندما =
   :الحل

) :علىبالتعويض المباشر نحصل    )
∞
∞

==
∞→∞→ x

xxf
xx

2lnlim)(lim  

 : نحصل علىلوبيتالباستخدام قاعدة   
∞
∞

=
×

∞→ 1

1ln2
lim x

x

x
  

   : مرة أخرى نحصل علىلوبيتالباستخدام قاعدة   

−∞=−=
−

×
=

∞→∞→∞→
x

x

xxf
xxx

2lim1

12
lim)(lim

2

  

  

) :أوجد قيمة نهاية الدالة  -8 )xe
xxf

21ln
)(

+
  . موضحاً بيان الدالة∞←x عندما =

   :الحل
  :بالتعويض المباشر نحصل على 

( ) ∞
∞

=
+

=
∞→∞→ xxx e

xxf
21ln

lim)(lim  

   : نحصل علىلوبيتالباستخدام قاعدة 
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∞
∞

=
+

=

+

=
∞→∞→∞→ x

x

x

x

xxx e
e

e
e

xf
2

21lim

21
2

1lim)(lim  

  : مرة أخرى نحصل علىلوبيتالباستخدام قاعدة 

1
2

lim)(lim
2

==
∞→∞→ x

x

xx e
exf  

  

  
  

 :أوجد قيمة نهاية الدالة  -9
x

xxf )ln(ln)(   .∞←x عندما =
   :الحل

 :بالتعويض المباشر نحصل على
∞
∞

==
∞→∞→ x

xxf
xx

)ln(lnlim)(lim  
   : نحصل علىلوبيتالباستخدام قاعدة  

0
ln
1lim

1

1
ln

1

lim)(lim ==
×

=
∞→∞→∞→ xx

xxxf
xxx

  
  

xexxf :أوجد قيمة نهاية الدالة  -10 −=   . موضحاً بيان الدالة∞←x عندما )(2
   :الحل

 :لمباشر نحصل علىبالتعويض ا 
∞
∞

==
∞→∞→ xxx e

xxf
2

lim)(lim  
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 : نحصل علىلوبيتالباستخدام قاعدة 
∞
∞

==
∞→∞→ xxx e

xxf 2lim)(lim  

02lim)(lim : مرة أخرى نحصل علىلوبيتالباستخدام قاعدة  ==
∞→∞→ xxx e

xf  
  

  
  

xxxf :أوجد قيمة نهاية الدالة -11 ln)( →+ عندما =2 0x.  
   :الحل

==×∞ :بالتعويض المباشر نحصل على 
++ →→

0lnlim)(lim 2

00
xxxf

xx
  

 : نحصل علىلوبيتالباستخدام قاعدة 
∞
∞−

==
++ →→

2

00 1
lnlim)(lim

x

xxf
xx

  

   : مرة أخرى نحصل علىلوبيتالباستخدام قاعدة 
0

2
1lim121lim)(lim 2

0300
=−=






 −=

+++ →→→
x

xx
xf

xxx
  

  

 :استخدم اختبار المشتقة الأولى لإيجاد القيم الكبرى والصغرى للدالة -12
296)( 23 −+−= xxxxf موضحاً الإجابة بالرسم.  
   :الحل

  :نوجد مشتقة الدالة على الشكل التالي

)3)(1(3
9123)(' 2

−−=
+−=

xx
xxxf  
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')(0حلول المعادلة  =xf1:  هي=x3 و=xوبالتالي يكون لدينا:  

  x  −∞  بينهما  1  مابينه  3  بينهما  ∞
  +  0  -  0  +    'f  

):  متزايدة في الفترتينوبالتالي الدالة   )و  −∞,1(  فترة ومتناقصة في ال3,∞(
( ) ةبرى محلية عند النقطوبالتالي الدالة تملك نهاية ك3,1(  ونهاية صغرى محلية عند 2,1(
)النقطة  )2,3   :كما موضح في الجدول التالي−

∞    3    1  ∞−  x  
∞+    2-    2  ∞−  y  

   min    max   
  

  
  

  

23 :استخدم اختبار المشتقة الأولى لإيجاد القيم الكبرى والصغرى للدالة -13 12)( xxxf −= 
  .موضحاً الإجابة بالرسم

   :الحل
')(3243)8(   :نوجد المشقة للدالة  2 −=−= xxxxxf  
')(0 بوضع  =xf لىنحصل ع:    

   8=x 00 أو)(' =⇒= xxf  
'')(6246)4(  :نوجد المشنقة الثانية للدالة  −=−= xxxf  

( )3,1  

( )1,∞−  

( )0,2  

( )2,3 −  
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  : نجد أنx=0عند  
024)('' <−=xf وبالتالي فإن النقطة (    هي نهاية كبرى محلية0,0(

  : فإنx=8وعند  
  024)('' >=xf وبالتالي فإن النقطة ( )256,8   .  هي نهاية صغرى محلية−

  :كما موضح في الشكل التالي

  
  
  

xxxf :الدالةأرسم   -14 12)( 3  اختبار المشتقة الأولى لإيجاد القيم الكبرى مباستخدا=−
  .والصغرى

   :الحل
  .Rأن نطاق الدالة هو   نلاحظ-1 
  y=0 فإن x=0 عندما -2 

)12(0 فإن y=0عندما    2 =−xx32 : وبالتالي فإن=x 32 أو−=x 0 أو=x  
)   :نقاط التقاطع مع المحورين هي   ) و 0,32( ) و−0,32( )0,0  

  : التزايد والتناقصفترات لنحدد الآن -3 
)2)(2(3)4(3123)(' 22 +−=−=−= xxxxxf  
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2−=x20  أو)(' =⇒= xxf  
  :كما في الجدول التالي 

  x  −∞  بينهما  -2  بينهما  2  بينهما ∞
  +  0  -  0  +    'f  

  

) : التزايد هيفترات   ) و 2,∞( )2,−∞−   
) :ص هيق التنافترات   )2,2−   

   لحدية نوجد النهايات ا-4
  

∞    2    2-  ∞−  x  
∞+    16-    16  ∞−  y  

   min    max   

) هناك نهاية كبرى محلية عند النقطةاإذ    النقطة دغرى محلية عن ونهاية ص−16,2(
( )16,2 −.  

  
  

 :أوجد نقاط الانقلاب للدالة -15
x

xxf 1)( 2   .موضحاً الإجابة بالرسم =−
   :الحل
  .y''يجب أن نحسب   

( )16,2−  

( )0,32−  

( )16,2 −  

( )0,32  
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              : بما أن 
x

xxf 1)( 2 −=  

2                  :فإن 

12)('
x

xxf +=  

 :منها نجد أن
3

2

3

3

3

3

2

)1)(1(2

)1(22222)(''

x
xxx

x
x

x
x

x
xf

++−
=

−
=

−
=−=

  

''0  بوضع =y 10     :نحصل على'' =⇒= xy  
  

  x  −∞  بينهما  0  بينهما  1  بينهما  ∞
  +  0  -  II  +    ''f  

  

) فترة الي أعلى فىإلالمنحني مقعر    ) فترة وفي ال−∞,0(  في  أسفلىومقعر إل 1,∞(
)المجال  )ونقطة الانقلاب عند 1,0(   : كما موضح في الشكل التالي0,1(

  

  
  

علماً ، بغطاء شكل اسطوانة دائرية قائمة على 2100cmبحجم يراد صنع علب للمشروب -16

10بأن للغطاء حافة تساوي 
 أبعاد هذه العلب بحيث تكون أوجد،  من ارتفاع الاسطوانة1

  .بأقل التكاليف
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   :الحل
hrvحجم العلبة ب الارتفاع عندها هوhنصف القطر وهو  rبفرض    2π=  

hr منها 2100 π=∴ 2: بذلك نجد أن
100

r
h

π
=  

  المساحة الجانبية + مساحة القاعدتين + مساحة الحافة = مساحة الشريحة  

 

)
10

11(2

)
10

(2

10
222 2

hrr

hrhr

hrrrhA

+=

++=

++=

π

π

πππ

   

  
  .ولتقليل التكاليف يجب جعل هذه المساحة أصغر ما يمكن 

2 لديناو 
100

r
h

π
   :وبالتالي يكون =

r
rA

hrhrA

2202

)
10

(2

2 +=

++=

π

π

  

2 :نحصل على rبالنسبة لـ  Aوبتفاضل  

2204
r

r
dr
dA

−= π  

=0 نحصل على القيمة القصوى عندماو 
dr
dA أي أن:  

cmr

r
r

r

25.3110

0220402204

3
1

3
2

≈





=

=−→=−

π

ππ

  

)25.3(2: منها نحصل علىو 
100

π
=h   

2لقيم تمثل نهاية صغرى أم عظمى نحسب ولمعرفة هل هذه ا

2

dr
Ad  

04402 :فنجد 32

2

>+=
rdr

Ad π  
  . فعلاً القيم المحسوبة تمثل نهاية صغرى للمساحةاإذ

  

h

r
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 أوجد أكبر حجم اسطوانة دائرية قائمة من الممكن أن تمس حافتي قاعدتها السطح -17
  . Rالداخلي لقشرة كروية نصف قطرها

   :الحل
 نوجد علاقة بين نصف قطر  بدلالة متغير واحدV حجم الاسطوانة ننعبر ع لكي  

  : لدينافيثاغورثحسب نظرية ، hوارتفاعها rالاسطوانة

222

2
2

2

4
1

2

hRr

rhR

−=

+





=

   

)
4
1(   

)
4
1(   

32

22

2

hhR

hRh

hrV

−=

−=

=

π

π

π

  

dh نحسب vللحجم ولحساب القيمة العظمى 
dvعلى النحو التالي :  

0
4
3 22 =






 −= hR

dh
dV π  

)   :منها نحصل على )1
3

2
4
3 22 RhRh =⇒=  

)       :عندئذ  )2
3

2
3

2
22 RrRRr =⇒−=  

0: وبحساب المشتقة الثانية
2
3

2

2

<−= h
dh

vd πتكون النهاية عظمى .  
  :كما أن

9
34

9
32

3
32 2

32
max

RRRRV π
π =










−







 −
=  

  

h  

r  

R  

o b e i k a n d l . c o m



    
  

 357  

) في الساعة العاشرة صباحاً من نقطة إحداثياتها A أبحرت سفينة -18  متجهة نحو 10,40(
 من Bساعة وفي نفس الوقت أبحرت سفينة /  كيلومتر50بسرعة ) yالمحدد(الشمال 

)نقطةال السفينتان اقرب ما يمكن ساعة غرباً متى تصبح /  كيلومتر60 بسرعة 40,80(
  . من بعضهما وكم المسافة بينهما عندئذ

   :الحل
  t50=الزمن ×السرعة=  قد قطعت مسافة A تكون tبعد زمن قدره    
)وتكون إحداثياتها    )tA 5010,40 =   
غرباً وأصبحت إحداثياتها  t60 قد قطعت مسافة Bوفي نفس الوقت تكون    

( )40,6080 tB   :ويكون البعد بينهما−
22 )5030()6040( ttD −+−=  

222              :أي أن )5030()6040( ttD −+−=  
  :نحصل علىوضعها مساوية للصفر  و t بالنسبة لـ2Dوبتفاضل   

0)50)(5030(2)60)(6040(2
2

=−−+−−= tt
dt

dD  

    :منها نحصل علىو
4461

0)54(5)64(6
=

=−−−−
t

tt   

 بذلك فإن الزمن 
61
44

=t ساعة   

0122002وبما أن 

2

>=
dt

Dd  
23.262 إذا النهاية صغرى ويكون  =D أي أن kmD 13.5≅.  

  
           ( )40,80B•                شمال  
   

  غرب         شرق                           
  

     ( )10,40A•                   جنوب  
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- The equation of the tangent line to the curve )(xfy = at the point ),( 11 yxp is 
given by:   

m
xx
yy

=
−
−

1

1  

 Where m is a slope of the tangent line at the point ),( 11 yxp , that is 
dx
dym = . 

- The normal to the tangent line has the equation: 

mxx
yy 1

1

1 −=
−
−

 

- Rolle's Theorem: 
 Let )(xf  be continuous function on [ ]ba , , and differentiable on ),( ba . 
 If 0)()( == bfaf , then there exists at least one number ),( bac ∈ such that 

0)(' =cf . 
 
- The mean value Theorem: 
 If )(xf is continuous function on [ ]ba , , and differentiable on ),( ba , then there 

exists at least one number ),( bac ∈  such that
ab

afbfcf
−
−

=′ )()()( . 

- Theorem1:(L'Hopital rule 
0
0  form) 

 Let )(xf  and )(xg functions such that 0)(lim)(lim ==
→→

xgxf
axax

and suppose that 

)(xf  and )(xg are differentiable on an open interval I containing a , and that 
0)(' ≠xg ,except possibly at a itself. Then: 

)('
)('lim

)(
)(lim

xg
xf

xg
xf

axax →→
=

 
Provided the second limit exists: 

Theorem2:(L'Hopital rule 
∞
∞  form) 

Let )(xf  and )(xg functions such that ∞==
→→

)(lim)(lim xgxf
axax

and suppose that 

)(xf  and )(xg are differentiable on an open interval I containing a , and that 
0)(' ≠xg ,except possibly at a itself. Then: 
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)('
)('lim

)(
)(lim

xg
xf

xg
xf

axax →→
=

 
Provided the second limit exists: 
Theorem3:(L'Hopital infinite limit) 
 Let )(xf  and )(xg function such that ∞==

∞→∞→
)(lim)(lim xgxf

xx
and suppose that 

)('
)('lim

xg
xf

x ∞→
 exists Then; 

)('
)('lim

)(
)(lim

xg
xf

xg
xf

xx ∞→∞→
=  

 
Provided the second limit exist: 
Test for an Increasing or Decreasing function: 
A differentiable function )(xf  is: 
a) increasing on the interval ( )ba,  if 0)(' >xf  for all ( )bax ,∈ . 

b)  decreasing on the interval ( )ba,  if 0)(' <xf  for all ( )bax ,∈ . 
 
Steps for finding where )(xf is increasing and where decreasing: 

1Step : Find the derivative )(' xf  

2Step : Set up a table that solves the two inequalities: 
0)(' >xf  and 0)(' <xf  

Like that: 
x  x  medal 0x  medal 1x  medal b  

'f   + 0 - 0 +  
 
First Derivative test: 
 Let )(xf  denote a differentiable function.Find )(' xf and set up table to 
determine where )(xf  is increasing and where it is decreasing. 
1- If )(xf is increasing to the left of a point A on the graph of )(xf and is 

decreasing to the right of A , then at the point A there is a local maximum. 
2- If )(xf is decreasing to the left of a point A on the graph of )(xf and is 

increasing to the right of A , then at the point A there is a local minimum. 
 
Steps for graphing function: 
1- Find the domain of )(xf . 
2- Locate the intercepts of )(xf . 
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3- Determine where )(xf is increasing and where it is decreasing. 
4- Find any local maxima or local minima. 
5-  Locate all points on the graph of )(xf  at which the tangent line is either 

horizontal or vertical. 
6- Determine the end behavior and locate any a symptotes. 
 
Concaring up ; concave Down: 

 Let )(xf  derote a function that is differentiable on the interval ( )ba,   
 1- The graph of )(xf  is concring up words on ( )ba,  , if throughout ( )ba,  , the 

tangent lines to the graph of )(xf  lie bellow the graph. 
 2- The graph of )(xf  is concaring downwards on ( )ba,  , if throughout ( )ba, ,the 

tangent lines to the graph of )(xf  lie above the graph. 
 
Test for concavity: 
 Lat )(xfy =  be a function and let )('' xf  be its second derivative. 
 
Inflection point: 
 An inflection point of a function )(xf  is a point on the graph of )(xf at which 
the concavity of )(xf changes. 
 
Second Derivative Test: 
 Let )(xfy =  be a function that is differentiable on an open interval I and 
suppose that the second derivative )('' xf  exists on I.Also suppose C is a number in I 
for which 0)( =cf . 
1- If 0)('' <xf , then at the point ( )( )cfc (,  there is a local maximum. 
2-  If 0)('' >xf , then at the point ( )( )cfc (,  there is a local minimum. 
3-  If 0)('' =xf , the test is inconclusive and the First Derivative Test must be used.  
 

************************ 
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 :متناقصةة أو  من الدوال التالية التي تكون فيها الدوال متزايدكل على فتراتحدد ال -1

  1:8)( 2 xxxf −=  2:5242)( 3 +−= xxxf  
  3:3)( 3 xxxf +=   4:593)( 23 +++−= xxxxf  
  5:)2()1()( 3 −−= xxxf   6:)2()1()( 3 −−= xxxf  

 .)1(أوجد القيم العظمى والصغرى للدوال في التمرين   -2

  :اليةأوجد نقاط الانقلاب و ارسم الدوال الت  -3
 1:12510)( 23 +++= xxxxf  2:62)( 46 xxxf −=  
 3:1)( 3 −= xxf  ( ) 4:1)( 22 −= xxf  
 5:28)( 42 xxxf −=  6:243)( 34 +−= xxxf  

 7:2515)( 35 xxxf −=  8:2)( 3
2

xxf −= 

 .مى وحاصل ضربهما قيمة عظ12أوجد عددين صحيحين مجموعهما   -4

 لكي يكون لها أبعادها متر مكعب أوجد 64لــحاوية اسطوانية ذات قاعدة دائرية تتسع  -5
  . ما يمكنسطح اصغر

أوجد معدل تغير ، يتزايد r قدم ونصف قطر قاعدته 8 مخروط دائري قائم ارتفاعه  -6
  .r=6 عندما r بالنسبة لـsمساحة سطحه 

 متر ومقطعة عبارة عن شبة منحرف متساوي الساقين قاعدته 10حوض مائي طوله   -7

48 متر فإذا كان الماء يرتفع بمعدل 2 متر وارتفاعه 5 متر والعليا 3 السفلى
 متر 1

  .معدل دخول الماء إلى الحوض أوجد مترا واحددقيقة عندما كان عمق الماء 

  :أحسب قيم النهايات التالية  -8
  1:

sin
)(

xx
eexf

xx

−
−

=
−

   x←0عندما  

 o b e i k a n d l . c o m
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  2:sin)( 2x
xxxf −

   x←0عندما  =

  3:sin)(
1

x
xxf

−

     x←0عندما  =

  4:)(ln)(
2

x
xxf    ∞←x عندما =

  5:
)21ln(

)( xe
xxf

+
   ∞←x عندما =

  6:ln)( 2 xxxf ←xعندما  =
+

0   
  7:)ln(ln)(

lx
xxf    ∞←x عندما =

  8:)( 2 xexxf    ∞←x عندما =
  9:)21()(

1
xxxf      x←0 عندما =−

  10:)3(cos)(
5
xxxf ←xعندما  =

+

0   

  11:1)(
sin x

x
xf 






= عندما x←

+

0   

  12:
1

1
ln
1)( 








−
−=

xx
xf  عندماx←1   

  13:)1tan()(
x

xxf    ∞←x عندما =
  14:)cotsec()( xxcxf    x←0 عندما =−

  
**********************   
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