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Anti-Derivative and Integral 
  
  

دراسة الدوال والعلاقات الهامة وكذلك حساب التفاضل وهو  تابعنا في الفصول السابقة  
لفرع الأساسي الآخر ل والتكامل وسنوجه اهتمامنا فيما يلي لأحد الفرعين الأساسين التفاض
 معنيين فيما يتعلق بحساب التكامل) تكامل(م كلمة وتأخذ اليو للموضوع وهو حساب التكامل

يعطي جمع ، ....يبين الكل لـ (( يغير الفنيكون مماثلاً للتعريف  ويكاد المعنى الأكثر عمقاً
   .)Webster( ..)).أو مجموع

لوضوح في إيجاد المساحات المحددة ظاهر اويكون المعنى الرياضي لهذه الكلمة   
  .وأطوال المنحنيات ومراكز الثقل وتطبيقات أخرى،  المختلفةيات وأحجام المجسماتبمنحن
   .هات مشتقتفهو إيجاد دالة أعطي) يكامل(ما المعنى الرياضي الثاني لفعل أ  

Anti-Derivative functions  
   : تعريف
RIfكن ت ول.R من غير خالٍفترة  I ليكن    الدالة  دالة مستمرة نقول أن:→

RIF  قابلة للاشتقاق على الفترة F تإذا وفقط إذا كان f دالة أصلية للدالة :→
IوكانfF ='.  
   
  
  
  
  
  

cxF نجد أن الدوالومن التعريف     تكون أن يمكن اختياري عدد ثابت c  حيث)(+
  . والسبب يرجع لكون مشتقة العدد الثابت تساوى صفرxf)(للدالة ) تكامل (أصلية دوالكلها 
 فإنه يوجد عدد غير منته من الدوال الأصلية أصيلةنستنتج انه إذا وجدت لدالة ما دالة   

   :التاليا بالعدد الثابت ويكون لدينا التعريف  تختلف عن بعضهاله

  :تعريف
  : إذا تحققت العلاقة التاليةxf)(لدالة ) تكامل(دالة أصلية xF)(يقال إن 

dxxfxFd )()( =  
dxxf هو xF)( أن  بمعنى أن تفاضل الدالة أي )()( أو أن المشتقة )( xf

xd
xFd

= 
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   :أمثلة 
xdxxd حيث أن   45 5)( cxxdx :فإن = +=∫ 545  
xdeed بما أنو   xx 33 3)( cexde :فإن = xx +=∫ 333  
xdxxxdوبما أن    22 sin2)(cos ) :فإن =− ) cxxdxx +=∫ 22 cossin2  
  .للتفاضل )للاشتقاق ( التكامل هو العملية العكسية أننى يعوهذا   

Common Integrals 
  )):كثيرة الاستعمال((شائعة سنذكر العديد من القواعد الهامة لإيجاد تكامل الدوال ال  

  
  
  
  

  

   :أمثلة 

∫

∫
∫

+
−

=
−

+−=−

+=

cxxd

cxxd

cxxd

3
5

3
5)3

77)2

55)1

  

  
  
  

  :تعريف
cxF هو دالة xf)(تكامل دالة    : عدد ثابت وبحيث يكونc حيث )(+

)()( xf
xd
xFd

=
  

cxFxdxfبالرمز xf)(ويرمز لتكامل الدالة  +=∫ )()(  
  . بثابت التكاملc ويسمى العدد الثابت xf)(ويقرأ بالتكامل غير المحدود  لدالة 

  تكامل العدد الثابت : 1قاعدة 
  : عدد ثابت عندئذ a      ليكن 

∫ += caxxda حيث cثابت التكامل . 

   :2قاعدة 
∫ +

+
=

+

c
n
xxdx

n
n

1

1

Rn , ثابت التكامل c حيث n=−1      باستثناء  ∈ .  
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   :أمثلة 

∫

∫ ∫

∫

+=+=

+−=+
−

=+
+−

==

+=+
+

=

+

−+−
−

+

cxcxxdx

c
x

cxcxxdxxd
x

cxcxxdx

5
71

5
2

5
2

3

314
4

4

4
13

3

7
5

5
7)3

3
1

314
1)2

4
1

13
)1

  

  
  
  
  
  

  : أمثلة 

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

+==

+=+
−

−=+
+−

−=−=
−

+=+
+

==

−−

−+−
−

+

cxxdxxdx

c
x

cxcxxdxxd
x

cxcxxxdx

3
1

3
2

3
2

2

213
3

3

5
14

44

5355)3

1
2

2
13

222)2

5
7

14
777)1

  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  : 3قاعدة 
  النتيجة عامل ثابت من تحث إشارة التكامل أو إدخاله دون أن تتغيريمكن إخراج 

∫      :أي  أن  ∫= xdxfaxdxfa )()(  
   

  : 4قاعدة 
    تكامل المجموع الجبري لعدة دوال يساوي المجموع الجبري لتكاملات هذه 

  :الدوال أي أن
)(,)(إذا كانت  xgxf دوال قابلة للتكامل في xفإن :  

[ ] ∫∫ ∫ +=+ xdxgxdxfxdxgxf )()()()(  
)(,)(,)(.........,,.)(وبصفة عامة إذا كانت  321 xfxfxfxf n دوال قابلة للتكامل 

   : فإن xفي 
[ ]

∫∫∫
∫

±±±

=±±±

xdxfxdxfxdxf

xdxfxfxf

n

n

)(..........)()(                      

)(..........)()(

21

21 
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   :أمثلة

( )∫ ∫ ∫∫ ++−=++−=+−=+− cxxxcxxxxdxdxxdxxdxx 5
3

5
2

2
3

5252)1 2
323

22  

cxxcxx

dxxxdxxd
x

xdxxd
x

x

++=+
−

−=

−=−=





 −

−
+−+

−∫ ∫∫∫∫

22
3131

2
1

32
1

33

3
2

2
2

2
3

2)(122)2

 

cxxx

xdxxdxxdxxd
x

xx

++−=

−−=





 −−

−

−∫ ∫∫∫
126

25
2

5

3
2
2

6
1

3232)3  

  
  
  
  
  

  

   :أمثلة 
( ) ( )

( ) ( ) ( ) cxcuxduuxdxx

nxuxu

xdxx

+
−

=+==−∴

==→−=

−

∫∫

∫

5
62

5
'662

4,6'62

662)1

5354243

23

243

 

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) cxcuxdxxxdxx

xuxu

xdxx

+
−

=+=−=−∴

=→−=

−

∫∫

∫

24
2

6
.

4
142

4
12

4'2

2)2

646
354354

34

354

 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )∫ ∫

∫ ∫

++=++∴

+=+=→+=

++=++

xdxxxxdxxx

xxuxxu

xdxxxxdxxx

133
3
113

1333'3

1313)3

22
1

323

223

22
1

323

  

  :5قاعدة 
  :عندئذ يكون) −1( عدد يخالف العددn و x دالة في u       لتكن 

  c
n
uxduu

n
n +

+
=∫

+

1
'

1

 . ثابت التكاملc حيث n=−1 باستثناء 
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( ) ( )∫ ∫ ++=+=+==++∴ cxxcucuxduuxdxxx 2
3

32
32

3

2
1

23 3
9
2

9
2

2
33

1'
3
113  

  

( )
( )

( )
( )

c
x

cx

xdxx
x

xdx

+
+

−
=+

+−
+

=

+=
+

+−

−

∫ ∫

42

152

52
52

1

1
4
1

15
1

12
1

2)4

  

  
( )

cx

cuduuudxxx

xuxu

xdxxdxxx

+−=

+−=−=

−=→=

+=

∫ ∫

∫ ∫
−

3
cos

3
sincos

sin'cos

12sincos)5

3

3
22

522

  

( ) cx

cuduuu
x
xdx

x
uxu

x
xdx

+=

+==

=→=

∫∫

∫

2
ln

2
'ln

1'ln

ln)6

2

2 
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  :احسب التكاملات التالية 
 ( ) 1(32 4 xdxx∫ −  

  :الحل

( ) cxxcxxxdxxdxxdxx +−=+−=−=− ∫∫∫ 52
352

3

42
1

4

5
3

3
4

5
3

2
323232

  
  

2(243 2
4 xd

x
x

x∫ 






 +−  

  :الحل

cxxxcxxx

xdxxdxxdxxd
x

x
x

++−−=++−
−

=

+−=







+−

−
−

−
− ∫∫ ∫∫

2
1

33
2
1

33

2
1

242
4

4
3
4

2
12

3
4

3
3

243243

  

( ) 3(3
2

xdxx∫ −  

  
  :الحل

 

( ) ( )

cxxxxcxxx

xdxxx

xdxxxxdxx

+





 +−=++−=









+−=

+−=−

∫

∫∫

6
5

12
7
26

5
12

7
2

96

963

232
3

2
5

2
7

2
1

2
3

2
5

22
1

2
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4(111
432 xd

xxx∫ 





 ++  

  :الحل
( )

c
xxx

cxxx

xdxxxxd
xxx

+−−−=+
−

+
−

+
−

=

++=





 ++

−−−

−−−∫∫

32

321

432
432

3
1

2
11

321

111

  

  

( ) 5(133
32 xdxx∫ −  

  :الحل
( )

( ) ( ) ( ) cxxdxx

xuxu

xdxx

+−=−

=→−=

−

∫

∫

4232

2

32

13
8
1613

2
1

6'13

133

  

  
( ) ( ) 6(242 324 xdxxx∫ ++  

  :الحل
( ) ( )

( ) ( ) ( ) cxxxdxxx

xuxxu

xdxxx

++=++

+=→+=

++

∫

∫

34324

34

324

2
3
1242

24'2

242

  

  

7(12 xdxx∫ +  
  :الحل

( )

( ) ( ) cxxdxx

xuxu

xdxxxdxx

++=+

=→+=

+=+

∫

∫∫

2
3

22
1

2

2

2
1

22

1
3
112

2
1

2'1

11
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( ) 8(255 627 xdxx∫ +  

  :الحل
( )

( ) ( ) ( ) cxxdxx

xuxu

xdxx

++=+

=→+=

+

∫

∫

37627

67

627

25
21
13525

7
1

35'25

255

  

  
( ) 9(41 xdx∫ −  

  :الحل
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) cxcx

xdxxdx

uxu

xdxxdx

+−−=+−





−=

−−−=−

−=→−=

−=−

∫∫

∫∫

2
3

2
3

2
1

2
1

2
1

41
6
141

3
2

4
1                                 

41)4(
4
141

4'41

4141

  

  
( ) 10(5 23 3 xdxx∫ +  

  :الحل
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) cxcx

xdxxxdxx

xuxu

xdxxxdxx

++=++=

+=+

=→+=

+=+

∫∫

∫∫

3
4

33
4

3

23
1

323
1

3

23

23
1

323 3

5
4
15

4
3.

3
1                                          

35
3
15

3'5

55
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( ) 11(

32
31

2
xd

xx
x

∫
+

+  

  :الحل
( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) 22
1

2

2
1

22
1

2

2

2
1

2

2

3232
1
2.

2
1                                                       

32312
2
13231

31262'32

3231
32

31

xxcxx

xdxxxxdxxx

xxuxxu

xdxxxxd
xx

x

+=++=

++=++

+=+=→+=

++=
+

+

∫∫

∫∫

−−

−

  

  
( ) ( ) 12(13 253 xdxxx∫ −−  

  :الحل
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) cxxcxx

xdxxxxdxxx

xxuxxu

xdxxx

+−=+−=

−−=−−

−=−=→−=

−−

∫∫

∫

6363

253253

223

253

3
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13

6
1.

3
1                                                  

133
3
113

1333'3

13    

  

  
( ) 13(33 632 xdxx∫ −  

  :الحل
( )

( )
( ) ( ) ( ) cxxdxxxdxx

dxxuxu

xdxx

+−=−−−=−

=→−=

−

∫∫

∫

73632632
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3
7
13333

3'3
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 

Trig functions Integrals  

   :قواعد التكامل
a. باعتبار الدالة   المعرف في بداية الفصل و لحساب التكاملالأساسي تعريفبتطبيق ال

 : للتفاضل يكون لدينا القوانين التالية الأساسيةللقوانين المعاكسة 

  : تكون بالشكل التاليالة الجيبتكامل د
∫ +−= cxxdx cossin)1  

  : فإن القانون السابق يكون كالتاليxأما إذا كانت الزاوية دالة في  
∫ +−= cuxduu cossin')2  

  : التمام تكون بالشكل التاليتكامل دالة جيب
∫ += cxxdx sincos)3  

  : فإن القانون السابق يكون كالتاليxة في أما إذا كانت الزاوية دال 
∫ += cuxduu sincos')4  

  : تكون بالشكل التاليتكامل دالة الظل 
cxxdx +=∫ seclntan  

  : فإن القانون السابق يكون كالتاليxأما إذا كانت الزاوية دالة في  
cuxduu +=∫ seclntan'  

  :أمثلة  
  : احسب التكاملات التالية  

cxxdxxdx +−== ∫∫ 4cos
4
14sin4

4
14sin)1  

cxxdxxdx +== ∫∫ 2sin
2
12cos2

2
12cos)2  

( )

cxx

xdxxdx

xdxxdxxdxx

+−−+=

−−−+=

−++=−++

∫∫

∫ ∫∫

)32sin(
3
1)23(cos

3
1-             

)32cos(3
3
1)23(sin3

3
1

)32cos()23(sin)32cos()23(sin)3
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( )

( ) ( )

( ) cx

cu

uduu

xd
x

xxd
x

x
x

uxu

xd
x

x

+−=

+=

−=

−−
−=

−

−=→−=

−

∫

∫∫

∫

2cos6                                          

cos6                                          

sin'6                                          

2sin3.
2
1)2(32sin3

2
1'2

2sin3)4

  

  
b.  الأساسية للتفاضل يكون  على القوانيندام بالاعت لحساب التكاملالأساسيبتطبيق القانون 

 :لدينا القوانين التالية 
 

xyمل الدالة  تكا :1 قاعدة 2sec=  
∫ += cxxdx tansec2  

   : التالية فيكون لدينا القانونx دالة في uإذا كانت  
∫ += cuxduu tansec' 2  

xy تكامل الدالة  :2 قاعدة 2csc=  
∫ +−= cxxdx cotcsc2  

   : فيكون لدينا القانون التالية x دالة في uنت إذا كا 
 ∫ +−= cuxduu cotcsc' 2  

xxy تكامل الدالة  :3 قاعدة tansec=  
cxxdxx +=∫ sectansec  

   :ن لدينا القانون التالية  فيكوx دالة في uإذا كانت  
cuxduuu +=∫ sectansec'   

xxy تكامل الدالة  :4 قاعدة cotcsc=  
∫ +−= cuxdxx csccotcsc  

   : فيكون لدينا القانون التالية x دالة في uإذا كانت  
∫ +−= cuxduuu csccotcsc'  
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xyامل الدالة تك :5 قاعدة  cot=  
 cxxdx +−=∫ csclncot  

  :فيكون لدينا x دالة في uإذا كانت  
 cuxduu +−=∫ csclncot'  

xyتكامل الدالة  :6قاعدة   sec=  
∫ ++= cxxxdx tanseclnsec  

  :فيكون لدينا x دالة في uإذا كانت  
∫ ++= cuuxduu tanseclnsec'  

xyتكامل الدالة  :7قاعدة   csc=  
∫ +−= cxxxdx cotcsclncsc  

  :فيكون لدينا x دالة في uإذا كانت  
∫ +−= cuuxduu cotcsclncsc'  

  :أمثلة  
  : احسب التكاملات التالية  

( ) ( ) ( ) cxxdxxxdxx ++=+=+ ∫∫ 12secln
4
112tan4

4
112tan)1 222  

cxxdxxdx +== ∫∫ )4tan(
4
1)4(sec4

4
1)4(sec)2 22  

)  عدد ثابتaحيث  )∫ + xdaxx 32 5sec)3  

( ) ( )

( ) ( ) caxax

xdaxxxdaxx

xuaxu

++++=

+=+

=→+=

∫∫
33

3232

23

5tan5secln
15
1                                          

5sec15
15
15sec

15'5

   

( )

( ) ( )

( ) ( ) cxx

xdx
x

xd
x

x
x

uxu

xd
x

x

++−+=

+=
+

=→+=

+

∫∫

∫

ln32cotln32cscln
3
1                                       

ln32csc3
3
1ln32csc

3'ln32

ln32csc)4
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=++∫ xdxxx )1cot()1csc(2)5 22  
xuxu 2'12 =→+=   

cx

xdxxx

++−=

=++∫
)1csc(

)1cot()1csc(2
2

22

  

=++++++∫ xdxxxxxxxx )tan()sec()123()6 23232  

123' 223 ++=→++= xxuxxxu   

cxxx

xdxxxxxxxx

+++=

=++++++∫
)sec(

)tan()sec()123(
23

23232

   
  

=++∫ xdxxx )7tan()72()7 2  

  72'72 +=→+= xuxxu                  

 
cxx

cu

xduu

++=

+=

=∫

)7(sec
)(sec

'tan

22

2
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  : احسب التكاملات التالية 
1(

3
3csc

3
22∫ 








− xdxx.  

cxxdxxxdxx    :الحل  +







−=








−−−=








− ∫∫ 3

3cot
3

3csc
3

3csc
33

22
3

22  

  

( ) ( ) 2(2cot2csc 332∫ xdxxx.  
  :الحل 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) cxcx

xdxxxxdxxx

+−=+−=

= ∫∫
33

332332

2csc
6
12csc

6
1

2cot2csc6
6
12cot2csc

  

  

3(45 2
1

∫
−

− xdx.   

cxxxdx             :الحل  +







−=−∫

−
2
1

2
1

24545  

  

4(

45tan

3∫








−

xd
x

x.  

  :الحل 

c
x

cuuduxd
xx

xd
x

x

+







−=

+==







−=









−

∫∫∫
45secln

2
1  

secln
2
1tan

2
1 45tan2

2
1

45tan

33  
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5(
2

7cot∫ 





 − xdx.  

      :الحل 
cxxdxxdx

+





 −=






 −

−
−=






 − ∫∫ 2

7cscln2
2

7cot
2
12

2
7cot  

  
( ) 6(

7
9ln53cos

∫
+ xd

x
x.  

  :الحل 
( )

( ) ( )

( ) cxcuuduu

xdx
x

xd
x

x
x

uxu

xd
x

x

++=+==

+=
+

=→+=

+

∫

∫∫

∫

9ln53sin
35
1sin

35
1cos'

35
1

9ln53cos5
7
1.

5
1

7
9ln53cos

5'9ln53

7
9ln53cos

  

  
  

7(6cos)6sin49(cos∫ + xdxx.   
  :الحل 

cx

xdxxxdxx

xdxudxu

xdxx

++=

+=+

=→+=

+

∫∫

∫

)6sin49sin(
24
1                                              

6cos)6sin49(cos24
24
16cos)6sin49(cos

6cos246sin49

6cos)6sin49(cos
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( ) 8(3sin3cos 2∫ − xdxx.  
  :الحل 

( ) ( )
( )

( ) cxxxdxx

cxxdxxxdxx

xdxxxdxdxx

xdxxxxxdxx

+−=−∴

+==

−=−=

+−=−

∫

∫∫

∫∫∫
∫∫

3sin
3
13sin3cos

3sin
3
13sin3cos3

3
13sin3cos

3sin3cos23sin3cos21

3sin3sin3cos23cos3sin3cos

22

2

222

Q
  

  

9(cot∫ xdx.   
  :الحل 

cxxdx

cxcxcxxd
x
xxdx

+−=∴

+−=+−=+−==

∫
∫ ∫ −

csclncot

csclnsinlnsinln
sin
coscot 1
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Trig function Integrals Inverse 
  .ة العكسية التي سابق دراستهاقواعد تكامل الدوال المثلثيبعض سنورد في هذا البند   

  
  
  
  
  
  
  :أمثلة  
cx              : احسب التكاملات التالية  

x
xd

+





=

−
−∫ 3

sin
9

)1 1

2
 

 
( )

cx

x

xxd
+






 +

=
+−

−∫ 4
1sin

116

2)2 1

2
   

 cx
x

xd
+






=

+

− −∫ 7
cos

7
1

49
)3 1

2
 

  
  
  
  
  
  

  

  :أمثلة  
cx              : احسب التكاملات التالية  

x
xd

+





=

+
−∫ 3

tan
3
1

9
)1 1

2 

 cx
x
xxd

+







=

+
−∫ 4

tan
4
1

16
2)2

2
1

4  

 cx
x
xd

+





 +

=
++

−∫ 5
1tan

5
1

)1(25
)3 1

2  
  

  :2قاعدة 
  : عندئذ يكونx دالة في u       لتكن 
    c

a
u

aua
du

+





=

+
−∫ 1

22 tan1و  c
a
u

aua
du

+





=

+
− −∫ 1

22 cot1   

 .كامل ثابت التcحيث 

  :1قاعدة 
  : عندئذ يكونx دالة في u       لتكن 
  c

a
u

ua
du

+





=

−

− −∫ 1

22
cos وc

a
u

ua
du

+





=

−
−∫ 1

22
sin    

 . ثابت التكاملcحيث 

o b e i k a n d l . c o m



    
  

  380  

Exponential and Logarithm Integrals  

  : قواعد التكامل 
  
  
  
  
   
  
  
  :أمثلة  
  : احسب التكاملات التالية  

 cxd
x

x +=∫ 3ln
33)1  

cxdxd
x

xx +
−

=−
−

=∫ ∫
−

−−

5ln
5.

3
15)3(

3
15)2

3
33  

cxdxxdx
x

xx +==∫ ∫ 6ln
6.

4
164

4
16)3

2
22

2
22  

  
  
  
  
  
  
  
  

  :مثال
∫ :التاليمل احسب التكا  +−− xdex xx 122

)1(  

  1:القاعدة 
)1(,1عددا موجبا يخالف aإذا كان     ≠aفإنه يكون لدينا القاعدة التالي :  

c
a

axda
x

x +=∫ ln
  

  : فيكون لدينا القاعدة التاليxة قابلة للاشتقاق في دال u  إذا كانت وبصورة عامة
c

a
axdau

u
u +=∫ ln

'  
  

  :2القاعدة 
eaإذا كان      :  فيكون لدينا ما يلي=

c
e

exde
x

x +=∫ ln
1ln لكن  =eوبالتالي يكون لدينا القاعدة التالي : 

cexde xx +=∫  
  فيكون لدينا القاعدةx دالة قابلة للاشتقاق فيuانت  إذا كوبصورة عامة

cexdeu                          :التالي uu +=∫ '  
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  :الحل 

cecexdeu

xdexxdex

xxuxxu

xxuu

xxxx

+=+==

−=−∴

−=−=→+−=

+−

+−+−

∫

∫∫
12

1212

2

2

22

2
1

2
1'

2
1                                             

)1(2
2
1)1(

)1(222'12

  

  
  :مثال 
) :التالياحسب التكامل   ) xdex xx−∫ − sin1cos  
  :الحل 
1cos'sin لدينا  −=→−= xuxxu  
   : فإنوبالتالي 

( ) cecexdeuxdex xxuuxx +=+==− −− ∫∫ sinsin '1cos  
  
  

  
  
  

  

xd : التالياحسب التكامل   :مثال 
e

e
x

x

∫ − 2
.  

  :الحل 
xxلدينا    eueu =→−= '2  
cecuxd : فإن وبالتالي  

u
uxd

e
e x

x

x

+−=+==
− ∫∫ 2lnln'

2
  

  
xd : التالياحسب التكامل   :مثال

xx
x

∫ +
+
2
12

4

3

.  
  :الحل 

2'224)12( لدينا   334 +=+=→+= xxuxxu  

  3:القاعدة 
  :ينا القاعدة التالي  فيكون لدx دالة قابلة للاشتقاق في u     إذا كانت 

cuxd
u
u

+=∫ ln'  
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   : فإن وبالتالي  

cxxcuxd
u
u

xd
xx

xxd
xx

x

++=+==

+
+

=
+

+

∫

∫∫

2ln
2
1ln

2
1'

2
1

2
)12(2

2
1

2
12

4

4

3

4

3

  

  
∫:احسب التكامل التالي  :مثال  +

+ xd
xx
xx

2sin
2cos

2.  
  :الحل 

cxxcuxd
u
u

xd
xx
xxxd

xx
xx

xxxxuxxu

xd
xx
xx

++=+==

+
+

=
+

+
+=+=→+=

+
+

∫

∫∫

∫

2sinlnln
2
1 '

2
1                        

2sin
)2cos(2

2
1

2sin
2cos

)2cos(22cos22'2sin
2sin
2cos

2

22

2

2
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  :احسب التكاملات التالية
  

( ) 1(12cos∫ ++− xdxe x.   
  :الحل 

( ) cxxexdxe xx ++−−=++ −−∫ 2sin
2
112cos  

  
( ) 2(sin22 cos2∫ −+ xdxe xx.   

  :الحل 
( )

( ) ceceudexdxe

xdxudxxu

xdxe

xxuuxx

xx

+=+==−

−=→+=

−

++

+

∫ ∫

∫

cos2cos2

cos2

222sin22

)sin2(cos2

sin22
  

  

( ) 3(1
1

2
1

xdeexd
e
e xx

x

x −

+=
+

∫∫.   

  :الحل 
( )

( )

cece

cuuduxdee

xdeudeu

xdeexd
e
e

xx

xx

xx

xx

x

x

++=++=

+==+

=→+=

+=
+

∫∫

∫∫

−−

−

12)1(2

21

1

1
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1
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4(
12

2

1

xdexxd
x
e x

x −

∫∫ −=.   
  

  :الحل 

ceceude

dxexxdex

dxxudxu

xdexxd
x
e

xuu

xx

x
x

+−=+−=−=

−−=

−=→=

=

∫

∫∫

∫∫

−−

−

−−

−−

−

1

22

21

2
2

1

11

1

  

  
5(3

2352∫ − xde
xx.   

  

  :الحل 

ceudexde

udxdxdudu

xde

xx

x

ux

xxx

x

+−=−=

−=→−=→−=

−−

−

∫∫

∫

22

2

35352

222

352

3ln2
1

3ln2
13

3ln2
133ln3235

3

  

  
  

6(5csc2 25cot1 tdtt∫ +.   
  :الحل 

ccudtdt

udtdttdtudtu

tdt

tuut

t

+−=+−=−=

−=→−=→+=

++

+

∫∫

∫

5cot125cot1

22

25cot1

2
2ln5

12
2ln5

12
5
15csc2

5
15csc5csc55cot1

5csc2
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7(
2

2

253
3

25

xdexxd
x

e x
x

∫∫
−−−

−

=.  
  

  :الحل 

ceceudexdex

udxdxxdxudxu

xdexxd
x

e

xuux

x
x

+=+==

=→=→−=

=

−−

−

−−−

−−−

−−

−

∫∫

∫∫

22

2
2

25253

332

253
3

25

4
1

4
1

4
1

4
1425  

  

 8(
2ln3

∫
+

xd
x

e x

.  
  

    :الحل 

∫∫
∫∫

+===

=

−

−
+

cxexdexdxex

xdeexxd
x

e x
x

3331

2ln31
2ln3

22)2(
  

  
 ( ) 9(1

722

∫ + xdeex xx.   
  

  :الحل 
( )

( ) ( ) cecuuduxdeex

udxdexxdexudeu

xdeex

xxx

xxx

xx

++=+==+

=→=→+=

+

∫∫

∫

88
77

7

1
16
1

82
1

2
11

2
121

1

222

222

22
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( ) 10(1sec 22∫ − xdee xx.   
  :الحل 

( )

( )

( ) ( ) ceecuu

uduxdee

udxdexdeudeu

xdee

xx

xx

xxx

xx

+−+−=++=

=−

=→=→−=

−

∫∫

∫

1sec1tanln
2
1sectanln

2
1

sec
2
11sec

2
121

1sec

22

22

222

22

  

  
11(

5
2

2

2

2

∫ +
xd

e
ex
x

x

.   

  :الحل 

cecu
u
udxd

e
ex

udxdexxdexudeu

xd
e

ex

x
x

x

xxx

x

x

++=+==
+

=→=→+=

+

∫∫

∫

5ln
4
1ln

4
1

4
1

5

4
145

5

2

2

2

222

2

2

2
2

2

222

2

2

  

  
12(

2cos2sin
2sin2cos

∫ +
− xd

xx
xx.   

  :الحل 

cxxcuud
u
u

xd
xx
xxxd

xx
xx

xxxxuxxu

xd
xx
xx

++=+==

+
−

=
+
−

−=−=→+=
+
−

∫

∫∫

∫

2cos2sinln
2
1ln

2
1'

2
1

2cos2sin
)2sin2(cos2

2
1

2cos2sin
2sin2cos

)2sin2(cos22sin22cos2'2cos2sin
2cos2sin
2sin2cos
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13(
tan5

sec2

∫ −
xd

x
x.   

  :الحل 

cxcuxd
u
uxd

x
xxd

x
x

xuxu

xd
x

x

+−−=+−=−=
−

−
−=

−

−=→−=
−

∫ ∫∫

∫

tan5lnln'
tan5

sec
tan5

sec
sec'tan5

tan5
sec

22

2

2

  

  
 
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Substitution Integral  
) عندئذ يمكن تركيب الدالة xg)(و xf)(الدالتان  ليكن لدينا   ))()( xgfxgf =o   
uxgوبفرض أن    قابلة للمكاملة يكون uf)( فإذا كانت uf)( تصبح لدينا الدالة )(=

)التركيب ))()( xgfxgf =oوسنميز حالتين  ، قابل للمكاملة :  

  :الحالة الأولى
  :التكامل بالتعويض وفق قاعدة السلسلة  

∫duufإلى الشكلفي هذه الحالة نحاول الوصول     من خلال إجراء تغير في )(
  : التاليةبالأمثلة هالمتحول سنشرح

 ( )( )∫ +++ xdxxx 5225)1 2  
252 :نفرض أن    ++= xxu نفاضل الطرفين نحصل على ( )dxxdu 52  ثم =+

   : على الشكل التالي بذلك يصبح التكاملاومشتقاته uنعوض عن
Cuduu +=∫ 2

2  
   :  بما تساويه فنجدuنعوض عن 

( )( ) ( ) Cxxxdxxx +
++

=+++∫ 2
255225

22
2  

∫ xdex x2

2)2  
2xu :نفرض أن    xdxdu نفاضل الطرفين نحصل على =    u ثم نعوض عن=2
   : بذلك يصبح التكامل على الشكل التالياومشتقاته  

Cedue uu +=∫  
  :  بما تساويه فنجدuنعوض عن  

Cexdex xx +=∫
22

2  

  :الحالة الثانية
  :طريقة التعويض في الدوال المثلثية 

  :ض الموضحة جانب كل جذرإذا حوي التكامل أي من الجذور التالية نتبع طريقة التعوي  
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





−=

=
⇒−−

θθ

θ

22

222

sin1cos

sin
1 b

ax
xba  







−=

=
⇒−−

1sectan

sec
2

22

222

θθ

θ
b
ax

axb
 







+=

=
⇒+−

θθ

θ

22

222

tan1sec

tan
3 b

ax
xba

 

 
  :أمثلة

  :أحسب التكاملات التالية 

∫
− 22 94

16)1
xx

xd  

θsin :نفرض أن   
3
2

=x فاضل الطرفين نحصل على بتθθ ddx cos
3
2

منها  =
  على نعوض في الجذر نحصل 
θθθ cos2cos4sin494 222 ==−=− x  

  :ملاحظة
ولكن هنا يمكن  ،يجب أن نضع إشارة القيمة المطلقةكامل محدود تإذا كان لدينا   

θθ التغاضي عنها وسنضع coscos   : فيكون لدينا=

( )

∫ ∫

∫

+−===

=







Cdd

d

θθθ
θ
θ

θθ
θθ

cot12csc12
sin

12

cos
3
2

cos2sin
9
4

16

2
2

2  

dxx∫ − 249)2  
θsin :نفرض أن   

2
3

=xالطرفين نحصل علىفاضل بتθθ ddx cos
2
3

منها نعوض  =
   :في الجذر نحصل على
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C

d

d

d

dd

+





 +=

+
=

=

=

−=





−

∫

∫

∫

∫∫

4
2sin

22
9

2
2cos1

2
9

cos
2
9

cos
2
3cos3

cos
2
3sin99cos

2
3sin

2
349

2

2
2

θθ

θ
θ

θθ

θθθ

θθθθθθ

  

x1sin لكن 
2
3 −=θ و θθθ cossin22sin    منها =

2

3
21

3
222sin 






−






= xxθ  

  :وبالتالي يكون لدينا
Cxxxdxx +−+=− −∫ 212 49

9
4sin

3
249  

Products of Trig functions  
  :يكون التكامل في هذه الحالة على حسب درجة الدوال المثلثية 

dxxxلحساب التكامل : أولاً mn cossin∫نميز بين الحالات التالية:  
 من خلال cos ونحول الباقي إلىsinنترك واحد من: فردياً n إذا كان -1

xxالعلاقة 22 cos1sin xu بالتعويض بفرض أن التكاملثم نجري  =− cos=.  
  
  :مثال 

∫xdxx: احسب التكامل التالي    43 cossin.  
  :الحل 

  : القاعدة السابقة نحصل علىمباستخدا  

( )∫
∫∫

−=

=

xdxxx

xdxxxxdxx
42

4243

coscos1sin

cossinsincossin
  

xuنفرض أن    cos= فاضل الطرفين نحصل علىتوب: dxxdu sin−=   
  :تعويض نحصل علىالب  
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( ) ( )

Cxx

Cuu

duuuuduuxdxx

++
−

=

++
−

=

−−=−−= ∫∫∫

7
cos

5
cos

75

1cossin

75

75

644243

  

  
  من خلال العلاقةsin ونحول الباقي إلىcos نترك واحد من: فردياً m إذا كان -2

xx 22 sin1cos ux بالتعويض مفترضين أن  التكاملوبعدها نجري =− =sin.  
  :مثال 
∫xdxx: احسب التكامل التالي   23 sincos.  
  :الحل 
  : القاعدة السابقة نحصل علىمباستخدا 

( )∫
∫∫

−=

=

xdxxx

xdxxxxdxx
22

2223

sinsin1cos

sincoscossincos  

xuنفرض أن   sin=فاضل الطرفين نحصل علىت وب: dxxdu cos= 

  :ويض نحصل علىتعالب 
( ) ( ) CxxCuuduuuuduu +−=++=−−=− ∫∫ 5

sin
3

sin
53

1
5353

4222  
  

  . لإجراء الحساب2 أو 1في هذه الحالة يمكن استخدام البند  : انفردي m و n إذا كان -3
  :مثال 
∫xdxx: احسب التكامل التالي   35 sincos.  
  :الحل 
  :لى القاعدة السابقة نحصل عمباستخدا 

( )∫
∫∫

−=

=

xdxxx

xdxxxxdxx

cossinsin1

sincoscossincos

322

3435

  

xuنفرض أن  sin=فاضل الطرفين نحصل علىت وب: dxxdu cos= 

   :تعويض نحصل علىالب 

o b e i k a n d l . c o m



    
  

  392  

( ) ( ) ( )

Cxxx

Cuuu

duuuuduuuuuduu

+++=

++−=

+−=+−=− ∫∫∫

8
sinsin

3
1

4
sin                                                                 

2
4

                                                                 

2211

8
6

4

75
4

753342322

  

دة التكامل إلى شكل  زوجيان عندها نستخدم قوانين ضعف الزاوية لإعاmوn إذا كان -4 
  :إجراء المكاملة وصيغ ضعف الزاوية هي  يمكن فيه

2
2cos1sin)3 2 xx −

و =
2

2cos1cos)2 2 xx +
xxx    و  = cossin22sin)1 =  

  
  :مثال 
xdxx: احسب التكامل التالي   22 cossin∫.  
  :الحل 
  : القاعدة السابقة نحصل علىمباستخدا 

( )( )

( )

CxxCxx

dxxdx

x

dxx

dxx

dxxx

xxxdxx

+−=+−=

−=

−
=

=

−=

+−=

+
×

−
=

∫∫

∫

∫

∫

∫

∫∫

4sin
32
1

8
1

4
4sin

8
1

8
1

4cos
8
1

8
1

2
4cos1

4
1

2sin
4
1

2cos1
4
1

2cos12cos1
4
1

2
2cos1

2
2cos1cossin

2

2

22

  

  

dxxx :إذا كان لدينا التكامل: ثانياً mn∫ sectan نميز الحالات التالية:  
 باستخدام sec ونحول الباقي إلىsec و واحده منtanنترك واحد من: فردياnً إذا كان -1

1sectanالعلاقة 22 −= xx وبعدها نفرض xu sec=.  
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  :مثال 
∫xdxx: احسب التكامل التالي    53 sectan.  

  :الحل 
  : القاعدة السابقة نحصل علىمباستخدا 

( )∫
∫∫

−=

=

xdxxxx

xdxxxxxdxx

sectansec1sec

sectansectansectan
42

4253

  

xuنفرض أن  sec=فاضل الطرفين نحصل علىت وب: dxxxdu sectan= 

  :تعويض نحصل علىالب 
( )

Cxx

Cuuuduu

+−=

+−=−∫

5
sec

7
sec
57

1

57

57
42

  

 من خلالtan ونحول الباقي إلىxxsecsec2نترك اثنان من: زوجيm إذا كان-2
xxالعلاقة 22 tan1sec xu ونستخدم التحويل =+ tan=.  

  :مثال
∫xdxx: التالي احسب التكامل    42 sectan.  

  :الحل 
  : القاعدة السابقة نحصل علىمباستخدا 

xdxxxxdxxx ∫∫ = 22222 sincoscossecsectan  
xuنفرض أن  tan=فاضل الطرفين نحصل علىت وب: dxxdu 2sec= 

  :عندها يصبح التكامل على الشكل التالي 
( ) ( )

Cxx

Cuu

duuuuduu

++=

++=

+=+ ∫∫

5
tan

3
tan

53

1

53

53

4222
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لإيجاد  2 أو 1 عندها يمكن استخدام أي من البندين اًزوجي mفردياً وnن إذا كا   -3
  .التكامل

عندها كل تكامل سوف يحل بطريقة مختلفة ولا توجد  اً فرديmو اً زوجيn إذا كان -4
  .قاعدة عامة

  
  :مثال 
xd: احسب التكامل التالي  

x
x

∫ 3

5

cos
sin.  

  :الحل 
  : السابقة نحصل علىالقواعد مباستخدا 

( ) xd
x

xxxd
x

xxxd
x
x

∫∫∫
−

== 3

22

3

4

3

5

cos
sincos1

cos
sinsin

cos
sin  

xuنفرض أن    cos=فاضل الطرفين نحصل علىت وب: dxxdu sin−= 

  :عندها يصبح التكامل على الشكل التالي   
( ) ( )

CxxLnx

duu
u

du
u
du

du
u

uuud
u
uxd

x
x

+−+=

−+−=

+−
−=

−
−=

∫∫ ∫

∫∫∫

22

3

3

42

3

22

3

5

cos
2
1cos2sec

2
1

2

211
cos
sin

  

  :مثال 
∫xdxx: احسب التكامل التالي   45 sectan.  
  :الحل 
  : القواعد السابقة نحصل علىمباستخدا 

( ) xdxxxxx

xdxxxxxdxx

sectansec1sec

sectansectansectan

322

3445

∫
∫∫

−=

=
  

xuنفرض أن    sec=فاضل الطرفين نحصل علىت وب: dxxxdu tansec= 

  :عندها يصبح التكامل على الشكل التالي  
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( ) ( )
( )

Cxxx

Cuuu

duuuu

duuuuuduu

++−=

++−=

+−=

+−=−

∫
∫∫

4
sec

6
sec2

8
sec

46
2

8

2

121

468

468

357

324322

  

  

  :مثال
∫xdxx: احسب التكامل التالي  25 cossin؟  

  :الحل
  : القواعد السابقة نحصل علىمباستخدا

22

2245

)cos1(sin
)(sinsinsinsinsin

xx
xxxxx

−=

==  

xuنفرض  cos= بتعويض في التكامل نحصل على :  

cxxx

cuuuduuuu

duuuu

duuuxdxx

+−−=

+−−=−−=

+−=

−=

∫

∫
∫∫

7
cos

5
cos2

3
cos

75
2

3
)2(

)21(

)1(cossin

753

753
642

242

22225
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Integration by parts  
vduudvuvd :نجد دالتينتفاضل حاصل ضرب من قانون    +=)(  
∫∫: العلاقة نحصل على  الطرفين تكاملب   += vduudvuv  
   :يء قانون التكامل بالتجزا نحصل علىومنه  

  
  
  

∫حساب التكامل وبهذه الطريقة نكون قد انتقلنا من    vdu حساب التكامل إلى ∫ udv 
  .vd و u اختيار أحسنا إذا الأول يكون عادة اقل صعوبة من الذي
  :الآتية الأمثلة فيوطريقة استخدام هذه القاعدة موضحة   

  :مثال 
∫حساب  نريد أننانفرض    xdxxsinلا ينطبق عليه لأنهيمكن حسابه مباشرة   لكن لا 

  .بالتجزيء ولذلك سنحسب هذا التكامل بطريقة التكامل المباشرة من قوانين التكامل أي
xdudxu ولنفرض  =→=  

xvxdxvd cossin −=→=  

cxxx

xdxxxxdxx

++−=

+−= ∫∫
sincos

coscossin

  
  :مثال 
∫  :يلياحسب ما   xdex x.  
  
  :الحل 

 فنحاول حسابه باستعمال التكامل ة إيجاد تكامل هذه الدالة مباشرأننا لا نستطيع:نلاحظ  
  .يءبالتجز

xdudxu أنلنفرض  =→=  

2

2xvxdxvd =→=  

∫∫ −= udvvuvdu 
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∫∫ ومنه فإن −= xdexexxdex xxx

22

22

  
∫ولكن التكامل  xdex x

2

 نستخدم فيها احد قوانين أن يمكن التي التكاملات  ليس من2
vduالمباشر وذلك بسبب اختيار  التكامل  إيجاد نحاول اإذ ، غير موفقأو اختيار خاطئا ,
vduنفرضه لـ  أخراختيار  ,  
xdudxu ولنأخذ xx و      =→= evxdevd =→=  

∫ :قانون نطبق ال ∫−= udvvuvdu  
cxeceexxdeexxdex ومنه   xxxxxx +−=+−=−= ∫∫ )1(  

   .الذي تم في المثال صحيح الاختيار اذإ
  

  :مثال
∫اوجد تكامل    xdxln.  

  :الحل 
∫ قاعدة تكامل تحسب أي نأخذ لم أننانلاحظ    xdxln  
أخذ بو التعويض المذكورة سابقاًل طريقة  هذا المثال يمكن حساب التكامل باستعماففي  

xz ln=   
xdedxexz وبالتالي zz =→=→= ln  

zdeede لدينا
zd

ed zzz
z

=→=  

zdexd ومنه z=  
zdezedzxdx  التكامل السابق يصبحاإذ zz ∫∫∫ ==ln  

  :وحسب المثال السابق 
czezdez zz +−==∫ )1(  

cxxcxexdx  فإنليوبالتا    x +−=+−=∫ )1(ln)1(lnln ln  
  بالتجزيءويمكن حسابه مباشرة باستعمال التكامل 
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 ولنأخذ 
xd

x
udxu 1ln =→=

  
 xvxdvd =→=  

∫∫ : بالتجزيءولنطبق قانون التكامل −= udvvuvdu  
   :فيكون لدينا 

cxxcxxx

xdxxxd
x

xxxxdx

+−=+−=

−=−= ∫∫∫
)1(lnln

ln1lnln

  
  

  :مثال
∫xdxاوجد تكامل    2sin.  

  :الحل 
   :يليلنفرض ما  

xvxdxvd
xdxudxu

cossin
cossin

−=→=
=→=  

∫∫ بالتجزيءوبتطبيق قانون التكامل   −= udvvuvdu  يكون لدينا:  

( )

cxxcxxxxdx

cxxxxdx

cxxxxdxxdx

xdxxxxxdx

xdxxdxxxdxxxxdx

xxxx

xdxxxxdx

++−=++−=∴

++−=→

++−=+→

−+−=→

−+−=−+−=∴

−=→=+

+−=

∫

∫
∫∫

∫∫
∫∫∫∫

∫∫

2
12sin

4
1

2
1cossin

2
1sin

cossinsin2

cossinsinsin

sincossinsin

sincossinsin1cossinsin

sin1cos1cossin

coscossinsin

2

2

22

22

222

2222

22

Q

  

  
 :ن خلال استخدام صيغة ضعف الزاويةهناك طريقة ثانية لحل هذا المثال م -

 
2

2cos1sin 2 xx −
  :ي يكون لديناوبالتال =
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Cxx

dxxdx

dxxxdx

+−=

−=

−
=

∫∫

∫∫

2
2sin

2

2
2cos

2

2
2cos1sin 2

  

  .بالتجزيءوهي النتيجة ذاتها التي حصلنا عليها بطريقة التكامل   
  

  :ملاحظة
 تكامل إلى طريقة التكامل بالتجزئة تنقلنا من حساب تكامل صعب أنكما هو واضح   

vdu عن اختيارأدقابسط لكن هذا يتوقف بصورة  ض حالات الاختيار قدم بعلذلك سن,
vuحالات اختيار ،المناسب ,.  
  :الأولىالحالة 
xdex  كان التكامل من الشكلإذا   axn∫  

xdnxudxuنفرض  nn 1−=→=  
axaxونفرض  e

a
vxdevd 1

=→=  
  

  :مثال
∫  :يلياحسب ما    xdex x2.  

  :الحل 
  :لنفرض ما يلي  

xx evxdevd
xdxudxu

=→=

=→= 22

  

∫∫ بالتجزيءوبتطبيق قانون التكامل   −= udvvuvdu  يكون لدينا:  
dxxeexxdex xxx ∫∫ −= 222  

cxexdexولكن وجدنا في المثال السابق أن  xx +−=∫   : وبالتالي يكون لدينا)1(
[ ] Cxeexxdex xxx +−−=∫ )1(222  
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  :الحالة الثانية
xdxxn  الشكلالتكامل منكان  إذا     ωcos∫ من الشكلأو  xdxxn ωsin∫  

xdnxudxuنفرض nn 1−=→=  
xvxdxvd ونفرض للشكل الأول ω

ω
ω sin1cos =→=  

xvxxdvd الثانيونفرض للشكل  ω
ω

ω cos1sin −=→=  
      :مثال
xdxx احسب التكامل    cos∫.  

  :الحل 
        :أننفرض  

xvxdxvd
xdudxu

sincos =→=
=→=  

  : فإن بالتجزيءوحسب قانون التكامل  

cxxx

xdxxxxdxx

++=

−= ∫∫
cossin

sinsincos  

   :الحالة الثالثة
xdxxn  كان التكامل من الشكلإذا   ln∫  

 هذه الحالة نفرض في
x
xdudxu =→= ln   ونفرض

1

1

+
=→=

+

n
xvxdxvd

n
n  

  :مثال
xdxx :احسب التكامل    ln2∫.  

  :الحل 
xd نفرض    

x
udxu 1ln  ولنفرض   =→=

3

3
2 xvxdxvd =→=  

  : فإن بالتجزيءوبتطبيق قانون التكامل  

cxxxcxxx

xd
x

xxxxdxx

+−=+−=

−= ∫∫
3

333

33
2

9
1ln

33
.

3
1ln

3

1
3

ln
3

ln
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    :الرابعةالحالة 
xdxeax التكامل من الشكلكان لدينا  إذا   ωsin∫ من الشكلأو  xdxe ax ωcos∫  

xdaeudeu نفرض  axax =→=  
xvxxdvd ونفرض للشكل الأول  ω

ω
ω cos1sin −=→=  

xvxdxvd الثانيونفرض للشكل   ω
ω

ω sin1cos =→=  
  :مثال 

xdxe احسب التكامل   x 2sin3∫.  
   :الحل 
   :أننفرض  

xvxdxvd

xdeudeu xx

2cos
2
12sin

3 33

−=→=

=→=
  

   : فإن وبالتالي

∫∫ +−== xdxeexxdxeI xxx 2cos
2
3cos

2
12sin 333  

1 نضع
3

3

2
3cos

2
IexeI x

x

+−=  
xdexI الآننحسب  x∫= 3

1 cos بالتجزيء التكامل أخرى ونحسب مرة   
     أننفرض 

xvxdxvd

xdeudeu xx

2sin
2
12cos

3 33

=→=

=→=

  
xdxeexxdexI :ومنه فإن  xxx 2sin

2
32sin

2
1cos 333

1 ∫∫ −==  
  I الأصلي التكامل فينرجع ونعوض 







 +−=+→

−+−==

∫∫

∫∫

xxexdxexdxe

xdxeexexxdxeI

xxx

xxxx

2sin
4
3cos

2
12sin

4
92sin

2sin
4
92sin

4
3cos

2
12sin

333

3333
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





 +−=→







 +−=→

∫

∫

xxexdxe

xxexdxe

xx

xx

2sin
4
3cos

2
1

13
42sin

2sin
4
3cos

2
12sin

4
13

33

33

  

   :يلي المطلوب حسابه يعطى بما لتكامال اإذ
( )xxexdxe

x
x 2sin3cos2

13
2sin

3
3 +−=∫  

  :مثال 
∫ احسب التكامل   xdxx )2sin( 23.  

  :الحل 
xdxudxu نفرض أن 22 =→=  

)2cos( ونفرض أن
4
1)2sin( 22 xvxdxxvd −=→=  
  : نحصل على بالتجزيءوبتطبيق قانون التكامل 

cxxx

xdxxxxxdxx

++−=

+−= ∫∫

)2sin(
8
1)2cos(

4
1

)2cos(
2
1)2cos(

4
1)2sin(

222

22223

  

  :مثال 
∫ :التكاملاحسب    xdxxx tansec.   

  :الحل 
xdudxu نفرض أن  =→=  
xvxdxxvd ونفرض أن  sectansec =→=  
  : نحصل على بالتجزيءوبتطبيق قانون التكامل  

cxxxx

xdxxxxdxxx

++−=

−= ∫∫
tanseclnsec

secsectansec  
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  :احسب التكاملات التالية

1(cos 2∫ xdx.  
  :الحل 

∫∫ لدينا   = xdxxxdx coscoscos 2  
xdxudxu       أننفرض    sincos −=→=  
xvxdxvd        أننفرض   sincos =→=  
   : نحصل علىبالتجزيءوبتطبيق قانون التكامل   

xdxxx

xdxxxxdx

)cos1(cossin

sincossincos
2

22

∫
∫∫

−+=

+=

  
xdxxdxxxdx     ومنه فإن ∫ ∫∫ −+= 22 coscossincos  

cxxcxxxudx

cxxxxdx

++=++=→

++=→

∫

∫

2
2sin

4
1

2
cossin

2
1cos

cossincos2

2

2

  
  ضعف الزاوية يمكن حل هذا المثال بطريقة ثانية من خلال صيغة  

    أي
2

2cos1cos2 xx +
=   

  .ونحصل على النتيجة ذاتها 
  

2()35ln(∫ + xdx.  
  :الحل 

xd أننفرض   
x

udxu
35

5)35ln(
+

=→+=  
xvxdvd أنونفرض    =→=  

   يكون لدينا بالتجزيءحسب قانون التكامل 
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cxxx

cxxxxxd
x

xdxx

xd
x

xxxxd
x

xxxxdx

+−+





 +=

+++−+=
+

+−+=

+
−+

−+=
+

−+=+

∫∫

∫∫∫

)35ln(
5
3

)35ln(
5
3)35ln(

35
3)35ln(

35
335)35ln(

35
5)35ln()35ln(

  

3(3∫ − xdex x.  
  :الحل 

xdudxu أننفرض    =→=  
xx أنونفرض    evxdevd 33

3
1 −− −=→=  

  : نحصل على بالتجزيءوبتطبيق قانون التكامل   
cxecexexdeexxdex xxxxxx +






 +−=+−−=+−= −−−−−− ∫∫ 3

1
3
1

9
1

3
1

3
1

2
1 333333

  
 4(4∫ + xdxx.   
  :الحل 
xdudxu أننفرض     =→=  

2 أنونفرض   
3

2
1

)4(
3
2)4( +=→+= xvxdxvd  

  :نحصل على  بالتجزيء قانون التكاملوبتطبيق   
cxxxxdxxxxdxx ++++=+−+=+ ∫∫ 2

5
2
3

2
3

2
3

)4(
15
4)4(

3
2)4(

3
2)4(

3
24

  
∫ − 5(31 xdex x.   

  :الحل 
xdudxu أننفرض    =→=  
xx أنونفرض    evxdevd 3131

3
1 −− −=→=  
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  : نحصل علىبالتجزيءوبتطبيق قانون التكامل   

cxe

eex

xdeexxdex

x

xx

xxx

+





 +−=

−−=

+−=

−

−−

−−− ∫∫

3
1

3
1

9
1

3
1

3
1

3
1

31

3131

313131

  

  

 6(
35∫ xdex x.  

  :حلال 
xdexvdxu أنبفرض   x323 ,    منها يكون لدينا ==

3

3
1,3 2 xevxdxud ==  

333

333

)1(
3
1

3
1

3
1

3
1

33

235

xxx

xxx

exceex

xdexexxdex

−=+−=

−=∴ ∫∫  

  
 7(2∫ xdex x.  
  :الحل 
xdxudxu أننفرض   22 =→=  
xx أنونفرض   evxdevd =→=  
    : نحصل على بالتجزيءوبتطبيق قانون التكامل  

∫∫ −= xdexexxdex xxx 222

  
∫ الآنلنحسب   xdex x التكامل بالتجزئة أخرى ونستعمل مرة   
xdudxu     ولنأخذ  xxو  =→= evxdevd =→=  

   :نحصل على  بالتجزيء  قانون التكاملنطبق
cexceexxdeexxdex xxxxxx +−=+−=−= ∫∫ )1(  

  ج  حساب التكامل المطلوب فنحصل على الناتفينعوض  
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cexx

cexexxdex
x

xxx

++−=

+−−=∫
)22(

)1(2
2

22

  

  
 ∫ +

8(
94 2x
xd.  

  :الحل 
θtan :نفرض أن   

3
2

=x نحصل على  ونفاضل الطرفين θθ ddx 2sec
3
2

=  
  :نحصل علىلمنها نعوض في التكامل  

Cx

Cd

d

dd

+





=

+==

+
=

=
=







+

−

∫

∫

∫∫

3
2tan

6
1

6
1

6
1

tan44
sec

12
2

tan44
sec

3
2

tan
3
294

sec
3
2

1

2

2

2

2

2

2

θθ

θ
θθ

θ
θθ

θ

θθ

  

  
 ∫ 9(sin 5 dxx.  
  :الحل 
   : أننجد  الزاويةباستخدام خواص ضعف 

( )
( )

( ) xdxxx

dxx

dxxxdxx

sincoscos21

sincos1

sinsinsin

42

22

225

∫
∫

∫ ∫

+−=

−=

=

  

xuنفرض  cos=فيكون dxxdu sin−= وبالتعويض نجد :  
( )

( ) ( ) cxxx

cuuu

duuudxx

+++−=

+++−=

+−−=∫ ∫

53

53

425

cos
5
1cos

3
2cos

5
1

3
2

21sin
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 ∫ 10(sectan 42 dxxx.  
  :الحل 

( ) dxxxx

dxxxxdxxx
222

22242

sec1tantan

secsectansectan

+=

=

∫
∫ ∫  

xuنفرض  tan=فيكون dxxdu 2sec= وبالتعويض نجد :  
( )

( )

cxx

cuu

duuu

duuudxxx

++=

++=

+=

+=

∫
∫ ∫

35

35

24

2242

tan
3
1tan

5
1

3
1

5
1

1sectan

  

  
∫ 11(5sincos3 dxxx.  

  :الحل 
xuنفرض   5sin=فيكون dxxdu 5sin5−= وبالتعويض نجد :  

( )

cx

cx

cu

duu

dxxxdxxx

+−=

+−=

+−=

−=

−−=

∫

∫ ∫

5cos
20
1

4
5cos

5
1

45
1
5
1

5sin5cos
5
15sincos

4

4

3

33

  

  

( )∫ + 12(13 4 dxx.  
  :الحل 
13نفرض   += xuفيكون dxdu   : وبالتعويض نجد =3

( )

( ) cx

cuduudxx

++=

+==+ ∫∫
5

544

13
15
1

15
1

3
113  

  

o b e i k a n d l . c o m



    
  

  408  

 13(2∫ xdex x.  
  :الحل 
  : فارضين أنبالتجزيءكامل ن 
xdudxu نفرض أن  xvxdxvd ونفرض أن =→= tansec 2 =→=  
  : نحصل على بالتجزيءوبتطبيق قانون التكامل  

cxxx

dxxxxxdex x

++=

−= ∫∫
coslntan

tantan2

  
  

 14(tansec∫ xdxxx.  
  :الحل 
  : فارضين أنبالتجزيءكامل ن 
xdudxu                  نفرض أن  =→=  
xvxxdxvd     ونفرض أن  sectansec =→=  
  :نحصل على  بالتجزيء وبتطبيق قانون التكامل 

cxxxx

dxxxxxdxxx

++−=

−= ∫∫
tanseclnsec

secsectansec  

  
 15(sin3∫ xdxx.  
  :الحل 
  :ضين أن فاربالتجزيءكامل ن 
xdxudxu       نفرض أن  23 3=→=  
xvxxdvd       ونفرض أن  cossin −=→=  
  : نحصل على بالتجزيءوبتطبيق قانون التكامل  

dxxxxxxdxx ∫∫ +−= cos3cossin 233  
∫dxxxبالتجزيء التكامل نتابع حساب التكامل الحاصل  cos2 فنحصل على ناتج التكامل.  
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Partial Fractions Integration by 

  :تمهيد
تسمى الدالة   

)(
)()(

xg
xfxF )(,)( كانت إذا بدالة كسرية = xgxf في حدود تيكثير x.  

  :مثال 
: الدوال التالية  

)1(
1,

1
)1(,

1
12,

1
1

2322 ++
+

+
+−

+
−

xxx
xx

x
x

x
xدوال كسرية .  

32: لتاليةبينما الدوال ا  

2
,sin,ln

x
x

x
ex

x
x x   . ليست بدوال كسرية+−

   . تسمى كسرا حقيقياxF)( فإن xg)( اقل من درجة xf)( كانت درجة إذا  
  : مثلحقيقي بمجموع كثيرة حدود وكسر حقيقييمكن التعبير عن كسر غير   

1
1

1
1

22

3

+
+

−=
+
−

x
xx

x
x  

 :من الشكل) كسور جزئية( بمجموع كسور بسيطة حقيقيويمكن التعبير عن كل كسر   

krx
A

)( −
kcxbxa أو 

BxA
)( 2 ++

kcxbxa أنحيث  + )( 2  ليس له للاختزال قابل غير ++

  . حقيقيةجذورا
كسور (بسيطة  يمكن كتابتها بمجموع كسور التي على الكسور دراستناوسنقتصر   
  : الحالات التاليةإلىوسنتطرق ) جزئية

  :الأولىالحالة 
)(,)( كانت إذا   xgxf في كثيرات حدود x ويمكن كتابة )(xg الصورة في   

)........().........)()(()( 321 nrxrxrxrxxg ++++=  
  :أنحيث  

nrrrr ≠≠≠≠ .............321  
وذا كانت 

)(
)()(

xg
xfxF   : الصورة في كسرا حقيقيا فإنه يمكن وضعه =

n

n

rx
A

rx
A

rx
A

rx
A

xg
xf

+
++

+
+

+
+

+
= ..................

)(
)(

3

3

2

2

1

1  

nAAAA    : أنحيث  ,..........,,,   . يجب تعيينهاثوابت 321
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  :مثال
 التاليالكسر فرق   

4
12

2 −
+

x
x جزئيةه مجموع كسورإلى .  

  :الحل 
21 الثابتين أننفرض   , AAيليققان ما  يح:   
)1(

22)2)(2(
12

4
12 21

2 →
+

+
−

=
+−

+
=

−
+

x
A

x
A

xx
x

x
x  21حيث , AA ثوابت يجب تعيينها   

  :نوحد المقامات فيصبح لدينا  

4
)2()2(

4
12

2
21

2 −
−++

=
−
+

x
xAxA

x
x  

42 في المعادلة طرفينضرب   −xفنحصل على :   
)2()2(12 21 −++=+ xAxAx  

  : xهذه المعادلة صحيحة من اجل كل عدد 
2)2(1)22()22(فنحصل على  x=−2 نأخذ  21 −−++−=+− AA  

       ومنه
4
343 22 =→−=− AA  

2)2(1)22()22( فنحصل على x=2 نأخذ 21 −++=+ AA  
         ومنه

4
545 11 =→= AA  

21نعوض  , AA فيصبح لدينا)1( المعادلة في :  

2
1

4
3

2
1

4
5

4
12

2 +
+

−
=

−
+

xxx
x  

  
  :مثال 

xd اوجد التكامل  
x

x
∫ −

+
4
12

2.  
  :الحل 
  : انه لا يمكننا استخدام احد قوانين التكامل مباشرة ولكن من المثال السابق لدينا : نلاحظ 

2
1

4
3

2
1

4
5

4
12

2 +
+

−
=

−
+

xxx
x  
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       اإذ
( ) ( )[ ]

( ) ( ) CxxLn

cxx

cxx

xd
x

xd
x

xd
x

x

++−=

++−=

+++−=

+
+

−
=

−
+

∫ ∫∫

4 35

35

2

22

22ln
4
1

2ln
4
32ln

4
5

2
1

4
3

2
1

4
5

4
12

  

  
  :لأولىالحالة ا

)(,)(ا كانت إذ   xgxf كثيرات حدود في x ويمكن كتابة )(xgفي الصورة :  
nrxxg )()( Nn حيث أن =+ ∈  

و كانت 
)(
)()(

xg
xfxF   : كسرا حقيقيا فإنه يمكن وضعه في الصورة =

n
n

n
n

rx
A

rx
A

rx
A

rx
A

xg
xf

)()(
..................

)()()(
)(

1
1

2
21

+
+

+
++

+
+

+
= −

−  

nAAAAحيث  ,..........,,,    يجب تعيينها ثوابت 321
  :مثال 

)1(3  الكسرفرق  
2

+
−

x
x جزئيةال ه كسورإلى.   

  :الحل 
321 الثوابت أننفرض   ,, AAAيلي ما تحقق:   
)2(

)1()1(1)1(
2

3
3

2
21

3 →
+

+
+

+
+

=
+
−

x
A

x
A

x
A

x
x  321حيث ,, AAA ثوابت يجب تعيينها   

  . المقامات فيصبح لدينانوحد  

3
32

2
1

3 )1(
)1()1(

)1(
2

+
++++

=
+
−

x
AxAxA

x
x  

)1(3 في المعادلة طرفينضرب  +xفنحصل على :   
32

2
1 )1()1(2 AxAxAx ++++=−  

   xهذه المعادلة صحيحة من اجل كل عدد 
30021 فنحصل على x=−1 نأخذ A++=−− 33 ومنه −=A  
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3212:فنحصل على  x=0 نأخذ AAA ++=−  
1221        ومنه 132 AAAA −=→−+=−  
3 :فنحصل على x=1 نأخذ

2
2

2
1 )2()2(21 AAA ++=−  

2413441)1(3 ومنه فإن 1121 −−+=−→−+=− AAAA  
0011232241 1111 =→=+−=→−−+=−→ AAAA  

110 : فإنوبالتالي 22 =→−= AA  
321نعوض  ,, AAA فيصبح لدينا)2( المعادلة في :  

323 )1(
3

)1(
1

)1(
2)(

+
−

+
=

+
−

=
xxx

xxf  

  :مثال
xd اوجد التكامل   

x
x

∫ +
−

3)1(
2.   

  :الحل 
   :نه لا يمكننا استخدام احد قوانين التكامل مباشرة ولكن من المثال السابق لديناأنلاحظ   

323 )1(
3

)1(
1

)1(
2

+
−

+
=

+
−

xxx
x  

       اإذ
++++−=

+
−

+
=

+
−

−−

∫ ∫∫
21

32)

)1(
2
3)1(

)1(
13

)1(
1

31(
2

xx

xd
x

xd
x

xd
x
x

  

  :ملاحظة
  :التالي المثال في آن واحد كما هو موضح فييمكن استعمال الحالتين   

  :مثال 
 الكسر فرق   

)1()1(
13

2 −−

−

xx
x كسوره الجزئيةإلى .   

  :الحل 
     لدينا  

22 )1)(1(
13

)1)(1)(1(
13

)1()1(
13

−+
−

=
−+−

−
=

−−
−

xx
x

xxx
x

xx
x  

321 أننفرض  ,, AAAيليا  تحقق م:   
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)3(
)1()1(1)1)(1(

13
2

321
2 →

−
+

−
+

+
=

−+
−

x
A

x
A

x
A

xx
x  321حيث ,, AAA ثوابت يجب تعيينها   

   والثانية معا الأولى استعملنا الحالتين أننا : نلاحظ
  :نوحد المقامات فيصبح لدينا 

)1)(1(
)1()1)(1()1(

)1)(1(
13

2
32

2
1

2 −−
++−++−

=
−−

−
xx

xAxxAxA
xx

x  

)1)(1( في المعادلة طرفينضرب  2 −− xxفيكون لدينا :  
)1()1)(1()1(13 32

2
1 ++−++−=− xAxxAxAx  

   :xجل كل عدد أهذه المعادلة صحيحة من 
3)1(1)11()11)(11()11(  فنحصل علىx=1 نأخذ 32

2
1 ++−++−=− AAA  

122 ومنه 33 =→= AA  
   فنحصل على x=−1 نأخذ

)11()11)(11()11(1)1(3 32
2

1 +−+−−+−+−−=−− AAA  
144 ومنه 11 −=→=− AA  

3)0(1)10()10)(10()10( فنحصل على x=0 خذنأ 32
2

1 ++−++−=− AAA  
111 ومنه فإن 312321 =++=→+−=− AAAAAA  
321نعوض  ,, AAA فيصبح لدينا )3( المعادلة في :  

22 )1(
1

)1(
1

1
1

)1)(1(
13

−
+

−
+

+
=

−+
−

xxxxx
x  

  :مثال 
xd اوجد التكامل  

xx
x

∫ −−
−

)1()1(
13

2
.  

  :الحل 
  الكسريقفر تإلى نحتاج أننا : نلاحظ

)1()1(
13

2 −−
−

xx
x ومن المثال السابق لدينا   

22 )1(
1

)1(
1

1
1

)1)(1(
13

−
+

−
+

+
=

−+
−

xxxxx
x  

    :اإذ
  xd

x
xd

x
xd

x
xd

xx
x

∫∫∫∫ −
+

−
+

+
=

−+
−

22 )1(
1

)1(
1

1
1

)1)(1(
13  
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c
xx

x

cxxxxd
xx

x

+
−

−
+
−

=

+−−−++−=
−+

− −∫

1
1

1
1ln

)1(1ln1ln
)1)(1(

13 1
2

  

  

  :مثال 
xd :يالتكامل التالاوجد    

xx
xxx

∫ −
−−+

4
82295

3

23.  
  :الحل 

}واضح إن الدالة مستمرة على الفترة    }2,2,0 −−R باستخدام الطرق السابقة تكون لدينا 
 :صيغة التفريق التالية

2
3

2
425

4
82295

3

23

−
+

+
++=

−
−−+

xxxxx
xxx

  

  :وبذلك يكون التكامل على الشكل التالي

( ) ( )( ) CxxxLnx

CxLnxLnxLnx

dx
xxx

xd
xx

xxx

+−++=

+−++++=









−
+

+
++=

−
−−+

∫∫

342

3

23

225

232425
2

3
2

425
4

82295

  

  :مثال 
   :اوجد التكامل التالي  

( )( )
xd

xx∫ ++ 221
1.  

   :الحل 
}واضح إن الدالة مستمرة على الفترة    }1,2 −−−R باستخدام الطرق السابقة تكون لدينا 

  :صيغة التفريق التالية

( )( ) ( )22 2
1

2
1

1
1

21
1

+
−

+
−

+
=

++ xxxxx
  

  :وبذلك يكون التكامل على الشكل التالي

( )( ) ( )

C
x
xLn

x

C
x

xLnxLn

dx
xxx

xd
xx

+
+
+

+
+

=

+
+

++−+=










+
−

+
−

+
=

++ ∫∫

2
1

2
1

2
121

2
3

2
1

1
1

21
1

22
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Fundamental Theorem : 

  : تعريف
RIf ولكن .R من خالٍمجالاً غير  I ليكن   ] حيث I مستمرة على دالة :→ ]baI  عندئذ =,

)()(نسمى العدد aFbF xdxf بالرمزهونرمز إلي، f للدالةb وaد منو التكامل المحد−
b

a
∫ أو  )(

tdtf
b

a
∫ )()()()( :أي أن )( aFbFxFxdxf b

a

b

a

  . f دالة أصلية للدالةF حيث ∫==−

   : تعريف
]ليكن   ]ba ] دالة مستمرة من f وليكن .Rمن  خالٍ مجالاً مغلقاً غير , ]( )Rbaf ,,، 

)ولتكن  ) mm
mm RRtttt ×∈= +

−
1

,1,2,1,0210 ,......,,....,, λλλλδ  تقسيم للمجال[ ]ba , 
)عندئذ نرمز بالرمز  )σ,fSإلي المقدار ( ) ( ) ( )k

m

k
kk fttfS λσ ∑

−

=
+ −=

1

0
) ونسمى ,1 )σ,fS 

) فالمجموعδ وفقاً للتقسيم الموضح فيf للدالةRiemannمجموع ريمان  )σ,fS يمثل 
)المجموع الجبري لمساحات المستطيلات التي أبعادها ) ( )kkk ftt λ×−+1.  

)ولما كان واضحاً أن مجموع ريمان   )σ,fS الدالةكون  يقترب في حالةfمن  ، مستمرة
ax ن والمستقيميxمحور ال وfلسطح المحصور بين منحني الدالة المساحة الجبرية ل = 

bxو ]عندما تصغر المساحة في الفترات = ]1, +ii ttًأي يقترب إلي الصفر   صغراً متناهيا
xdxfكاملتمنها نستنتج أن ال

b

a
∫  f الدالة ى يعبر عن المساحة المحصورة بين منحن)(

ax ن والمستقيميxمحور الو bx  و=    : التاليل كما موضح في الشك.=
  

  

o b e i k a n d l . c o m



    
  

  416  

   
  
  
  
  

  

  :مثال
∫ التالياحسب التكامل    

2

1

xdx.  

  :الحل 

2
3

2
1

2
4

2

2

1

22

1

=−==∫
xxdx  

  :مثال 
∫ التالياحسب التكامل    +−

3

0

3 )14( xdxx.  

  :الحل 

4
15

4
21318

4
8103

2
34

4
3

2
4

4
)14(

24

3

0

243

0

3

==+−=−







+

×
−=









+−=+−∫ xxxxdxx

  

  :مثال 
) :أوجد ناتج التكامل التالي   )∫ +++

2

2--

34 105 xdxxx  

  :الحل 
  :يواضح أن الدالة كثيرة حدود فإن تكاملها يكون على النحو التال  

( )

0

20
2

02
4

32
5

6420
2

02
4

32
5

64

10
2

5
45

105 
2

2

2452

2--

34

=







 +++−






 +++=









+++=+++

−
∫ xxxxxdxxx

 

  :تعريف
] دالة مستمرة على المجال xf)(      لتكن الدالة  ]ba  تكاملا xF)( ولتكن ,

  :إن التكامل المحدود يعطى بما يلي  فxf)(غير محدود للدالة 
)()()()( aFbFxFxdxf b

a

b

a

−==∫  
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a
  

c
  

b x
 

y

2A1A

  :مثال

∫: احسب التكامل التالي   
2

0

cos

π

θθ d   

  :الحل 

10sin
2

sinsincos 2
0

2

0

=−==∫
πθθθ

π

π

d  

Properties of Definite Integral :  

1. )( abcxdc
b

a

cbaحيث  ∫=−     .ثوابت ,,

2. 0)( =∫
a

a

xdxf 

] قابلة للتكامل في الفترة xf)( ا كانتإذ .3  ]ba  ثابتاً حقيقياً فإن c وكان bإلى a  من,
)(xfc والتكامل هو قابلة للتكامل في هذه الفترة كذلك:   

xdxfcxdxfc
b

a

b

a
∫∫ = )()(

 
)(,)(إذا كان   .4 xgxfدالتين قابلتين للتكامل في الفترة من aإلى bفإن  : 

 )()(,)()( xgxfxgxf   :اإذدوال قابلة للتكامل في نفس الفترة  −+

[ ] xdxgxdxfxdxgxf
b

a

b

a

b

a
∫∫∫ ±=± )()()()( 

bcaإذا كان  .5 ] قابلة للتكامل في الفترة xf)(وكانت الدالة >> ]ba   :فإن  ,

21)()()( AAxdxfxdxfxdxf
c

b

b

a

c

a

+=+= ∫∫∫  
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)()(  كانإذا  .6 xgxf ] في النطاق xلجميع قيم  ≤ ]ba   :فإن  ,

∫∫ ≥
b

a

b

a

xdxgxdxf )()( 

  :مثال 
∫ احسب التكامل التالي  

6

2-

5 xd.  

  :الحل 
402)5(65

6

2-

=−=∫ xd  

  :مثال
∫ أوجد التكامل الآتي  

3

2-

2  ) 56 ( x d-x.  

  :الحل 
45)1016()1554(52  ) 5-6 (

3

2

3
3

2-

2 =+−−−=−=
−∫ xxxdx  

  :مثال 
∫ :أوجد التكامل التالي   

2

1-

23  ) 1( x d- x   

  :الحل 

14
4051

2
1

7
128

7
128

2
1

7
1

)12()1(

2

1

47

2

1

36
2

1

23

=





 −+

−
−






 ++=++=

++=+

−

−−
∫∫

xxx

xdxxxdx
  

  
  :مثال 

∫ حسب التكامل التاليا  
−

2

1

xdx.  

  :الحل 





<−
≥

=
0
0

xif,x
xif,x

xQ 
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  :ومنه فإن  

 ∫∫∫
−−

+−=
2

0

0

1

2

1

xdxxdxxdx 

2
50

2
4

2
10

22

2

0

20

1

2

=−++=+
−

=
−

xx  
  

  :مثال 

∫ :أوجد ناتج التكامل التالي   
4

0

22 sectan

π

xdxx.  

  :الحل 

2
1)01(

2
10tan

4
tan

2
1tan

2
1sectan 224

0

2
4

0

22 =−=







−






==∫

π
ππ

xxdxx 

  :مثال
∫ :أوجد ناتج التكامل التالي   −+−

1

1-

2 1)(3323  xdxxx.  

  :الحل 
∫ لإيجاد  −+−

1

1-

2 1)(3323  xdxxx  323نستخدم التعويض 2 +−= xxu  

xdxud فنحصل على  )26(  :يكون لديناومنه  =−

∫ −+− xdxxx 1)(3323  2 2
3

22
3

)323(
3
1

3
2

2
1u

2
1

+−=×== ∫ xxuud  





 −=−=









+++−=

+−=−+−∴
−−

∫

)221(
3
8)261(8

3
1

3)2(3-3)2(3
3
1

)323(
3
11)(3323 

2
3

2
3

1

1

2
3

2
1

1

2 xxxdxxx 

  

  :مثال
) ::أوجد ناتج التكامل التالي   )∫ −+

1

1-

3  1242 x dxx.  
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  :الحل 
( )

012
2
4

4
212

2
4

4
2

12
2
4

4
2 1242

1

1

24
1

1-

3

=





 ++−






 −+=







 −+=−+

−
∫ xxxx dxx

  

  :مثال
∫ :أوجد الخطأ فيما يلي   

3

1-
2  1 x d

x
.  

  :الحل 

3
41

3
11 1 3

1

3

1-
2 −=−−=−=

−
∫ x

x d
x

  
  

2ولكن الدالة المكاملة  ،هذا الحساب يجب أن يكون خاطئاً لان الجواب سالب   

1)(
x

xf = 
ة الموجبة في أي مجال يعطي قيمة الدالموجبة دوماً وهذا يناقض الخاصة القائلة أن تكامل 

  .موجبة فما الخطأ
ن الخطأ يكمن في إننا لا يمكن أن نطبق النظرية الأساسية للتكامل المحدود في المجال إ  

] مستمرة فيه وإذا لاحظنا أن xf)(لا تكون ]3,10 ند  غير مستمرة عxf)( وأن ∋−
0=xنعرف الخطأ المرتكب.   

  :في نهاية هذه الفقرة نورد
  :أهم الخصائص الأساسية للتكامل المحدود

)(إذا كان  .1 xfفترةدالة مستمرة في ال[ ]ba bxaوكانت , )  فإن>> ) dttfxg
x

a
 دالة )(=∫

  .أيضامستمرة 
] الفترة دالة مستمرة في xf)( إذا كان .2 ]ba ) فإن , ) 0=∫ dxxf

a

a

  

)()(إذا كانت  . 3 xgxf ] الفترة في ≤ ]ba ) فإن , ) ( ) dxxgdxxf
b

a

b

a
∫∫ ≥  

] الفترةالة مستمرة في  دxf)(إذا كان . 4 ]ba ) فإن , ) dxxfdxxf
a

b

b

a
∫∫ −= )(  

] الفترة دالة مستمرة في xf)(إذا كان. 5 ]ba bcaوكانت, ) فإن >> ) ( ) ( ) dxxfdxxfdxxf
b

c

c

a

a

a
∫∫∫ +=   

o b e i k a n d l . c o m



    
  

  421  

] الفترةي  دالة مستمرة فxf)(إذا كان  .6 ]ba ) فإن , ) ( ) dxxfdxxf
a

a

a

a
∫∫ ≤

  

] الفترة دالة مستمرة في xf)(إذا كان   .7 ]ba    :فإن ,

( ) ( )






=

∫∫
− fdxxf

f
dxxf a

a

a 2زوجیة دالة

0فردیة دالة

0

  

)إذا كان  . 8  ) 0≥xf الفترة في bxa ) عندها يكون ≥≥ ) 0≥∫ dxxf
b

a

  

)إذا كان   .9 ) )(xgxf bxa الفترة في ≤ ) عندها يكون ≥≥ ) dxxgdxxf
b

a

b

a
∫∫ ≥ )(  

  :مثال 
∫ :أوجد ناتج التكامل التالي   +−

1

1-

24 3)2( xdxx  

  :الحل 
)(32 : أن الدالة :نلاحظ  24 +−= xxxfدالة زوجية لأن :   

( ) ( ) )( f32)( 24 xxxxf =+−−−=−  

15
76

15
382

15
451032

3
3
2

5
12

3
3

2
5

2

3)2( 23)2( 

1

0

35

1

0

24
1

1-

24

=





=






 +−

=







 +−=









+−=

+−=+− ∫∫

xxx

xdxxxdxx

  

  :مثال 
∫ :أوجد ناتج التكامل التالي  

4

4
--

63 tansin 

π

π

xdxx.  

  :الحل 
xxxf: نلاحظ أن الدالة    63 tansin)(    : فردية لأن=

( ) ( ) )(tansintansin)( 6363 xfxxxxxf −=−=−−=−  
  .المحدوديكون الناتج مساوياً للصفر حسب قواعد الأساسية للتكامل 
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 :امل التاليالتك أحسب قيمة -1
xx

dx
42

4

6

cossin∫
π

π

.  

  :الحل 
xu :نفرض أن   tan=منها نحصل على :   

xx
x

dx

xx
dx

xx
dx

42

24

6

42

4

6

42

4

6

costan
cos

cossincossin ∫∫∫ ==

π

π

π

π

π

π

  

xولكن 
x

2
2 tan1

cos
1

) وكذلك =+ )
x

x 2
'

cos
1tan   : ومنها نحصل على=

( )

27
38

3
4

3
21

21

11
cossin

1

3
1

3

2
2

1

3
1

22
2

1

3
1

42

4

6

+=

++−=







 ++=

+=

∫

∫∫

uu
u

duu
u

duu
uxx

dx
π

π

  

  

 :التكامل التالي أحسب قيمة -2 
x

xdxI
sin1

sin2

0 +
= ∫

π

.  

  :الحل 
tx :نجري التحويل التالي   1tan2  أي أن=−

2
tan2 xt  ملاحظين   نعوض في التكامل=

2
2

2

1
2

2
tan1

2
tan2

2
cos

2
tan2

2
cos

2
tan2sin

t
t

x

x
xxxxx

+
=

+
  :نحصل علىتعويض في التكامل الب ===
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( ) ( )dt
tt

t

dt
t

t
t

t
t

I

22

1

0

2

2

21

0

11
4

1
2

1
21

1
2

++
=

+
×

+
+

+=

∫

∫  

  
  : لذلك نفرق الكسراًواضح إن التكامل أصبح كسر

( ) ( ) ( ) ( ) 2222 11111
4

t
C

t
B

t
A

tt
t

+
+

+
+

+
=

++
  

  :بعد إجراء الحسابات نحصل على قيم للثوابت على النحو التالي
0,2,2,0 ==−== CDBA؛   

  :كما أن

( )

1
2

1
2tan2

1
2

1
2

1

0

1

22

1

0

−=

+
+=










+
−

+
=

−

∫

π
t

t

dt
tt

I

  

  
 :التكامل التالي أحسب قيمة -3 

x

x

e
dxe

2

1

0 1 +∫.  

  :الحل 
  :نحول التكامل إلي الشكل التالي 

( )
( )

dx
e

e
e
dxe

x

x

x

x

2

'1

0
2

1

0 11 +
=

+ ∫∫  

xeu :رض أن نف  dxeduنفاضل الطرفين نحصل على = x=  
  :ض في التكامليعوبالتمنها  

4
tan

tan
11

1

1

1
2

1
2

1

0

π
−=

=
+

=
+

−

−∫∫

e

u
u

du
e
dxe e

e

x

x
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dx :التكامل التالي أحسب قيمة -4 
xx
xx

sincos
cossin 22

0 +∫
π

.  

  :الحل 
  علاقة  وبأخذ الxf)(سنرمز لدالة ما تحت التكامل بـ   

( ) 1sincoscossin2 2 −+= xxxx الاعتبار نجد أن  بعين:   
( )[ ]

( )

( ) ( )

( )xx
xx

xx
xxxx

xx
xxxxf

sincos2
sin

4
1

4
2cos

4
2sin

sincos2
sinsincossin

2
1

sincos2
sin1sincos)(

2

2

+
−+−=

+
−+=

+
−+

=

  

  :ض في التكامل نحصل علىيعوبالت و 

( )

( )
4
1sincosln

4
1

8
2sin

8
2cos

sincos2
sin

4
1

4
2cos

4
2sin

sincos
cossin

2

0

2

0

22

0

=++−
−

=









+

−+−=
+ ∫∫

π

ππ

xxxx

dx
xx

xxdx
xx
xx

  

  

dx :التكامل التاليأحسب قيمة   -5
xx

xxx
23

32
2

234

3 +−
+−−

∫.  

  :الحل 
  :بقسمة البسط على المقام يكون لدينا التكامل التالي 

( )( )

3
4

2
9

1
2

2
                                     

1
1

2
11

21
11

23
32

4

3

4

3

2

4

3

4

3
2

234

3

Ln
x
xLnxx

dx
xx

x

dx
xx

xdx
xx

xxx

+=
−
−

++=

−
−

−
++=

−−
++=

+−
+−−

∫

∫∫
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 :التكامل التالي أحسب قيمة -6 
( )

dx
x

xx
22

31

0 2

1

+

++
∫.  

  :الحل 
باستخدام تفريق الكسور نوجد

( ) ( )22222

3

222
1

+

+
+

+
+

=
+

++

x
DCx

x
BAx

x
xx  نوجد قيمة الثوابت  

1,0,1,1 ===−= CDBA  

( ) ( ) 2122

1

0
2

1

0
22

31

0 22
1

2

1 IIdx
x

xdx
x

xdx
x

xx
+=

+
+

+
+−

=
+

++
∫∫∫  

  : كالتالي1Iنوجد قيمة 

( )

( )

243
2

2
1

0
42

1
3
2

2
1

0tan
2

1
2

1tan
2

12
2
13

2
1

2
tan

2
12

2
1

2
1

2

11

1

0

1
1

0

2

2

1

0
2

1

0
1

π

π

+=







 −+=

−++−=

++−=

+
+

+
−

=

−−

−

∫∫

Ln

Ln

LnLn

xxLn

dx
x

dx
x

xI

  

  : كالتالي2I ثم نوجد قيمة 

( ) ( )
dx

x
xdx

x
x

22

1

0
22

1

0 2
2

2
1

2 +
=

+
∫∫  

  : نستخدم طريقة التعويض كالتالي
22 :نفرض أن   += xuبتفاضل الطرفين نحصل على dxxdu 2=:   
 :عندما 

3,1
2,0

==
==

ux
ux  

   : نحصل على 2Iبالتعويض في التكامل  

( ) 12
1

4
1

6
1

2
1

2
1

2
2

2
1 3

2
2

3

2
22

1

0
2 =+−===

+
= ∫∫ uu

dudx
x

xI  

   :بذلك تكون قيمة التكامل على الشكل التالي

( ) 12
1

243
2

2
1

2
1

22

31

0

++=
+

++
∫

πLndx
x

xx  
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 :التكامل التاليأحسب قيمة   -7
xx

dxI
sincos35

2

0 ++
= ∫

π

.  

  :الحل 
tu :تكامل بالتعويض مفترضينالنجري   1tan   أي أن=−

2
tan xt    : فنجد أن=

21 t
dtdx
+

=,  2

2

1
1cos

t
tx

+
−

=, 21
2sin

t
tx

+
=  

  :بالتعويض نجد  









−=

+
=







 ++

=
++

=

+
+

+
+
−

+
=

++
=

−−

−

∫∫

∫∫

15
1tan

15
3tan

15
2

15
12tan

15
2

2
1

4
154

1
2

1
2

1
135

1
sincos35

11

1

0

1

2

1

0
2

1

0

2

22

2

1

0

2

0

t

t

dt
tt

dt

dt
t

t
t

t
txx

dxI

π

  

  

dx :التكامل التالي أحسب قيمة -8 
x
x

1
1

3

41

0 +
+

∫.  

  :الحل 
نجد أن  القسمة المطولةباستخدام  

1
1

3

4

+
+

x
x تساوي

1
1

1
1

33

4

+
−

+=
+
+

x
xx

x
x: بذلك يكون التكامل 

  :على الشكل التالي
( )

213

1

0

1

0
3

41

0 1
1

1
1 IIdx

x
xdxxdx

x
x

+=
+

−
+=

+
+

∫∫∫  

  :1Iنوجد  

2
1

2

1

0

21

0

==∫
xdxx  

  :  باستخدام تفريق الكسر2Iثم نوجد  

( )( ) 111
1

1
1

223 +−
+

+
+

=
+−+

−
=

+
−

xx
CBx

x
A

xxxx
x

x
x  

  :قيم للثوابت على النحو التاليبعد إجراء الحسابات نحصل على 
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3
1,

3
2,

3
2

=−== CBA  
( )

( ) ( ) ( )2
3
21

3
11

3
2

1
12

3
1

13
2

1
1

1

0

21

0

2

1

0

1

0
3

1

0
2

LnxxLnxLn

dx
xx

x
x
dxdx

x
xI

=+−−+=

+−
−

−
+

=
+

−
= ∫∫∫  

):بذلك تكون قيمة التكامل هي )2
3
2

2
1

21 LnIII +=+=  
  
dx:   أحسب قيمة التكامل التالي-9

xx
x

107
52

2

6

4 +−
+

 ؟∫

  :   الحل
1072نعلم بان     +− xx 1072)2)(5( : بذلك نحصل على −−=+− xxxx  

  :صبح الكسر على الشكل التالي      بذلك ي

52)5)(2(
52

−
+

−
=

−−
+

x
B

x
A

xx
x

  
  :منها يكون لدينا

)2()5(32 −+−=+ xBxAx  
   B  وAنوجد قيمة كلا من 

  :منها يكون التكامل على النحو التالي   B=1  وA=−1   من المعادلة السابقة تكون قيمة 

2
1ln

2
5ln

52107
52 6

4

6

4

6

4
2

6

4

=
−
−

=
−

+
−

−=
+−

+
∫∫∫ x

x
x
dx

x
dxdx

xx
x  
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Applications of Integrals 
وإيجاد والهندسية  د يعتبر أداة فعالة في حل بعض المسائل الفيزيائيةوالتكامل المحد  

 .المنحنيات هي إحدى تلك المسائل بينالمساحة المحصورة 

  Area Between Curvesِ:المساحة بين منحنين .1
إذا كان لدينا منطقة محصورة بين منحنين فإننا نحدد المنطقة المغلقة لهذين المنحنين ثم   

   :ة للمنحنين كما موضح في الأمثلة التاليةالتقاطع بالنسب نوجد نقاط
  :مثال
  :التاليين  المنحنينأوجد المساحة المحصورة بين  

26,01 xxyxy 1,3 والمستقيمين ++==− == xx. 

  :الحل 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  : من رسم المنحنين ونقاط تقاطعهما يكون لدينا

x 

26 xxy −=  

1=x  

3=x 

01 =++ xy  

A 

y  
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( )

unitsquare

xxxxdxxAdA

xdxxAd
xdxxxAd

xxyxy

3
64

3
11

2
793

2
63

3
1

2
7)17(

)17(
))1(()6(

6,01

3

1

32
3

1

2
3

1

2

2

2

=





 −+−






 −+=

−+=−+==∴

−+=∴

+−−−=∴

−==++

∫∫

Q

  

  

  :مثال 
  :لآتيةأوجد المساحة المحددة بالمعادلات الثلاث ا 

02672,02625,02353 =+−=−−=−+ yxyxyx  
  :الحل 

هذه المستقيمات تقاطع  نقاط  خط مستقيم نوجدتجميع هذه المعادلات تمثل معادلا  
 .الثلاثة

  )4,1(,)6,8(,)1,6( ونقاط التقاطع هي  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  
]نقسم الفترة    ] إلى فترتين 8,1[ ] و6,1[ فترة لدينا سطح محصور بين وفي كل 8,6[

21                : منحنين AdAdAd +=∴ 
21 AdAdA ∫+∫= 

02672 =+− yx 2A  

02353 =−+ yx  

02625 =−− yx 

•  

•  

•  

)4,1( 

)6,8(  

)1,6(  

x 

y  

1A  
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[ ] [ ]

xdxxxdxx

dxyyxdyyAdAdAd





 −−++



 +−−+=

−+−=+=

)265(
2
1)262(

7
1)233(

5
1)262(

7
1

321221

dx
14
234

14
31xdx

35
31

35
31xA

8

6

6

1








−

−
+








−=∴ ∫∫  

( )

( )

( ) unitsquare

xxxx

xdxxdxA

5.13
14

189
14
34

14
155846880

14
1

2
25

35
31           

)6(234
2
6318234

2
831141

2
16

2
36

35
31           

234
2

31
14
1

235
31           

 ) 234  31- (
14
1)1(

35
31

23

8

6

26

1

2

8

6

6

1

==+=−+





=

















+−








+−+












 −−



 −=









+








−+
















−=

−+−=∴ ∫∫

  

  

  :مثال
,,0,2 أوجد المساحة المحصورة بالمنحنيات 2 ===−= − xxeyey xx.  

  :الحل 
xdeeAd  :م نحدد حدود التكاملنرسم أولاً ث  xx )( 2 +=∴ −  

unisquareeeee

eexdeeA xxxx

2424

2

0

22
2

0

)1(
2
1

2
1

2
1    

2
1)(

++−=



−



 +

−
=





 +−=+=

−−

−−∫  

   
  
  
  
  
   
  
  
  

y

0=x

xd

2=xxey 2−=

x
 

xey −=
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  :مثال
2xy أوجد المساحة المحصورة بين المنحنين  xyو  = =.  
  :الحل 
20,1: نوجد تقاطع المنحنين  xxxx =⇐==  

  

( )
3
1

3
1

2
3
1

3
2
3

1

0

32
3

2
1

0

=−=−=−∫
xxdxxx  

 

  :Volumes of Revolution ة الدورانيمجسماتالحجوم  .2

 . نحصل على سطح دورانيxy مستوي من x محورال منحنى مستوي حول تم دورانإذا    
ولإيجاد  ،حول محور معين ة من دوران مساحة مستويالناتجنحصل على المجسم وبمعنى أخر 
 =bx و =ax النقطتين بين x0بفرض أن محور الدوران سمات من هذه المجحجم مجسم
  .dxوطولها yعبارة عن تجمع مجموع أقراص اسطوانية قطرهانلاحظ أنه 

xdyπxdAvdyπA 22 ==→=  
xdyπVمنها نحصل على و

b

a

2∫=∴  

( ) ( )∫∫∫ ===∴
b

a

b

a

b

a

xdxfπx dxfxdyπV 222 )()(π  

  
  

xd  
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  :مثال
)(1الناتج من دوران الدالة  أوجد الحجم  2 += xxf حول المحورx  1من−=x إلى 
1=x.  
  :الحل 
  
  
  
  
  

  

( ) xdxxdxf πV 22
1

1

2
1

1

)1()( +==∴ ∫∫
−−

π 

unitcubic

xxxxdxxV

π

ππ

π

ππ

15
56

15
302062

3
4

5
2

1
3
2

5
11

3
2

5
1

3
2

5
)12(

1

1

3
5

224
1

1

=





 ++

=



 ++=















 −−−−






 ++=









++=++=

−−
∫

  

  
  :ثالم 
أوجد حجم نصف كرة باستخدام طريقة المجسمات الدورانية والناتج من دوران ربع دائرة  

  .xمحور حول
  :الحل 

  
222 xry −=Q  

y xdyπvd 2=  

xdx rπxdyπV
rr

)( 22

0

2

0

−==∴ ∫∫  

y 

xd  1 x 1− 

1 

 

x  
r 

222 rxy =+ 

y  

xd          
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a  b    x 

y  

 

r

xxr
0

33

3
1.V 



 −= π  

 unitcubicrrr 333

3
2)0()

3
1( π

π =



 −−=   

 

  :مثال
معادلة القطع  x0 المتولد من دوران القطع الناقص حول ألدورانيالمجسم  حجم احسب  

12هي  الناقص

2

2

2

=+
b
y

a
x.  

  :الحل 
xdyπVنعوض في المعادلة 

a

a

2∫
−

   :نحصل علىف yعن قيمة =

( )

unitcubicab

dxxa
a
bxdyπV

a

a

a

a

3
4

2

2

22
2

2
2

π

π

=

−== ∫∫
−−  

  
   Arc Length Surface Area:من منحنىطول قوس حساب  .3

 يؤولمنحنى هو نهاية طول مضلع مرسوم داخل هذا القوس عندما أي قوس من الطول   
 .عدد أضلاعه إلى اللانهاية

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

dxxfS
b

a
∫ += 2)('1  
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  : يصبح الطول على النحو التاليةسيطي المنحني بمعادلات وأعطيوفي حال 

dtyxS
t

t
∫ +=
2

1

22 ''  

  :مثال
)sin(احسب طول المنحنى      ttax )cos( و=− ttax ]في المجال =− ]π2,0.  

  :الحل 
')cos1( :بتفاضل المنحني نحصل على  tax tay  و=− sin' =   

  :وبالتعويض في قانون المسافة بين نقطتين نحصل على
)

2
1sin(2)cos1(2'' 222 atayx =−=+  

   :بذلك يكون لدينا 

unitcubicata

dttaS

8)
2
1cos(22

)
2
1sin(2

2

0

2

0

=




−=

= ∫
π

π

  

 

   Main Theorem in Integral:دو التكامل المحدفينظرية القيمة الوسطى  .4
] المستمرة في الفترة xf)( الدالة لتكن   ]ba ] عندئذ نجد إن هناك قيمة , ]baC بحيث  ∋,
  :يكون

)()()( Cfabdxxf
b

a

−=∫  

] في المجال xf)( بالقيمة الوسطى للدالة Cf)(نسمي القيمة ]ba ,.  
  :مثال
dxx2 :حقق نظرية القيمة الوسطى للتكامل التالي  

1

1
∫
−

.  

  :الحل 
  :حسب النظرية السابقة يكون لدينا  

22
1

1

2)(2 CCfdxx ==∫
−
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3
2

3
1

3
1

3

1

1

3
2

1

1

=+==
−−

∫
xdxx  

 :إذا 
3
12

3
2 22 =⇒= cc منها يكون لدينا :  

 
3

1
±=c القيمتان مقبولتان لأنهما داخل الفترة.  

 

  :مثال
  :حقق نظرية القيمة الوسطى للتكامل التالي 

dxx3
1

1
∫
−.  

  :الحل 
  :حسب نظرية القيمة الوسطى يكون  

( )Cfxdxx 20
4

1

1

4
3

1

1

===
−−

∫  
      :واضح أن  

( ) 3220 CCf ==  
   :وهذا يؤدى إلى 

[ ]1,10 −∈=C  
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Improper Integrals 

dxxfسبق وعرفنا في فقرة سابقة التكامل المحدود   
b

a

 دالة معرفة ومستمرة f حيث ∫)(

] المغلقفترةعلى ال ]ba  ستكون محدودة على هذا f وبينا أنه إذا وجد هذا التكامل فإن الدالة ,
  .المجال
 معرفة fتعميم مفهوم التكامل المحدود إلى الحالة التي تكون فيها الدالة بسنقوم الآن   

] :على احد المجالات التالية )∞,a  أو( ]b,∞− أو ( )∞∞− وسنسمى التكامل في هذه  ,
  :وتكون على الشكل التالي  أو معمم من النوع الأول معتلاالحالة تكاملا

 f محدودة ولكن الدالة فتراتأما التكاملات المعتلة من النوع الثاني فهي تكاملات على   
] المكاملة الفترةتعاني من نقطة واحدة على الأقل داخل  ]ba ,.  

وفي هذا المقرر سنقصر دراستنا على النوع الأول لأهميته الكبيرة أثناء دراسة   
  .تحويلات لا بلاس وتحويلات فورييه

 

  :مثال
2ننا نهتم بحساب مساحة المنطقة المحصورة بمنحني الدالة إلنفرض   

1
x

y  ومحور =
   x=1السينات الواقعة على يمين المستقيم 

  :الحل 
dxن هذه المساحة تعطى بالتكامل إ 

x
S 2

1

1
∫
∞

=  

  
  
  
  
  
  

  : الشكل التاليىفي الواقع يمكن حساب هذه المساحة عل
  

1111111

1
2

1

=





 +

−
=






 +

−
=






 −

==
∞→∞→∞→∞→ ∫ t

Limt
t

Limt
x

Limtdx
x

LimtS
tt

t

t

t

t
  

 

1 
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  Improper Integral :تعريف التكامل المعتل 
] معرفة ومستمرة على المجالxf)(بفرض أن الدالة    )∞,aعندها نقول أن التكامل  

dxxf
a

)(∫
∞

dxxf إذا وجد التكامل ا ويكون متقارب معتلا
t

a

]لكل  ∫)( )∞∈ ,at وعندها

dxxfLimtdxxf :نكتب 
t

a
t

a

)()( ∫∫ ∞→

∞

dxxfل مشابه نعرف التكامل المعتل وبشك=
b

)(∫
∞−

 

dxxfLimtdxxf ونقول أنه متقارب إذا وجدت النهاية
b

t
t

b

)()( ∫∫ −∞→
∞

) لكل = ]bt ,∞−∈.  

dxxf وأخيرا نعرف التكامل المعتل   )(∫
∞

∞−

 ن ونقول أنه متقارب إذا كان التكامليي

dxxfالمعتلين التالين متقاربين 
a

)(∫
∞

dxxf و
a

)(∫
∞−

 ونكتب ذلك في هذه الحالة على الشكل 

dxxfLimtdxxfLimtdxxf     :التالي
t

a
t

a

t
t

)()()( ∫∫∫ ∞→−∞→

∞

∞−

+=  

  .Rأي نقطة من  aحيث 
  :مثال
dx كان التكامل المعتلما حدد إذا   

x
S 1

1
∫
∞

   . متقارباً أم لا=

  :الحل 
   :وبالتالي يكون لدينا a=1 المعتل من النوع الأول حيث التكاملهذا ن إ  

   : الشكل التاليىفي الواقع يمكن حساب هذه المساحة عل

( ) 11)(

1

1

1

−∞=−=

=

∞→

∞→ ∫
t

t

t

t

tLnLimt

dx
x

LimtS
  

  
  

  
  

  إذا النهاية غير موجودة والتكامل متباعد
1 

x
xf 1)( = 
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  :مثال
dx التي تجعل التكامل المعتل Pأوجد قيمة   

x
S P

1

1
∫
∞

   . متقارباً=

  :الحل 
dxلاحظ في المثالين السابقين أن  

x
1

1
∫
∞

dxمتباعد وأن  
x

S 2
1

1
∫
∞

 .متقارب =
  : منجد حسب التعريف P≠1 :لذلك سنفرض الآن أن 







 −

−
=

+−
==

−∞→

+−

∞→∞→

∞

∫∫

11
1

1

1
1

1

1

1

11

pt

tp

t

t

tP

t
Limt

P

P
xLimt

x
dxLimtdx

x
S

  

   :نميز الحالتين  
01 فإن P<1عندما ) 1  >−P 01 :وبالتالي

1 =−∞→ pt t
Limt  بذلك يكون لدينا:   

  : الشكل التاليىفي الواقع يمكن حساب هذه المساحة عل  

1
11

1 −
=∫

∞

∞→ p
dx

x
Limt pt

  P<1 عندما

  .والتكامل متقارب في هذه الحالة  
01  فإنP>1عندما ) 2  <−P وبالتالي: ∞=−∞→ 1

1
pt t

Limt  والتكامل المعتل متباعد في هذه
   .الحالة

   :نتيجة 
dxالتكامل المعتل  

x p

1

1
∫
∞

  .P≥1 ومتباعد عندما P<1متقارب عندما  

  
  
  
  
  
  

 : Theoremمبرهنة 
] دالة معرفة ومستمرة على المجال fلتكن   )∞,a    وتأخذ فيIR  الموجبة عندئذ

dxxfالتكامل المعتل
a

)(∫
∞

  : بحيث يكونM يتقارب إذا وفقط إذا وجد عدد حقيقي موجب 

Mdxxf
t

a

≤∫ ]  وذلك مهما تكن )( )∞∈ ,at  
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  A comparison test : اختبار المقارنة
] معرفتان ومستمرتان على المجال g وfن بفرض أن الدالتي   )∞,a ولنفرض أن 

)()( xfxg ≤ ،[ )∞∈∀ ,ax عندئذ:  
dxxfإذا كان التكامل   -1

a

)(∫
∞

dxxg متقارباً فإن التكامل 
a

)(∫
∞

  .ارب متق

dxxgإذا كان التكامل   -2
a

)(∫
∞

dxxg فإن التكامل متباعداً 
a

)(∫
∞

  .متباعد 

  :مثال
dxe  التكامل المعتلبين أن   x2

0

−
∞

   . متقارب∫

  :الحل 
   :حسب خواص التكامل نستطيع أن نكتب  

dxedxedxe xxx 222

1

1

00

−
∞

−−
∞

∫∫∫ +=  

dxeأما بالنسبة للتكامل الثاني ، منتهيةن التكامل الأول هو تكامل محدود قيمتهإ   x2

1

−
∞

∫   

]فإنه  )∞∈ ,1x  2فإنxx xx:  وبالتالي> ee −− <
  : ولدينا2

( ) ( ) 11

1

11

2

−−−

∞→

−

∞→

−

∞→

−
∞

=−=−=

= ∫∫

eeeLimteLimt

dxeLimtdxe

x

x

xx

x

x
x

x

x

  

  .حسب نظرية المقاربة
  
  
  
  
  
  
  

Theorem 

] دالة معرفة ومستمرة على المجال fلتكن   )∞,a   وتأخذ فيIRالموجبة  
dxxfعتلعندئذ التكامل الم

a

)(∫
∞

  : يتقارب إذا وفقط إذا تحقق الشرط التالي

[ ) εε <⇒∞<<≤∞∈∃>∀ ∫
v

u

dxxfvuca )(,,:0  
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   :كاملات المعتلة التالية متقاربة باستخدام اختبار المقارنة بين أي من الت-1

dx
x

xdx
ex

dx
x

x
x

+
+ ∫∫∫

∞∞∞ 1.31.2sin.1
1

2
1

2

2

1

 

  :الحل 
1sinنعلم أن. 1 ≤x1 وبالتالي يكونsin 2 ≤x ومنها 

22

2 1sin
xx

x
 وقد وجدنا أن التكامل المعتل ≥

dx
x 2

1

1
∫
dxمتقارب وبالتالي فإن التكامل المعتل  ∞

x
x

2

2

1

sin
∫
 متقارب حسب اختبار ∞

  .ةالمقارن
xexنعلم أن. 2 ] لكل ≥ )∞∈ ,1x  وبالتالي يكون: ( ) xx eex 222  فإن x≤1وبما أن  >=

xex x +<
وبالتالي يكون  22

22

11
xex x <

+
dxوبما أن التكامل المعتل  x≤1حيث 

x 2
1

1
∫
∞ 

dxوبالتالي فإن التكامل المعتل التكامل المعتل  متقارب وبالتالي فإن
ex x2

1

1
+∫

∞

 متقارب 

  .ةحسب اختبار المقارن
يمكن بسهولة إثبات أن . 3

xx
x 11

>
] عندما + )∞∈ ,1x  ونعلم من مثال سابق أن التكامل

] عندما )∞∈ ,1x ونعلم من مثال سابق أن التكامل dx
x P

1

1
∫
 P≥1 متباعد من أجل∞

dxوبتطبيق اختبار المقارنة نجد أن 
x

x+
∫
∞ 1

1

  . متباعد

 

 :لتكامل المعتل التالي متقارباً التي تجعل اPأوجد قيم   -2 
( )

dx
Lnxx p

1

1
∫
∞

.  

  :الحل 
  :نميز حالتين  
  :وبالتالي يكون  P=1  عندما.1 
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( ) ( ) dx
Lnxx

Limtdx
Lnxx e

t
e

11
∫∫
∞

∞→

∞

=  

)نفرض أن    ) uxLn du : فيكون =
x

dx
=:   

exعندما    txعندما  و u=1فإن  = Lntuفإن  =   : إذا =
( ) ∞=−==

∞→∞→∞→ ∫ 0)(

1
LntLnLimtLnuLimt

u
duLimt

t

tLn

t

t

e
t

  

  
  : وبالتالي يكون P≠1  عندما.2 

( )( )

( )[ ]1)(
1

1
1

11

1

)(

1

1
)(

1

−
+−

=

+−
==

+−

+−

∞→ ∫∫
p

tLnp
p

tLn

tp

t

e

tLn
p

u
pu

duLimtdx
xLnx  

   :t→∞ولنحسب هذه النهاية عندما   
 : يكون P<1عندما   -أ 

( )( ) 1
11
−

=∫∞→ p
dx

xLnx
Limt p

t

e
t

  . والتكامل متقارب

 : يكون P>1 عندما  -ب 
( )( )

∞=∫∞→
dx

xLnx
Limt p

t

e
t

  . والتكامل متباعد1

  :ملاحظة
  .يمكن استخدام معيار المقارنة لحل هذا المثال 

 

dxex قيمة التكامل المعتل  احسب-3 xn −
∞

∫
0

   .n=3,2,1,0 لكل 

  :الحل 
0101!   :فإن n=0عندما 

0
0

=×==−=
∞−−

∞

∫ xx edxe  

1101!   :فإن n=1عندما  
0

0
0

=×==+−= −
∞

∞−−
∞

∫∫ dxeexdxxe xxx  

   :فإن  n=2عندما  
  !2202

0
0

22

0

=+=+−= −
∞

∞−−
∞

∫∫ dxxeexdxex xxx  
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  :فإن n=3عندما  

  !32303
0

0

33

0

=×+=+−= −
∞

∞−−
∞

∫∫ dxxeexdxex xxx  

! :نتيجة  
0

ndxex xn =−
∞

∫  
  

∫dxx التكامل المعتل بين أن  -4 
∞

∞−

∫=0متباعد وأن  
−

∞→
dxxLimt

t

t
t

    ماذا تستنتج؟

  :الحل 
 :واضح أن    

∞+−∞=







=+







 −
==

+=

+=

∞→−∞→

∞→−∞→

∞−∞−

∞

∞−

∫∫

∫∫∫

22

22

0

0

00

tLimttLimt

dxxLimtdxxLimt

dxxdxxdxx

tt

t

t
t

t
  

  . والنهاية عدم تعين أي غير موجودة 
   :لاحظ أن

  x 0 دالة فردية وبالتالي=∫
−

dxx
a

a

   : مما سبق نجد أن 

0== ∫∫
−

∞→

∞

∞−

dxxLimtdxx
t

t
t

  

  .أي أن العلاقة ليس متفقة دائماً 
  

   

o b e i k a n d l . c o m



    
  

  443  

  
  
  

Integrals Definitions: 
Definite Integral : Suppose )(xf  is continuous on [ ]ba, . 
Divide [ ]ba,  into n subintervals of width x∆ and choose ix  from each interval.Then: 

xxfLimtdxxf
n

i
in

b

a

∆= ∑∫
=

∗

∞→
)()(

1  
Anti –Derivative function: An anti –derivative of )(xf is a function )(xF , such that 

)()(' xfxF = . 
Indefinite Integral :

 
CxFdxxf +=∫ )()( , where )(xF  is an anti – derivative of 

)(xf .  
 
Fundamental Theorem of Calculus: 
Part I: If )(xf  is continuous on [ ]ba,  and  

)()()(' xfdttf
dx
dxg

x

a

== ∫ . 

Part II: If )(xf  is continuous on [ ]ba,  , )(xF is an anti – derivative of )(xf  Then : 

)()()()( aFbFxFdxxf b

a

b

a

−==∫  

Variants of part I: 

[ ])()(')(
)(

xufxudttf
dx
d xu

a

=∫  

[ ])()(')(
)(

xvfxvdttf
dx
d b

xv

=∫  
[ ] [ ])()(')()(')(

)(

)(

xvfxvxufxudttf
dx
d xu

xv

=∫  
 
Properties: 

( ) dxxfCdxxCf
b

a

b

a
∫∫ =− )(1  

C is constant
  

)()()()(2 aFbFxFdxxf b

a

b

a

−==− ∫   

( ) 03 =− ∫ dxxf
a

a
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( )[ ] ( ) ( )dxxgdxxfdxxgxf
b

a

b

a

a

a
∫∫∫ ±=±− )(4  

( ) dxxfdxxf
a

b

b

a
∫∫ −=− )(5  

( ( ) ( ) ( ) dxxfdxxfdxxf
b

c

c

a

a

a
∫∫∫ +=−7

 
) bca ≤≤   

( ) ( ) dxxfdxxf
a

a

a

a
∫∫ ≤−8  

[ ] ( ) ( ) dxxgdxxfbaxxgxf
a

a

a

a
∫∫ ≥⇒∈⇒≥− ,,)()(9

 
 If ( ) 0≥xf  on bxa ≤≤  Then ( ) 0≥∫ dxxf

a

a

 

 If ( ) Mxfm ≥≤  on bxa ≤≤  Then ( ) ( ) ( )abMdxxfabm
a

a

−≤≤− ∫
 

 If ( ) )(xgxf ≥  on bxa ≤≤  Then ( ) dxxgdxxf
b

a

a

a
∫∫ ≥ )(  

 
Common Integrals: 
  CKxKdx +=− ∫1  CK,  are constants  

1,
1

12 1 −≠+
+

=− +∫ nCx
n

dxx nn  

1,
1

13 1 ≠+
+−

=− +−−∫ nCx
n

dxx nn  

CbaxLn
abax

dx
++=

+
− ∫

14  

Cx
qp

qCx

q
pdxx qp

q
q
p

q
p

+
+

=+
+

=− +
+

∫
1

1

15

 
Trigonometric Functions: 

 is functions on x u Cuduu +−=− ∫ cossin1   

 Cuduu +=− ∫ sincos2   

CuLnduu +=− ∫ sectan3   
CuLnduu +=− ∫ sincot4  

CuuLnduu ++=− ∫ tansecsec5  
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CuuLnduu +−=− ∫ cotcsccsc6  
Cuduuu +=− ∫ sectansec7

 Cuduuu +−=− ∫ csccotcsc8
 Cuduu +=− ∫ tansec9 2

 Cuduu +−=− ∫ cotcsc10 2

 
( ) CuuLnuuduu +++=− ∫ tansectansec

2
1sec11 3

 
( ) CuuLnuduu +−+−=− ∫ cotcsccsc

2
1csc12 3

 
 
Inverse Functions: 

 Is function on x  u  
Cuuuduu +−+=− −−∫ 211 1sinsin1  

 Cuuuduu +−−=− −−∫ 211 1coscos2   

( ) CuLnuuduu ++−=− −−∫ 211 1
2
1tantan3  

C
a
u

ua
du

+





=

−
− −∫ 1

22
sin4  

C
a
u

aauu
du

+





=

−
− −∫ 1

22
sec15  

C
a
u

aua
du

+





=

+
− −∫ 1

22 tan16  

C
au
auLn

aua
du

+
−
+

=
−

− ∫ 2
17 22  

CuauLnauauduua +−++−=−− ∫ 22
2

2222

22
8

 

CauuLnaauuduau +−+−−=−− ∫ 22
2

2222

22
9  

C
a
uauauduua +






+−=−− −∫ 1

2
2222 sin

22
10  

C
a

uaauauauduuau +





 −

+−
−

=−− −∫ 1
2

22 cos
2

2
2

211
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Hyperbolic functions: 
 

x Cuduu دالة فيuحيث  +=− ∫ coshsinh1  
Cuduu +=− ∫ sinhcosh2   

( ) CuLnduu +=− ∫ cothtanh3  
Cuhu +=− −∫ sinhtansec4 1  

Chu +=− ∫ csc5  
Chuuhu +−=− ∫ sectanhsec6  

Chuuhu +−=− ∫ csccothcsc7  
Cuduuh +=− ∫ tansec8 2

 
Cuduuh +−=− ∫ cothcsc9 2

 
  

Standard Integration Techniques: 
 U- Substitution The substitution )(xgu =  will convert  

duufdxxgxgf
bg

ag

b

a

)()('))((
)(

)(
∫∫ =  

Using dxxgdu )('= . 
Integration by parts :

 
duvuvudv ∫∫ −= and  

duvuvdvu
b

a

b

a

b

a
∫∫ −= . 

Choose u  and dv from integral and compute du by differentiating u  and compute 
v using vdv =∫ . 
 
Products and (some) Quotients of Trig Functions For dxxx mn∫ cossin we have 
the following: 
1.

 
n  odd : Strip 1 sine out and convert rest to cosines using x22 cos1sin −= , Then 
use the substitution ux =cos . 

2. m odd : strip 2 cosine out and convert rest to sines using xx 22 sin1cos −=  , the 
use the substitution ux =sin . 

3. n and m both odd : use either 1 or 2. 
4.

 
n and m both even :use double angle or half angle formulas to reduce the integral 
into a form that can be integrated. 
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Formulas: 
 1cossin1 22 =+− θθ  
 θθ 22 csccot12 =+−   
 ( ) θθθ cossin22sin3 =−  
 ( ) θθθθθ 2222 sincos1cos2sin212cos4 −=−=−=−  

For dxxx mn∫ sectan  we have the following : 
1.

 
n  odd : Strip 1 tangent and 1 secant out and convert the rest to secants using 

1sectan 22 −= x , Then use the substitution xu sec= . 
2. m even : strip 2 secants out and convert rest to tangents using xx 22 tan1sec +=  , 

then use the substitution xu tan= . 
3. n and m both even: use either 1 or 2. 
4. n  even and m odd :Each integral will be dealt with differently.  

  
Trig Substitutions: 
 If the integral contains the following root use the given substitution and formula 
to convert into an integral functions.  

θθθ 22222 sin1cossin1 −==⇒−− and
b
axxba  

1sectansec2 22222 −==⇒−− θθθ and
b
axaxb   

θθθ 22222 tan1sectan3 +==⇒+− and
b
axxba 

  
Partial Fractions: 
To integrate dx

xq
xp

∫ )(
)(  where the degree of )(xp  is smaller than the degree of 

)(xq .  
Factor denominator as completely as possible and find the partial fraction 
decomposition of the rational expression. 
Integrate the partial fraction decomposition (P.F.D) for each factor in the 
denominator. 
we get term(s) in the decomposition according to the following table: 
 

Factor )(xq  Term in (P.F.D) 

bax+  bax
A
+  

cbxax ++2 cbxax
BAx
++

+
2
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( )kbax+ ( ) ( )k
k

bax
A

bax
A

bax
A

+
++

+
+

+
.........2

21 

( )kcbxax ++2 ( ) ( )k
kk

cbxax

BxA

cbxax

BxA
cbxax

BxA

++

+
++

++

+
+

++
+

222
.......2

2211  

  
Net Area: 

dxxf
b

a
∫ )(  represents the net area between )(xf  and the x-axis with area above x-

axis is positive and area below x-axis is negative. 
 

  
         + 

              -   
  

Area Between curves: 
 The general formulas for the two main cases for each are , 

 [ ] [ ] dxionlowerfunctionupperfunctAxfy
b

a

−=⇒= ∫)(  & ⇒= )(yfx  

[ ] [ ] dyonleftfunctiionrightfunctA
d

c

−= ∫  

 If the curves intersect then the era of each portion must be found individually. 
Here are  
 Some sketches of a couple possible situations and formulas for couple of 
possible cases: 
 

 
    )(xf  

 
  

       )(yg                )( yf     
 

     a     b  
 

 
[ ] dxxgxfA

b

a

)()( −= ∫        [ ] dyygyfA
d

c

)()( −= ∫  
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          )(xf
   

             )(xg   
  

     a       c      b  
[ ] [ ] dxxfxgdxxgxfA

b

c

c

a

)()()()( −+−= ∫∫  
  

Volumes of Revolution: 
The two main formulas are:  

dyyAVanddxxAV ∫∫ == )()(  
Arc length surface Area: 
The three basic formulas are:

  
)(2, oxtrotateaboudsySAdsL

b

c

b

a

π∫∫ ==
 

)(2 oytrotateaboudsxSA
b

c

π∫=  
 Where ds is dependent upon the form of the function being worked with as 
follows: 

 
bxaxfyifdxyds ≤≤=+= )('1 2  

byayfxifdy
dy
dxds ≤≤=








+= )(1

2

 

btatgytfxifdxxyds tt ≤≤==+= )()('' 22

 

bafrifd
d
drrds ≤≤=






+= θθθ

θ
)(

2
2

 

  
Improper Integral : 
 An integral is an integral with one or two infinite limits. 
 Infinite Limit : 

dxxfLimtdxxf
t

a
t

a

)()(.1 ∫∫ ∞→

∞

=  
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dxxfLimtdxxf
b

t
t

b

)()(.2 ∫∫ −∞→
∞

=  
Provided both integrals are 
convergen dxxfLimtdxxfLimtdxxf

t

a
t

a

t
t

)()()(.3 ∫∫∫ ∞→−∞→

∞

∞−

+=  

 
Comparison Test for Improper Integrals : 
  Then , On [ )∞,a  If )()( xfxg ≤  
  Con v. 1. If dxxf

a

)(∫
∞

 con v , Then dxxg
a

)(∫
∞

 

 Divg. 2. If dxxg
a

)(∫
∞

 divg, Then dxxf
a

)(∫
∞

 
 0>a  Then : Useful fact :If  
 And diverges for 1≤p  0>p  Converges if dx

xP
a

1
∫
∞

 

 
******************** 
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د للدوال وص التكامل غير المحد باستخدام التعريف و خصائالتكاملات التاليةأوجد  -1

  É:التالية
 ∫ −− dxxx )cos3sin2(2  ∫

+
− dx

x
x
2

3

sin
1sin1  

∫ +− dxxx 216  ∫− dx
x
x)ln(5  ∫ +

− 241
4

x
dx  

∫ −
− 254

9
x

dx  ∫ +− dxxx 218  ∫ −− dxx217  

∫− xdxx ln12 5  ∫ +
− 41

11
x

xdx  ∫ +
− x

x

e
dxe

1
10  

∫− xdxxx cossin15  ∫− xdxx sin14 2  ∫− dxex x313  
∫− dxex x218  ∫− xdxeax cos17  ∫ +

+
− dx

x
xx

cos1
sin16  

  É :تالية باستخدام طريقة التعويض للدوال الالتكاملات التاليةأحسب   -2
( )21 xu += ∫ +− dxx 122  ( )21 xu += ∫ +− dxxx 5211  

( )xu 5cos=dxxx∫− 5sin5cos4   ( )24 += xu ( )∫ +− dxxx 2cos3 43  
 ( )13 += xu ∫ +− dxxx 16 32  ( )24 xu += ( )∫ +− dxxx 10245  

( )xu 21+= 
( )∫ +

− dx
x 321

48  ( )xu = ∫− dx
x

xsin7  

  É : للدوال التاليةيء بطريقة التجزالتكاملات التاليةأحسب   -3
∫− dxLnxx23  ∫− dxex x32  ∫− dxxLnx1  
∫− dxxxLn26  ∫− dxxx 2cos5  dxxx∫− sin4  

  É : للدوال التاليةالتجزيء بطريقة التكاملات التاليةأحسب   -4
 

( )( )∫ −+
−

− dx
xx

x
231

12   ( )( )∫ +−
+

− dx
xx

x
11

121  

( )( ) dx
xxx

x
∫ +−−

−
−

451
24 2    ( )( )( )∫ +−−

+−
− dx

xxx
xx

135
13

2
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  É : للدوال التاليةالتجزيء بطريقة التكاملات التاليةوجد قيمة أ -5 

∫ +−
−

45
2 24

5

xx
dxx 51 << x  11 <<− x ∫ −

−
)1(

1 2 xx
dx  

11 <<− x ∫ +−++
−

)1)(1(
4 22 xxxx

dx   ∫ ++
−

−
32

123 2 xx
x 32 <<− x  

∫ −
+

− dx
x
x

32

4

)1(
16 63 <<− x  10 << x∫ −−

++
− dx

xxx
xx

)2)(1(
15

4

   

  

  É : للدوال التاليةالتكاملات التاليةأوجد قيمة -6
dxxx∫ −+−

3

1

2 323   
dxx∫−

2

0

tan2

π

 dxxe x cos1
1

0
∫−  

dxx 5
2

0

8 sincos6 ∫−

π

  dxx8
2

0

sin5 ∫−

π

 dxxe x∫−
1

0

4  

dx69
3

1
∫
−

−   ( ) dxx 348
8

2

+− ∫  dxx 5
3

1

7 ∫
−

−  

dx
x4

2

1

312 ∫−  dxx 5
43

1

11 ∫
−

−  ( ) dxxx 2
4

0

3110 −+− ∫  

dxxcos15
2

∫−
π

π

 dx
x3

5

5

314 ∫
−

−  dx
x5

2

2

113 ∫
−

−  

dx
x 4

2

0

318 ∫−  dx
x

117
4

1
∫−  ( ) dxxx 5

2

0

216 +− ∫  

θθ
π

dcsc21
2

0
∫−  ( ) dxxx+− ∫ 320

1

0

 
dtt2

4

1

sec19 ∫−

π

 

dx
x
x
2

1

1 1
tan24
+

− ∫
−

 ( ) dxx 123 6
2

2

+− ∫
−

 θθθ

π

dcotcsc22
6

0
∫−  

  

  É : للدوال التاليةالتكاملات التاليةأوجد قيمة -7





≤<
≤≤−

− ∫
− π

ππ

π 20,sin
0,

:)(1
xx

xx
dxxf  
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





≤<

≤≤
− ∫ 21,

1,
:)(2

5

42

0 xx
xax

dxxf  

12المحصورة فوق المنحني أوجد المساحة   -8 += xy ى وتحت المنحنxy والمستقيمان  =
0=x 1و=xموضحاً الإجابة بالرسم .  

2xyالمنحنين أوجد المساحة المغلقة المحصورة بين  -9 22و = xxy موضحاً  =−
  .بالرسم ةالإجاب

وجد المساحة التقريبية للقطاع المحصور بين المنحيينأ -10
12 +

=
x

xyو xxy −= 4 

  .الإجابة بالرسم موضحاً

xy أوجد المساحة المحصور بين المنحيين -11 sin=و xy cos= في المجال 





2
,0 π 

  .بالرسم الإجابة موضحاً

322الناتج من دوران القطع المكافئ  أحسب الحجم -12 xxy ] في المجال =−   حول2,0[
  .oyالمحور

xy من دوران المساحة المحصورة بين المنحنينالحجم الناتجأحسب  -13 2xy و=  حول =

  .oyالمحور

)(21 تحقق من نظرية القيمة الوسطى للدالة   -14 xxf ] في المجال =+ ]2,1−.  

  É :أعد التمرين السابق على الدوال التالية والمجالات المعطاة  -15
21)()2 ttxf += , [ ]5,0  [ ]1,1− , 2)()1 xxf =  







4
,0 π,θθ tansec)()4 =xf xxf cos)()3 =  , 







2
,0 π  

[ ]2,0,22 1)()6 xxxf +=  2)()5 xxxf −=  , [ ]2,0  

[ ]6,1,21
1)()8
x

xf
+

=   xxxf 34 sincos)()7 = , [ ]π,0  
 [ ]1,0,xxxf += 1)()9 
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   É : من الحالات التاليةكلوجد المساحة المحصورة بين المنحنيات في أ -16
2202 xy −=−  , 122 −= xy  0=y,  61 2 −−=− xxy  

 04 =+− yx  , yyx 32 +=  213 xy −=−  , xy −= 1  
2,,6 2 ==− xxyxy  

2
sin5 xy π

=−  , xxy 22 −=  

  É :المعطاة  أحسب الحجم الناتج من دوران السطح المحصورة بين المنحنيات-17
ox 2,21                          المحور حول xyy ==−   

oy 3,12               المحور حول 2 −=+=− xyyx  
x 29,03=−1                  المحور حول yxx −==−  
y 22=−1           المحور حول 9,14 xyxy −=+=−  

  
******************   

  
  
    

o b e i k a n d l . c o m



   
  

  455  
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Algebra Cheat Sheet    

     :Arithmetic Operationsالعمليات الحسابية 

bc
a

c
b
a

=








−2  )(1 cbaacab +=+−  

b
ac

c
b
a =









−4  
c

ab
c
ba =






−3  

bd
bcad

d
c

b
a −

=−−6  bd
bcad

d
c

b
a +

=+−5  

c
b

c
a

c
ba

+=
+

−8  cd
ab

dc
ba

−
−

=
−
−

−7  

bc
ad

d
c
b
a

=
















−10  0,9 ≠+=
+

− acb
a

acab  

  
  : Exponent Propertiesخصائص الأسس 

nm
mn

m

n

a
a

a
a

−
− ==−

12  
mnmn aaa +=−1  

0,14 0 ≠=− aa  ( ) nmmn aa =−3  

n

nn

b
a

b
a

=





−6  

( ) nnn baab =−5  

n
n

a
a 18 =− −

 n

nnn

a
b

a
b

b
a

−

−−−

=





=






−7  

 ( )mn

n

mm
n

aaa
11

9 =







=−  
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   :Properties Of Radicalsخصائص الجذور
nnn baab ×=−2  nn aa

1

1 =−  

0,4 ≠=− b
b
a

b
a

n

n
n  

 
nmm n aa =−3  

aan n =−6  
زوجيعدد   n    إذا كان

aan n =−5  
  ي عدد فردnإذا كان 

  :Properties Of Inequalities خصائص المتباينات
cbcaba −<−⇒<−2  cbcaba +<+⇒<−1  

c
b

c
acandba <⇒><− 04  bcaccandba <⇒><− 03  

c
b

c
acandba >⇒<<− 06  bcaccandba >⇒<<− 05  

  :Properties of Absolute valueخصائص القيمة المطلقة 

02 ≥− a  




<−
≥

=−
0

0
1

aifa
aifa

a  

baab =−4  aa =−−3  

baba +≤+−6  0,5 ≠=− b
b
a

b
a  

baorbaba

babba

>−<⇒>

<<−⇒<
−6  baorbaba −==⇒=−7  

   Distance Formula :صيغة المسافة بين نقطتين
2

12
2

1221 )()(),(1 yyxxppd −+−=−  

   :Middle of Line Pieceةصيغة منتصف قطعة مستقيم







 ++

−
2

,
2

1 1212 yyxxm  
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  Factoring Formulas :تحليل الصيغ 
))((1 22 axaxax −+=−−  

( ) 222 22 aaxxax ++=+−  

( ) 222 23 aaxxax +−=−−  
( ) ( )( )bxaxabxbax ++=+++− 24  

( ) 32233 335 axaaxxax +++=+−  

( ) 32233 336 axaaxxax −+−=−−  

( )( )22337 aaxxaxax +−+=+−  

( )( )22338 aaxxaxax ++−=−−  
( )( )nnnnnn axaxax +−=−− 229  

  : فردي فإنnإذا كان  
( )( )
( )( )121

121

...

...
10

−−−

−−−

−+−+=+

+++−=−
−

nnnnn

nnnnn

aaxxaxax
aaxxaxax

 

 إشارة كثیرة الحدود متناوبة

  :Logarithms Propertiesاللوغاريثمات خصائص 
xx elogln2 =−  y

a bxxy =⇒=− log1  

718281828.24 =− e  xx 10loglog3 =−  

01log6 =− b  1log5 =− bb  

xb xb =− log8  xb x
b =− log7  

yxxy bbb loglog)(log10 +=−  xrx b
r

b loglog9 =−  

( ) { }
+

=>=− RxxDom b 0log12  yx
y
x

bbb logloglog11 −=







−  

 
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 Common Algebraic Errors 

التي تتلخص في  وسنذكر بعض الأخطاء التي يقع فيها الطلاب وذلك لعدم معرفتهم بها  
  :الجدول التالي







 ∞=≠−

0
2,0

0
21

 






 =≠− 0

2
0,2

2
02

 
933 2 ≠−−

 ( ) 53
24 xx ≠−

 
c
a

b
a

cb
a

+≠
+

−5
 

32
32

16 −− +≠
+

− xx
xx  

bx
a

bxa
+≠

+
− 17  

( ) ( )[ ]aaxxaaaxxa +−=−−−−≠−−− 1,18  

( ) 2229 axax +≠+−  

axax +≠+− 2210  

xaax +≠+−11  

( ) nnn axax +≠+−12  
nnn axax +≠+−13  

( ) ( )2214 abaxbxa +≠+−  
222215 axxa −−≠−−  

b
ac

c
b
a

c
ab

c
b
a

≠








≠








− ,16  
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 Factoring and Solving  

  Quadratic Formula: طريقة المميز والقانون -
02 : نعلم بأن معادلة الدرجة الثانية تكون على النحو التالي  =++ cbxax  

acb :نكون المميز على الشكل التالي  42 −=∆  
  :كون يومنها 

a
bx

22,1
∆±−

=  
   يوجد جدران حقيقيان مختلفان ∆<0 كانإذا
  . يوجد جدر حقيقي مكرر واحد∆=0 كانإذا
   .جذور حقيقية   لا توجد ∆>0 كانإذا

px حالة خاصة في حالة  px عندئذ 2=   p≠0 بحيث =±

  : Completing The square المربع كاملإكمالطريقة  -
02 لحل المعادلة  =++ cbxaxنتبع الخطوات التالية:  

  .a ىنقسم المعادلة عل   -1
  .ننقل الثابت إلى الطرف الثاني   -2
  .ها ونطرحها من المعادلة السابقة ونربعها ونضيفxنأخذ نصف أمثال   -3
  .العناصر الثلاثة الأولى متطابقة   -4
  .ننقل العدد إلى الطرف الثاني   -5
  صفر يوجد جذر الطرف الثاني وإذا كانانإذا كان الطرف الثاني موجب يوجد جذر   -6

  . لا توجد جذورسالب الطرف الثانيواحد وإذا كان 
  

  

0532 :ى النحو التالي إذا كان لدينا معادلة عل:فمثلاً =−− xx  
  :الحل

  532 =− xxالخطوات السابقة يكون لدينا م منها وباستخدا :  

2
29

2
3

4
29

2
3

2
35

2
33

2

22
2

±=−

=





 −







 −

+=





 −

+−

x

x

xx
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Functions and graphs: 

  :Constant Function الدالة الثابتة -
axf :التي تأخذ الشكل التاليتسمى الدالة    ayأو )(=  هو بيان هذه الدالةدالة ثابتة و =

) أفقي يمر بالنقطة مستقيم )a,0.  

  :Linear Function )الخط المستقيم( الدالة الخطية -
bmxy :التي تأخذ الشكل التاليتسمى الدالة     مالخط المستقيميل mيسمىدالة خطية =+

)مستقيم يمر بالنقطة   بيان الدالة خط و )b,0 وله الميلm.  

  Slope :  الميل-
 :الشكل التاليب يحسب  

12

12

xx
yym

−
−

)معادلة مستقيم يمر بنقطة  و= )11 , yx  وميله

mيه)( 11 xxmyy −+=.   

  :Parabola Function  دالة القطع المكافئ-
) :التي تأخذ الشكل التالي   -1 ) khxay +−=  a<0وهو بيان مفتوح للأعلى إذا كان 2

) وذروته النقطة a>0ومفتوح للأسفل إذا كان  )kh,.  
cbxaxy :التي تأخذ الشكل التالي  -2  ++=  وهو بيان مفتوح للأعلى إذا كان 2

0>a 0ومفتوح للأسفل إذا كان<a وذروته النقطة 













 −−

a
bf

a
b

2
,

2
.  

cbyayx :التي تأخذ الشكل التالي   -3 ++=  a<0إذا كان وهو بيان مفتوح لليمين  2

 وذروته النقطة a>0ومفتوح لليسار إذا كان 






 −






 −

a
b

a
bf

2
,

2  
Circle: 
) : التاليمتأخذ الشكل العا   ) ( ) 222 rkyhx  r دائرة نصف قطرها هابيان −+−=

)ومركزها النقطة  )kh,.  
222 : التاليم تأخذ الشكل العاkh==0حالة خاصة عندما  - ryx مركزها نقطة  (+=

  )الأصل
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Ellipse 

) : التاليميأخذ الشكل العا   ) ( ) 1
2

22

2

=
−

+
−

b
ky

a
hxله المركزيبيانه شكل بيضو ( )kh, 

  .b  وراسي aله نصفي قطرين أفقي  و
==0حالة خاصة عندما  - kh1 : التاليم تأخذ الشكل العا

2

22

2

=+
b
y

a
x  

Hyperbola:  
) : التاليميأخذ الشكل العا      ) ( ) 1

2

22

2

=
−

−
−

b
kx

a
hyبيانه قطع زائدي له فرعان  أحدهما 

 هما  ميلابينقارمن يوح للأعلى والثاني مفتوح للأسفل وخطمفت
a
b

 في نقطة هومركز ±
  .نتقاطع المقاربي

==0حالة خاصة عندما  - kh 1 : التاليمالشكل العاالمعادلة  تأخذ
2

22

2

=−
b
x

a
y

  
  

Trig Functions 
  :لاقات المثلثية من الشكل التالييمكن توضيح الع

  الوتر                                                      
  المقابل                               

     
                                                           المجاور

2 تقع بينθواضح أن الزاوية
0 πθ   :نه نكون الجدول التالي للنسب المثلثية وم≥≥

الوتر
المجاور

=− θcos2  
الوتر

المقابل
=− θsin1  

المقابل
الوتر

=− θcsc4  
المجاور
المقابل

=− θtan3  

المقابل
المجاور

=− θcot6 المجاور 
الوتر

=− θsec5  

  

θ  
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  :Unit Circle Trigفي دائرة الوحدة المثلثية  العلاقات -
علاقات الدائرة على دائرة الوحدة أي دائرة نصف قطرها واحد في هذه الحالة سندرس   

  :ومركزها نقطة الأصل والتي تأخذ الشكل التالي
  

  
  

  :الجدول التالي يبين العلاقات الهامة لهذه الدائرة

y
1csc2 =− θ  

x
y

=− θtan1  

y
x

=− θcot4  x
1sec3 =− θ  

  

        Unit Circle حدةدائرة الو

  

θ  
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)من أجل أي زوج مرتب على دائرة الوحدة    )yx    θsin=y  , θcos=xيكون,
    :فمثلاً 

 2
3

3
5sin −=






 π,      

 2
1

3
5sin =






 π  

   Facts and Properties:مثلثية حقائق وخصائص -
  : المثلثية لدوالالي يبين نطاق ومدى كل االجدول الت

θcos2 −
1cos1 :ومدهاR :نطاقها  ≤≤− θ                          

 θsin1 −  
1sin1 : ومدهاR:نطاقها  ≤≤− θ                       

θcsc4 −  
) : انطاقه ) Znn ∈≠ ,πθ    

1csc1csc:ومدها  ≥−≤ θθ or                          

θtan3 −
 

Znn: انطاقھ ∈





 +≠ ,

2
1

πθ   
−∞≥≥∞  :ومدھا θtan                          

θcot6 −
):طاقھا ن  )πθ n≠       

−∞≥≥∞:ومدھا  θcot                            

θsec5 −
Znn :نطاقھا  ∈






 +≠ ,

2
1 πθ   

1sec1sec :ومدھا ≥−≤ θθ or                          
  

   Period Trig functions) الدوال المثلثية دوارأ( حالة خاصة -
  : ة الجدول دور كل دالة مثلثيينحدد ف

ω
π2

=Tلھا دورة ωθcos2−  ω
π2

=Tلھا دورةωθsin1 −                      

ω
π2

=Tلھا دورة ωθcsc4 −  ω
π

=Tرةلھا دو ωθtan3 −  

ω
π

=Tلھا دورة ωθcot6 −  ω
π2

=Tلھا دورة ωθsec5 −  
  

   Formulas and Identities: العلاقات بين الدوال المثلثية -
θθ 22 csc1cot3 =+−  θθ 22 sec1tan2 =+−  1cossin1 22 =+− θθ                      

 Double Angle Formulas: صيغ ضعف الزاوية-
1csc22cos2 2 −=− θθ                θθθ 22 sincos2cos1 −=−                          

( ) θθ 2sin212cos4 −=−  ( ) θθθ cossin22sin3 =−
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 Even / odd Formulas: صيغ الفردية والزوجية -
)زوجية    ) θθ coscos2 ) فردية                             −−= ) θθ sinsin1 −=−−                          

)فردي ) θθ csccsc4 )فردية  −−=− ) θθ tantan3 −=−−  
)فردية ) θθ cotcot6 )زوجية     −−=− ) θθ secsec5 =−−  

 Periodic Formulas: صيغ الدور-

 ( ) θπθ cos2cos2 =+− n                             ( ) θπθ sin2sin1 =+− n   
( ) θπθ csc2csc4 =+− n  ( ) θπθ tantan3 =+− n

  ( ) θπθ cotcot6 =+− n
    ( ) θπθ sec2sec5 =+− n

    

  :الدرجاتو )الراديان(صيغ بين نصف قطرية  -
Digress to Radians Formulas  

π

ππ

tx

xt
x
t

180
180180

=

=⇒=

  

 Half Angle Formulas  :المجموع والفرق والزاوية )قطرية(  علاقات نصف-

 ( )θθ 2cos1
2
1sin1 2 −=−                  
( )θθ 2cos1

2
1cos2 2 +=−

 
( )

θ
θ

θ
2cos1
2cos1tan3 2

+
−

=−
  

( ) bababa sincoscossinsin4 ±=±−  
( ) bababa sinsincoscoscos5 ±=±− 
( )

ba
baba

tantan1
tantantan6

±
±

=±− 

  Product to sum formulas   :إلى مجموع) جداءال( ضرب تحويل الصيغ  -

( ) ( )[ ]bababa +−−=− coscos
2
1sinsin1  
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( ) ( )[ ]bababa ++−=− coscos
2
1coscos2

  
( ) ( )[ ]bababa −++=− sinsin

2
1cossin3

 
( ) ( )[ ]bababa −−+=− sinsin

2
1coscos4

 

  Sum to Product Formulas: المجموع إلى الضرب تحويل صيغ-

2
cos

2
sin2sinsin1 bababa −+

=+−   

2
sin

2
cos2sinsin2 bababa −+

=−−
 

2
cos

2
cos2coscos3 bababa −+

=+−
 

2
sin

2
sin2coscos4 bababa −+

−=−−
 

  Cofunction Formulas: صيغ الإرجاع إلى الربع الأول-

θθ
π sin
2

cos2 =





 −−                             θθπ cos

2
sin1 =






 −−  

θθ
π sec
2

csc4 =





 −−  θθ

π cot
2

tan3 =





 −−

  
θθ

π tan
2

cot6 =





 −−

    θθ
π csc
2

sec5 =





 −−
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Inverse Trig functions 

  : للدوال المثلثية العكسية في الجدول التالي ننيسنذكر أهم العلاقات والقوا
yxxy sinsin1 1 =⇔=− −  

yxxy coscos2 1 =⇔=− −
 

yxxy tantan3 1 =⇔=− −

 

 Domain and Range : نطاق ومدى الدوال المثلثية العكسية-

 xy 1sin1 −=−  
11:نطاقها  ≤≤− xومدها  :

22
ππ

≤≤
− y                         

xy 1cos2 −=−  
11: نطاقها ≤≤− xومدها  :π≤≤ y0                                                   

xy 1tan3 −=−  
−∞≥≥∞:نطاقها  xومدها  :

22
ππ

≤≤
− y                           

 Inverse Properties :خصائص الدوال العكسية
( ) θθ =− − sinsin2 1

                             ( ) xx =− −1sinsin1                          
( ) θθ =− − coscos4 1  ( ) xx =− −1coscos3

  ( ) θθ =− − tantan6 1
     ( ) xx =− −1tantan5

  

 Alternate notation:المصطلحات المرادفة
xx arcsinsin1 1 =− −  

xx arccoscos2 1 =− −
  

xx arctantan3 1 =− −
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  Low in Trig:العلاقات في المثلث
  :ت المثلثية من الشكل التالييمكن توضيح العلاقا

  
  
 
  
  
  

  

αcos22 222 bccba −+=−                             cba
γβα sinsinsin1 ==−                          

γcos24 222 abbac −+=−  
  

βcos23 222 accab −+=−
    

( )

( )βα

βα

+

−
=

+
−

−

2
1tan

2
1tan

6
ba
ba

    
( )

γ

βα

2
1sin

2
1cos

5
−

=
+

−
c

ba
  

( )

( )γα

γα

+

−
=

+
−

−

2
1tan

2
1tan

8
ca
ca

 
( )

( )αβ

αβ

+

−
=

+
−

−

2
1tan

2
1tan

7
cb
cb 

 

a  
β  c  

γ  α  
b  
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Limits 

   Precise Definition:التعريف الدقيق 
LxfLimنقول أن 

ax
=

→
 إذا وجدنا لكل )(

 

0>ε0عدد>δوكان :  
δε <−⇐<− axLxf )(  

  :Working Definitionالتعريف العملي 
LxfLimنقول أن   

ax
=

→
 عندما نجعل L تقترب من xf)( إذا استطعنا أن نجعل )(

x تقترب منaودون أن نجعل ax =.   

  : Right hand limitالنهاية من اليمين 
LxfLimنقول أن   

ax
=

+
→

 عندما نجعل L تقترب من xf)( إذا استطعنا أن نجعل )(

x تقترب منa بقيم أكبر منها فقط ( )ax >.   

  : Left hand limit ليسارالنهاية من ا
LxfLimنقول أن   

ax
=

−
→

 عندما نجعل L تقترب من xf)( إذا استطعنا أن نجعل )(

x تقترب منaمنها فقط صغر بقيم أ ( )ax <.   

  :  Limit at Infinity عند اللانهايةالنهاية 
LxfLimنقول أن   

x
=

∞→
 تأخذ عندما L تقترب من xf)( إذا استطعنا أن نجعل )(

xقيم كبيرة لدرجة كافية .  
  . قيم سالبة كبيرةxوعندها يجب أن تأخذ x→∞− وبشكل مشابه عندما  

  :  Limit at Infinityة اللانهاي عند النهاية
=∞نقول أن  

→
)( xfLim

ax
 عندما  كبيرة لدرجة كافية موجبةقيمxf)(أخذت إذا 

  . aمنxتقترب
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=∞−وبشكل مشابه عندما   
→

)(xfLimt
ax

 لدرجة كافية ة قيم سالبة كبيرL تكون 
   .aمنxعندما تقترب

  العلاقة بين النهاية والنهايات من الطرفين 
Relationship between the limit and one – sided limit:   

  : نهاية من اليسار واليمينالنوضح العلاقة بين نهاية الدالة بشكل عام و
LxfLimxfLimLxfLim

axaxax
==⇔=

−+
→→→

)()()(  

  :وكذلك
)()()(    غير موجودة                xfLimxfLimxfLim

axaxax →→→
⇒≠

+  
  

   Properties and Rules خصائص وقواعد إيجاد النهايات
xfLim)(  نإذا كانت كلا النهايتي  

ax→
xgLim)(  و

ax→
ثابت اختياري C  موجودتان وكان 

  :فإن
  

[ ] )()(.1 xfLimCxCfLim
axax →→

=  
 

[ ] )()()()(.2 xgLimxfLimxgxfLim
axaxax →→→

±=±  

[ ] )()()()(.3 xgLimxfLimxgxfLim
axaxax →→→

×=×  
0)(,

)(

)(

)(
)(.4 ≠=

→
→

→

→
xgLim

xgLim

xfLim

xg
xfLim

ax
ax

ax

ax
 

[ ] [ ]n
ax

n

ax
xfLimxfLim )()(.5

→→
=  

[ ] n
ax

n
ax

xfLimxfLim )()(.6
→→

=  
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  ±∞Basic Limit Evaluations at :±∞حساب نهايات أساسية عند

  :±∞ة الدالة عندما بعض القوانين العامة لإيجاد نهاي
0.1 =∞=

−∞→∞→

x

x

x

x
eLimandeLim  

−∞=∞=
+

→∞→
)()(.2

0
xLnLimandxLnLim

xx
 

00.3 =⇒>
∞→ rx x

bLimr  
0,0.4 =⇒∈∀∈>

−∞→ rx

r

x
bLimRxRxandr

 
=∞  زوجي            nحيث  

±∞→

n

x
xLim.5  

−∞=∞=
−∞→+∞→

n

x

n

x
xLimandxLim.6 n   فردي  يث    ح  

+++=∞             زوجي   nحيث  
±∞→

)sgn(.......7 01 aaxaxaLim n
nx

  
+++=∞          فردي   n  حيث  

+∞→
)sgn(.......8 01 aaxaxaLim n

nx
  

+++=−∞        فردي   n  حيث  
−∞→

)sgn(.......9 01 aaxaxaLim n
nx  

  
 تعني العبارة  )sgn(a  إشارة العددx.  
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Evaluation Techniques  

 :Continuous functions الدوال المستمرة -
axمستمرة عند النقطةxf)(  إذا كانت الدالة  )()(عندها = afxfLim

ax
=

→
.  

 : Continuous functions and Composition الدوال المستمرة والتركيب -
bxfLim وكانت   bمستمرة عند النقطةxf)(إذا كانت الدالة   

ax
=

→
  : عندئذ يكون)(

( ) ( ) )()()( bfxgLimfxgfLim
axax

==
→→

  

  : Factor and Cancel حلل واختصر -
  :نقدم مثال توضيحي على ذلك

4
2

6
)2(

)6)(2(
2

124
222

2

2
=

+
=

−
+−

=
−

−+
→→→

xLim
xx

xxLim
xx

xxLim
xxx

  

  :  Rationalize Numerator / Enumeratorفق ا الضرب بالمر-
  :نقدم مثال توضيحي على ذلك

108
1

)3)(9(
1

)3)(81(
9

3
3

81
3

81
3

929

2929

−
=

++
−

=
+−

−
=

+
+

×
−

−
=

−
−

→→

→→

xx
Lim

xx
xLim

x
x

x
xLim

x
xLim

xx

xx

  
  

  :combine Rational Expressions توحيد المقامات -
  :نقدم مثال توضيحي على ذلك

20

0

00

1
)(

1
)(

1

)(
)(1111

xhxx
Lim

hxx
h

h
Lim

hxx
hxx

h
Lim

xhxh
Lim

x

x

xx

−
=

+
−

=









+

−
=









+
+−

=





 −

+

→

→

→→
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  : L'Hopital Ruleبيتال لو قاعدة -
:     إذا كانت  

 0
0

)(
)(

)(
)(

=
∞±
∞±

=
→→ xg

xfLimor
xg
xfLim

axax
  

 :عندئذ يكون
)('
)('

)(
)(

xg
xfLim

xg
xfLim

axax →→
  −∞ أو +∞ أن يكونaويمكن لـ  =

  

 : Polynomials at infinity كثيرة الحدود عند اللانهاية-

)(حساب النهاية  وأردنا كثيرتي حدود xg)( وxp)(إذا كانت   
)(

xg
xfLim

x ±∞→
 عندها نخرج 

  .في البسط والمقام ونحسب النهايةxأكبر أس لـ 
  :نقدم مثال توضيحي على ذلك

2
3

25

43

25

43

5
43 2

2

2
2

2

2 −
=

−

−
=







 −







 −

=
−

−
−∞→−∞→−∞→

x

xLim

x
x

x
x

Lim
xx

xLim
xxx

  

 : Limit Piecewise functions   نهايات الدوال المعرفة مقطعياً-

)( حساب النهاية أردناإذا 
2

xgLim
x −→

 حيث 
 




−≥−
−<+

=
231
25

)(
2

xifx
xifx

xgحسب  ن

  :النهاية من الطرفين
( ) 95)( 2

22
=+=

−−
−→−→

xLimxgLim
xx

  
( ) 731)(

22
=−=

++
−→−→

xLimxgLim
xx

  

)(ن مختلفتان فإن يوبما أن القيمت  
2

xgLim
x

−
−→

ن  أما لو كان الطرفان متساوي.موجودة غير 

  .فإن للنهاية القيمة ذاتها

  : Some Continuous functions  بعض الدوال المستمرة -
  :التي تكون مستمرة عندهاxسنورد فيما يلي قائمة ببعض الدوال المستمرة وقيم لـ  

  .Rكثيرات الحدود مستمرة على   -1
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  . ماعدا القيم التي تعدم المقامRالدوال الكسرية مستمرة على  -2
3-  n x) nمستمرة على )  فرديR.  
4-  n x) nمستمرة على )  زوجي+

R ( )0≥x.  
5-  xe مستمرة على R. 
6-  )(xLnمستمرة  من أجل ( )0>x.  
7-   xcosو xsin مستمرة على R.  
8-   xtanو xsec مستمرة على Rقيم ما عدا ال  







 −− ,.......

2
3,

2
,

2
,

2
3......, ππππ.  

9- xcotو xcsc مستمرة على R ما عدا القيم  
{ },.......2,,0,,2......, ππππ −−.  

  :Intermediate Value Theorem  نظرية القيمة الوسطية  -
]دالة مستمرة على المجالxf)(بفرض    ]ba  عدد اختياري يقع بين M و,

)(afو)(bf عندئذ يوجد عددCبحيث يكون bC MCf ويكون 0>> =)(.  
  

Derivatives 

 Derivatives Definition and notation 
  : دالة مستمرة عندها تعرف المشتقة بالعلاقة xf)( إذا كانت -

h
xfhxfLimxf

ah

)()()(' −+
=

→  

xfy)( إذا كانت -   : فإن جميع المصطلحات التالية تعبر عن المشتقة=
( ) )()(')(' xDfxf

dx
d

dx
dy

dx
dfyxf =====  

xfy)( إذا كانت - ax فإن جميع المصطلحات التالية تعبر عن قيمة المشتقة عند = =:      

 ( ) )()(')(' aDfxf
dx
d

dx
dy

dx
dfyaf

aaa
a

=====  
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   Interpretation of Derivative :تفسير المشتقة
xfy)( إذا كانت -   : عندئذ=
1.  )(' afm xfy)(حني هي ميل خط المماس للمن= ax عند = ومعادلة خط المماس =

axعند النقطة )('))(( : يعطى بالمعادلة = axafafy −+=.   
2.  )(' af (لتغير ) الآني (اللحظيهي المعدل(xf عند ax =.   
')( عندهاxهو موقع هدف في اللحظة xf)(إذا كان  .3 xf هي سرعة الهدف عند

  . =axالنقطة
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// Basic properties / Formulas / Rules 
 عددان حقيقيان n و C دالتان قابلتان للاشتقاق وكان xg)( وxf)(إذا كانت   

  :اختياريان عندها يكون

  :أهم الخصائص العامة
)                 ثابت C  حيث  ) ( )xfCxfC

xd
d ')(1 =−  

)              أي عددn    حيث  ) 12 −=− nn nxx
xd

d  

( ) ( )( ) ( ) ( )'''3 xgxfxgxf ±=±−  
)                ثابت              C  حيث  ) 04 =− C

xd
d 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )'''5 xgxfxgxfxgxf +=×−    )الجداء(قاعدة الضرب

))            قاعدة الكسر ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )2

'
''6

xg
xgxfxgxf

xg
xf −

=







−  

))                          قاعدة السلسلة ( )( ) ( ) ( )xgxgfxgf
xd

d ')(')(7 =−  

( ) )()( )('8 xgxg exge
xd

d
=−  

)(0    حيث      ≠xg               ( )
)(
)(')(9

xg
xgxgLn

xd
d

=− 
  

Common Derivatives  

   Polynomials:كثيرات الحدود -1
)   ثابت  C   حيث                    ) 01 =− C

xd
d  

              ( ) 12 =− x
xd

d  

( ) CCx
xd

d
=−3  

( ) 14 −=− nn nCxCx
xd

d                                      
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   Trig Function:الدوال المثلثية -2
( ) xx

xd
d cossin1 =−  

               ( ) xx
xd

d sincos2 −=−  

( ) xx
xd

d 2sectan3 =− 

( ) xxx
xd

d tansecsec4 =− 

( ) xxx
xd

d cotcsccsc5 −=− 

( ) xx
xd

d 2csccot6 −=− 

   Inverse Trig Functions:العكسية الدوال المثلثية -3
( )

2

1

1

1sin1
x

x
xd

d
−

=− −  
               ( )

2

1

1
1cos2
x

x
xd

d
−

−
=− − 

( ) 2
1

1
1tan3

x
x

xd
d

+
=− − 

( )
1

1sec4
2

1

−
=− −

xx
x

xd
d 

( )
1

1csc5
2

1

−

−
=− −

xx
x

xd
d 

( ) 2
1

1
1cot6
x

x
xd

d
+
−

=− − 

   Exponential / Logarithm Functions :وغارثمية  الآسية و اللالدوال-4
 ( ) aaa

xd
d xx ln1 =−   

               ( ) xx ee
xd

d
=−2  

( ) ( ) 0,1ln,0,1ln3 ≠=>=− x
x

x
xd

dx
x

x
xd

d 

( ) 0,
ln
1log4 >=− x

ax
x

xd
d

a 
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   Hyperbolic Trig functions :القطعية الزائدية الدوال -5
( ) xx

xd
d coshsinh1 =−  

               ( ) xx
xd

d sinhcosh2 =−  

( ) xhx
xd

d 2sectanh3 =− 

( ) xhxhx
xd

d tanhsecsec4 −=− 

( ) xhxhx
xd

d cothcsccsc5 −=− 

( ) xhx
xd

d 2csccoth6 −=− 

  Chain Rule Variants:حالات من قاعدة السلسلة-6
  :نطبق قاعدة السلسلة على بعض الدوال 

[ ] [ ] )(')()(1 1 xfxfnxf
xd

d nn −=−  

               [ ] )()( )('2 xfxf exfe
xd

d
=−  

[ ]
)(
)(')(3

xf
xfxLnf

xd
d

=− 

[ ] )(cos)(')(sin4 xfxfxf
xd

d
=− 

[ ] )(sin)(')(cos5 xfxfxf
xd

d
−=− 

[ ] )(sec)(')(tan6 2 xfxfxf
xd

d
=− 

[ ] )(tan)(sec)(')(sec7 xfxfxfxf
xd

d
=−

 
[ ]

[ ]2

1

)(1

)(')(sin8
xf

xfxf
xd

d

−
=− −
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[ ]
[ ]2

1

)(1

)(')(cos9
xf

xfxf
xd

d

−

−
=− −

 
[ ]

[ ]2
1

)(1
)(')(tan10
xf

xfxf
xd

d
+

=− −

 
  

   Higher Order Derivative:المشتقات من مراتب عليا  -7
  : للمشتقة الثانية بالشكل التالييرمز   

( ) )()('')('' 2
2

2

2

2

2

2

xfDxf
dx
d

dx
yd

xd
fdyxf =====  

  :وتعرف على الشكل التالي  
( )')(')('' xfxf =  

  .أي أنها مشتقة المشتقة الأولى   

 :بالشكل التالي) nمن المرتبة (  يرمز للمشتقة النونية -  
xd
fdxf n

n
n

=)(  

) :لتالي     وتعرف على الشكل ا )'1 )()( xfxf nn −=  
)أي أنها مشتقة المشتقة من المرتبة   )1−n.  

  

   Implicit differentiation: التفاضل الضمني -8
xfy)( والدالة xنصادف دوال يمتزج فيها المتغير     ةغير سهلمعاً في صيغة ضمنية  =
لحدود التي ا ونعزل نفاضل الدالة الضمنية y' لحساب المشتقة االآخر وعندههما عن عزل أحداال

 ولتوضيح هذه الفكرة نورد المثال y و x بدلالة كل منy' ثم نكتب صيغة y'تحوي 
xyyxeللدالة الضمنية  y'أوجد  :يالتال yx 11sin2392 +=+−  

cos'23'92'11  :نشتق الطرفين فنجد 32292 +=++−− yyyyxyxyxe yx منها نحصل على: 

yeyx
yxey yx

yx

cos92
3211' 923

2292

−−
−−

=
−

−
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9  
Increasing / Decreasing- Concave Up /Down               

    Critical points: النقاط الحرجة -
cxنقول عن النقطة        :إذا تحقق أحد الشرطينxf)( أنها نقطة حرجة للدالة =
   1 .0)(' =cf  
   2 .)(' cfغير موجودة .  
  

  Increasing / Decreasing   التزايد والتناقص-
')(0إذا كان  .1 >xf لجميع قيم xفي مجال Iعندئذ نقول أن)(xf دالة تزايده في 

  .Iالمجال
')(0إذا كان   .2 <xf لجميع قيمxفي مجال Iعندئذ نقول أن)(xf المجالمتناقصة في دالةI.  
')(0إذا كان  . 3 =xf لجميع قيم xفي مجال Iعندئذ نقول أن)(xfالمجال دالة ثابتة فيI.   
  

  Concave Up / Concave Down   التقعر للأعلى والتقعر للأدنى - 
'')(0إذا كان  .1 >xf لجميع قيم x في مجال I عندئذ نقول أن )(xf تتقعر نحو   دالة

  .Iالمجال الأعلى في        
'')(0إذا كان  .2 <xf لجميع قيم x في مجال I عندئذ نقول أن )(xf  دالة تتقعر نحو 

  .Iالمجال الأدنى في        
  

 Increasing points ) الانعطاف( نقاط الانقلاب -
cxنقول عن النقطة    إذا تغير التقعر عند النقطة xf)(أنها نقطة انعطاف للدالة=

cx '')(0و = =xf .  
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10 Extreme 

 Absolute Extreme: النهاية المطلقة-
cxنقول عن . 1 )()(إذا كانxf)( أنها نقطة نهاية كبرى مطلقة للدالة= xfcf  لجميع  ≤

  . في نطاق الدالةxقيم       
cxنقول عن . 2 )()(إذا كانxf)( أنها نقطة نهاية صغرى مطلقة للدالة= xfcf  لجميع  ≥

  . في نطاق الدالةxقيم       

 Fermat's Theorem: نظرية فيرمات -
cx عنديةنهاية حدxf)(إذا كان للدالة      cxعندئذ تكون النقطة= نقطة حرجة للدالة =
)(xf.  

 Extreme Theorem: نظرية القيمة الحدية  -
] مستمرة على المجال xf)(إذا كان للدالة      ]ba,عندئذ يوجد عددان c و dبحيث يكون :  

     1 .bca bda و ≥≥ ≤≤.  
     2 .)(cfالمغلق هي نهاية كبرى مطلقة قي المجال  [ ]ba,.   
     3 .)(df المغلق هي نهاية صغرى مطلقة قي المجال [ ]ba,.   

  

11 Finding Absolute Extreme  
] المغلق  الفترةعلىxf)(د النهاية المطلقة لدالة مستمرة لإيجا   ]ba,نستخدم الخطوات 
  :التالية
] في المجالxf)(الحرجة للدالة  جميع النقاط نجد .1     ]ba,   .  
  . ل منها عند كxf)(نحسب قيم. 2    
  .bf)(  و  af)( نحسب كلاً من  . 3    
  ولتحديد القيم المطلقةسابقةلتحديد القيمة المطلقة العظمى نأخذ أكبر قيمة من القيم ال . 4    

   .الصغرى نأخذ أصغر قيمة بين القيم السابقة
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12  Relative (local) Extreme  
cxنقول عن . 1 )()( إذا كانxf)( أنها قيمة عظمى مكانية للدالة = xfcf    لجميع  ≤

  .c قرب xقيم     
cxنقول عن . 2 )()( إذا كانxf)(صغرى مكانية للدالة  أنها قيمة = xfcf   لجميع  ≥

  .c قرب xقيم      
  

13  First Derivative  
cx   إذا كانت cx عندئذxf)( نقطة حرجة للدالة =   : ستكون=

')(0 إذا كان xf)(نهاية عظمى مكانية للدالة  . 1 >xfة على يسار النقط cx   و=
0)(' <xf على يمين النقطةcx =.  

')(0 إذا كان xf)( نهاية صغرى مكانية للدالة. 2  <xfة على يسار النقط cx   و=
0)(' >xf على يمين النقطةcx =.  

')( إذا كان xf)(لن تكون نهاية حدية نسبية للدالة .3   xfرة ذاتها على طرفي له الإشا 
cxالنقطة = .  

  

14  Second Derivative Test  
cxإذا كانت   ')(0 وكانxf)( نقطة حرجة للدالة = =cfعندئذ cx   :  ستكون=

'')(0 إذا كان  xf)( مكانية للدالة نهاية عظمى. 1    <xf.  
'')(0 إذا كان xf)(نهاية صغرى مكانية للدالة . 2    >xf.   
'')(0أو نهاية صغرى مكانية أولا تكون إذا كان  ربما تكون نهاية عظمى مكانية. 3    =xf .  
  

15   
Finding Relative Extreme and classify critical points  

  .xf)(نوجد جميع النقاط الحرجة للدالة . 1   
  .نستخدم اختبار المشتقة الأولى أو اختبار المشتقة الثانية لكل نقطة حرجة  . 2   
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   Mean Value Theorem:ية القيمة الوسطى  نظر-
] دالة مستمرة على مجال مغلق xf)(إذا كان للدالة     ]ba,  وقابلة للاشتقاق على          

)المفتوح  المجال  )ba,عندئذ يوجد عددbca   : بحيث يكون>>

ab
afbfcf

−
−

=
)()()('  
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Integrals 

Definite Integral 
] دالة مستمرة على xf)(لنفرض أن   ]ba,ولنقسم المجال [ ]ba,إلى n ًمجالاً جزئيا

∗ ولنخذ ∆xبعرض 
ixمن كل مجال منها عندئذ :  

∑∫
=

∗

∞→
∆=

n

i
in

b

a

xxfLimtdxxf
1

)()(  

  Anti- Derivative:الدالة الأصلية
')()( بحيثxF)(هي دالة xf)(الدالة الأصلية للدالة    xfxF =.   

  

Indefinite Integral 
  : التالي ويكون على الشكل

CxFdxxf +=∫ )()(  
  .ثابت C   وxf)( دالة أصلية للدالة xF)(حيث 

 
Fundamental Theorems for calculate Integrals                  

  

]على الفترة  مستمرة xf)(إذا كانت الدالة. 1 ]ba,عندها تكون الدالة  dttfxg
x

a
∫= )()(    

]هي أيضاً مستمرة على الفترة    ]ba,ويكون :  
)()()(' xfdttf

dx
dxg

x

a

== ∫.  

] مستمرة على الفترة xf)(إذا كانت الدالة. 2 ]ba,وكانت )(xF دالة أصلية للدالة 
)(xfعندئذ :         

)()()()( aFbFxFdxxf b

a

b

a

−==∫  
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//Basic properties / Formulas / Rules 

  :أهم الخصائص العامة
)ثابت C      حيث  ) dxxfCdxxCf ∫∫ =− )(1  

2)()()()(دالة أصلية Fحيث aFbFxFdxxf b

a

b

a

−==− ∫   

( ) dxxfCdxxCf
b

a

b

a
∫∫ =− )(3                                   

( ) 04 =− ∫ dxxf
b

a

  

( )[ ] ( ) ( )dxxgdxxfdxxgxf
b

a

b

a

b

a
∫∫∫ ±=±− )(5  

( ) dxxfdxxf
a

b

b

a
∫∫ −=− )(6                          

)bca ≤≤ (
     

( ) ( ) ( ) dxxfdxxfdxxf
b

c

c

a

b

a
∫∫∫ +=−7  

( ) ( ) dxxfdxxf
b

a

b

a
∫∫ ≤−8

 

[ ] ( ) ( ) dxxgdxxfbaxxgxf
b

a

b

a
∫∫ ≥⇒∈⇒≥− ,,)()(9

 

( ) ( )abCdxxCf
b

a

−=− ∫10  

) إذا كان - ) 0≥xfفي المجال bxa ) عندها يكون ≥≥ ) 0≥∫ dxxf
b

a

  

) إذا كان - ) )(xgxf bxa في المجال≤ ) عندها يكون ≥≥ ) dxxgdxxf
b

a

b

a
∫∫ ≥ )(
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Common Integrals  

   Polynomials:كثيرات الحدود -1
Cxdxثابت C      حيث  +=− ∫1   

CKxKdxثوابت ,CK                     حيث  +=− ∫2   

1,
1

13 1 −≠+
+

=− +∫ nCx
n

dxx nn  

1,
1

14 1 ≠+
+−

=− +−−∫ nCx
n

dxx nn  

CbaxLn
abax

dx
++=

+
− ∫

15  

Cx
qp

qCx

q
pdxx qp

q
q
p

q
p

+
+

=+
+

=− +
+

∫
1

1

16  

   Trig Functions :الدوال المثلثية -2
x Cuduu دالة في u    حيث +−=− ∫ cossin1  
Cuduuثوابت ,CK                حيث  +=− ∫ sincos2  

CuLnduu +=− ∫ sectan3     
CuLnduu +=− ∫ sincot4  

CuuLnduu ++=− ∫ tansecsec5  

CuuLnduu +−=− ∫ cotcsccsc6  
Cuduuu +=− ∫ sectansec7

 Cuduuu +−=− ∫ csccotcsc8
 Cuduu +=− ∫ tansec9 2

 Cuduu +−=− ∫ cotcsc10 2
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( ) CuuLnuuduu +++=− ∫ tansectansec
2
1sec11 3

  
( ) CuuLnuduu +−+−=− ∫ cotcsccsc

2
1csc12 3

  

   Exponential / Logarithm Functions:الدوال الآسية و اللوغارثمية  -3
x          Cedue دالة في u       حيث uu +=− ∫1   

                   C
Lna
adua

u
u +=− ∫2  

CuLnuuduLnu +−=− ∫3  
( ) Ceuduue uu +−=− ∫ 14  

CuLnLn
uu

du
+=− ∫ )(

)ln(
5  

( ) Cbubbua
ba

edubue
au

au +−
+

=− ∫ cossin)sin(6 22  

( ) Cbubbua
ba

edubue
au

au ++
+

=− ∫ sincos)cos(7 22 

   Inverse Trig Functions:الدوال المثلثية العكسية -4
x   Cuuuduu دالة فيu   حيث +−+=− −−∫ 211 1sinsin1  

                   Cuuuduu +−−=− −−∫ 211 1coscos2  

( ) CuLnuuduu ++−=− −−∫ 211 1
2
1tantan3  

C
a
u

ua
du

+





=

−
− −∫ 1

22
sin4  

C
a
u

aauu
du

+





=

−
− −∫ 1

22
sec15  

C
a
u

aua
du

+





=

+
− −∫ 1

22 tan16  

C
au
auLn

aua
du

+
−
+

=
−

− ∫ 2
17 22 

CuauLnauauduua +−++−=−− ∫ 22
2

2222

22
8 
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CauuLnaauuduau +−+−−=−− ∫ 22
2

2222

22
9 

C
a
uauauduua +






+−=−− −∫ 1

2
2222 sin

22
10 

C
a

uaauauauduuau +





 −

+−
−

=−− −∫ 1
2

22 cos
2

2
2

211 

   Hyperbolic Trig functions: الزائديةمثلثية لالدوال ا-5
x Cuduu دالة فيu       حيث +=− ∫ coshsinh1  

                   Cuduu +=− ∫ sinhcosh2  
( ) CuLnduu +=− ∫ cothtanh3  

Cuhu +=− −∫ sinhtansec4 1  
Chu +=− ∫ csc5  

Chuuhu +−=− ∫ sectanhsec6  
Chuuhu +−=− ∫ csccothcsc7 

Cuduuh +=− ∫ tansec8 2

 
Cuduuh +−=− ∫ cothcsc9 2

 
 
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Standard Integration Techniques  

    Substitution :)تغير المتحول (التكامل بالتعويض -1
)إذا أعطينا التكامل  ) ( ) dxxgxgf

b

a
∫   =xgu)( عندها نجزئ تغير متحول )('

) :وسوف نحصل على التكامل ) ( ) duufdxxgxgf
bg

ag

b

a
∫∫ =

)(

)(

)(')(  

     Integration by parts:يءلتجزالتكامل با -2
  إذا أعطينا التكامل 

duvuvudv ∫∫ −=  
  : التالي التكاملنكونعندها 

duvuvdvu
b

a

b

a

b

a
∫∫ −=  

  .vفاضل ن و duكامل نثم  dv وuحيث نختار 
  

  :بالتعويض في الدوال المثلثيةالتكامل -3
Substitution integration by Trig function   

  :استخدم التكامل بالتعويض وفق الصيغ التالية  جذور مثلثيةإذا كان التكامل يحوي

θθθ 22222 sin1cossin1 −==⇒−− and
b
axxba  

1sectansec2 22222 −==⇒−− θθθ and
b
axaxb    

θθθ 22222 tan1sectan3 +==⇒+− and
b
axxba 
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   Partial functions:الدوال الكسرية تكامل  -4
dx التكامل كان لديناإذا   

xq
xp

∫ )(
أقل من درجة xp)(وكانت درجة كثيرة الحدود )(

  : طريقة تفريق الكسور وفق الجدول التاليلى عندها نلجأ إxq)(كثيرة الحدود
  

  صیغة الكسر بالتفریق  xq)(عامل في 
bax+  bax

A
+  

cbxax ++2 
cbxax

BAx
++

+
2

 

( )kbax+ 
( ) ( )k

k

bax
A

bax
A

bax
A

+
++

+
+

+
.........2

21 

( )kcbxax ++2 
( ) ( )k

kk

cbxax

BxA

cbxax

BxA
cbxax

BxA

++

+
++

++

+
+

++
+

222
.......2

2211 

  

 

 Products of Trig Functions    

dxxx  :إذا كان لدينا التكامل: ولاًأ mn∫ cossin  
  :نمیز الحالات التالیة

  من خلال العلاقةcos ونحول الباقي إلىsinنترك واحد من: فردياً n إذا كان -1
xx 22 cos1sin uxنفرض  وبعدها =− =cos.  

 من خلال sin ونحول الباقي إلىcosنترك واحد من: فردياً m إذا كان -2
xxالعلاقة 22 sin1cos ux وبعدها نفرض =− =sin.  

   .2 أو 1فردياً بأن واحد نتبع البند  mوnإذا كان   -3
 زوجياً  بأن واحد نستخدم صيغة ضعف الزاوية لتحويل التكامل لشكل mوn إذا كان -4

  .يمكن مكاملته 

dxxx  :إذا كان لدينا التكامل: ثانياً mn∫ sectan  
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  :نمیز الحالات التالیة
 من sec ونحول الباقي إلىsec و واحد منtanنترك واحد من: فردياً nا كان إذ  -1

1sectanالعلاقة باستخدام 22 −= xx وبعدها نفرض xu sec=.  
 من خلال xtan ونحول الباقي إلىxxsecsec2 مناثناننترك : زوجياً mإذا كان   -2

xxالعلاقة 22 tan1sec xu ونستخدم التحويل  =+ tan=.  
   .2 أو 1 نتبع البند  زوجيا mوفردياً  nإذا كان   -3
   . بأسلوب مختلفللا توجد قاعدة وكل تكامل يكام  فردياmًو  زوجياnًإذا كان   -4
  
  

*******************  
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          


 

 

  

 
 

 
 

          
 

 
 
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