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 Finite Element Method  )تقديم( طريقة العناصر المحدودة  1.10

لقد تعرضنا في الفصلين الأخيرين إلى طريقة الفروق المحدودة في حل مسائل 
؛ ]ًمستطيل مثلا[ القيم الذاتية وهي صالحة ودقيقة إذا ما كانت هندسة المسألة بسيطة 

ًكون النطاق تحت الدراسة مركبا أو معقدا فإننا نستخدم طريقة غير أنه في حالة 
 .العناصر المحدودة

في إيجاز كبير تتلخص طريقة الفروق المحدودة في كتابة المعادلة التفاضلية للمسألة 
عند نقطة معينة بعد تحويل النطاق إلى شبكة من النقاط وبالتالي تمثيلها بمعادلة فرقية 

كما أسلفنا، لهذه الطريقة عيوبها والتي تتمثل في ضرورة وجود و ولكن،. وإيجاد الحل
 .تجانس بالمسألة وكذلك افتراض هندسة بسيطة للنطاق

ولكن لو كانت هندسة النطاق غير منتظمة أو أن الشروط الحدية ليست تلك 
مادة الصفيحة مصنوعة من معدنين مختلفين [المعتادة أو أن الأوساط غير متجانسة 

ننا نستخدم طريقة العناصر المحدودة حيث يتم تقسيم النطاق إلى مناطق ذات ، فإ]ًمثلا
؛ ثم نوجد الحل التقريبي للمعادلة "عناصر" أي تقسيم النطاق إلى -أشكال سهلة

كما يتم ربط هذه العناصر ببعضها البعض لإيجاد . التفاضلية لكل من هذه العناصر
 ).أي قطعة قطعة( بشكل قطعي أي أن المعادلة التفاضلية تحقق. الحل الكلي

وهكذا فإننا في مثل هذه الحالات نقوم باستخدام العناصر بدلا من الشبكة 
ًلية؛ وهذا يعطي تقريبا أفضل لتلك المنظومات التي تملك أشكالا غير منتظمةيالمستط ً .

 )].1.10(أنظر الشكل [
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 دةتوضيح لطريقة العناصر المحدو) 1.10(الشكل 

 :ًوالخطوات التي تمر بها العملية المذكورة آنفا هي كما يلي
 )Discretization(الفصل ) 1

في هذه الخطوة يتم تقسيم نطاق الحل إلى عناصر محدودة وحيث تسمى نقاط   
، كما تسمى الخطوط nodesتقاطع المستقيمات، التي تكون أضلاع العناصر، بالعقد 

نوضح العقد ) 2.10(في الشكل . أو بالمستويات) nodal lines(بالخطوط العقدية 
 :والخطوط العقدية في بعد واحد وفي بعدين وفي ثلاثة أبعاد لعدة نطاقات
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 العقد والخطوط العقدية في عدة أبعاد) 2.10(الشكل 

 

 Element Equationsمعادلات العنصر   ) 2

 :لينكتب معادلات الحل لكل عنصر وذلك كما ي  
 .نقوم باختيار دالة مناسبة بمعاملات لاستخدامها كحل تقريبي  )أ 

 .نحسب هذه المعاملات بحيث تكون الدالة ملائمة للحل  )ب 
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ًمثلا في بعد واحد لو . وفي المعتاد يتم استخدام حدوديات من درجة معينة
 :استخدمنا الدالة الملائمة

) 1.10...... ( ( ) xaaxy o 1+= 
) المتغير التابع، كما نلاحظ أن y هو المتغير المستقل و xوحيث    )xy يجب أن تمر 

 :بنقطتي نهاية العنصر، أي أن

111 xaay o 212 و =+ xaay o )وحيث  [ =+ ) 2,1, == ixyy ii .[  ولمثل هذه الحالة
 :نجد أن

) 2.10...... ( 
12

1221

xx
xyxya o −

−
= 

 و
) 3.10...... ( 

12

12

xx
yya o −

−
= 

 :وبذلك فإننا نحصل على
) 4.10...... ( ( ) ( ) ( ) 2211 yxNyxNxy += 

 :وحيث
) 5.10...... ( ( )

12

2
1 xx

xxxN
−
−

= 
 و
) 6.10...... ( ( )

12

1
2 xx

xxxN
−
−

= 

)وتمثل  )xy 1؛ بينما تمثل )أو الملائمة( دالة التقريبN2 وNدالتي الاستكمال . 
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بعد اختيار الدالة نقوم بحساب أجود ملائمة وذلك بالطرق المعروفة؛ وهذا   
 :ةيقودنا بالتالي إلى معادلات جبرية خطية نكتبها في شكل مصفوفة على الصور

) 7.10...... ( 
~~
FyK = 

و .   وهي ذات علاقة بالعنصرStiffness matrix هي مصفوفة الغلاظة Kوحيث 
~
y 

هي متجه بالمجاهيل عند العقد؛ كما أن 
~
F تمثل المؤثرات الخارجية للمسألة 

 ].ًمثلا) ل مصدردوا(قوى[
 )Assembling(التجميع ) 3

في هذه الخطوة نستعمل مفهوم الاستمرارية للربط بين معادلات العناصر الفردية   
نذكر . التي قمنا باشتقاقها وذلك بغية الحصول على التصرف الموحد للمنظومة ككل

كما لا ننسى وجود الشروط الحدية والتي يجب وضعها في . بوجود عقد مشتركة
الحسبان وكذلك استعمال الطرق المختلفة لحل المعادلات الناتجة والتي سبق وأن 

 .تعرضنا لها بالتفصيل بالفصل الخامس
 )1.10(مثال 
ًللتبسيط نعطي هنا مثالا في بعد واحد وذلك عن معادلة بواسون لانتشار الحرارة   

 :في بعد واحد

( )xg
dx

Td
−=2

2 
( )xg  0هي مصدر للحرارة، والانتشار هو على طول قضيب يمتد من=x إلى l=x 
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)ته محفوظتان عند اونهاي )tTT ,01 ) و = ) ( )tTTt ,0 2 l=≥ ؛ ) 3.10( كما بالشكل
)والمطلوب هو إيجاد . هذه المسألة هي مسألة قيم حدية عادية )xT. 

CTCTالآن لو أعطيت القيم  oo 40,200 12 ) و cm10=l و == ) 10=xg 
 :فإن الحل يكون كما يلي

 
 .lانتشار الحرارة في قضيب طوله ) 3.10(الشكل 

 
)نفترض بأن  ) cbxaxxT ++=  : عندئذ نرى أن2

a
dx

Td 22

2

 a=−5:  ومنها نرى أن=
 :ومن الشروط الحدية نجد أن 

40=c 
 و

( ) 40101005200 ++−= b 
 :أي أن

66=b 
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 :ويكون الحل عندئذ هو 
( ) 40665 2 ++−= xxxT 

ناصر المحدودة تكون التجزئة البسيطة هي عناصر ذات الآن باستخدام طريقة الع
أطوال متساوية ولتكن من أربع قطع متساوية بخمس عقد كما هو مبين بالشكل 

 .2 و 1ًفمثلا للعنصر الأول تكون نهايتاه هما العقدتين ). 4.10(

  
 )1.10(العناصر للمثال ) 4.10(الشكل 

 الأربع، حيث نقوم بتقريب توزيعة درجة الحرارة نكتب الآن معادلات العناصر
2211                                :بالدالة TNTNT += 

 .أي أنه لدينا تقريب خطي بين العقدتين
نستخدم الطريقة المباشرة للوصول إلى المعادلات المطلوبة، وحيث نلاحظ من   

)ة بداية المسألة أن العلاقة بين فيض الحرار )q وانحدار درجة الحرارة 







dx
dT هو : 







′−=

dx
dTkq 

 : 1ونرى انه عند العقدة .  هو معامل التوصيل الحراري′kوحيث 









−
−′−=

12

12

xx
TTkq 
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 : فإن2أما خلال العقدة 









−
−′=

12

12
2 xx

TTkq 

 :كتابة هذه المعادلات على الصورةويمكن 

( )11 x
dx
dTkq 






′−= و ( )22 x

dx
dTkq 






′= 

 :)في صورة مصفوفية( ومن هذه المعادلات مجتمعة نستطيع أن نكتب

( )

( ) 













−
=
















−

−
−

2

1

2

1

12 11
111

x
dx
dT

x
dx
dT

T
T

xx
 

 .وتصف هذه المعادلة المصفوفية تصرف عنصر نموذجي للمنظومة تحت الدارسة
أن تعدل انطلاقا من الشروط الحدية المعطاة وهذا يستوجب غير أن هذه المعادلة يجب 

  :القيام بتكاملات معينة نصل من خلالها إلى المعادلة النهائية وهي

( )

( )

( )( )

( )( )














+















−
=
















−

−
− ∫

∫
2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

12 )

)

11
111

x

x

x

x

dxxNxg

dxxNxg

x
dx
dT

x
dx
dT

T
T

xx
 

 .والحد الأخير يمثل حد التأثيرات الخارجية
ًننوه إلى أن الوصول إلى المعادلة المصفوفية الأخيرة ليس أمرا سهلا؛ ولكننا    قمنا ً

ًوالسبب في ذلك هو أننا نعطي هنا فكرة مختصرة جدا . باختزال عدد كبير من الخطوات
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ولمن يهمه الأمر . عن طريقة العناصر المحدودة ولا يتسع المجال إلى ذكر التفاصيل
 .الإطلاع على قائمة المراجع بآخر الكتاب

المعادلات لكل عنصر الآن لو عدنا للمثال وبالمعطيات الخاصة فإننا نستطيع كتابة   
 :وذلك كما يلي

cmxنأخذ   : لنرى أن ∆=5.2
( )( ) ∫∫ =






 −

=
5.2

01 5.12
5.2

5.210)2

1

dxxdxxNxg
x

x
 

 :كذلك نجد أن
( )( ) ∫∫ =






 −

=
5.2

02 5.12
5.2
010)2

1

dxxdxxNxg
x

x
 

 :وهكذا تكون المعادلات هي
( ) 5.124.04.0 121 +−=− x

dx
dTTT 

 و
( ) 5.124.04.0 221 +−=+− x

dx
dTTT 

وبجمعها، مع . عناصر وهي خمسة نقوم بعدئذ بكتابة كل المعادلات المماثلة لبقية ال
 :الوضع في الاعتبار الشروط الحدية، عندئذ نجد أن

( )

( ) 5.674.0

1058.04.0
254.08.04.0
414.08.0

5.34.0

54

43

432

32

21

−=−−

=+−
=−+−
=−

−=−

x
dx
dTT

TT
TTT

TT

Tx
dx
dT
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 :و حل هذه بسيط ويعطي النتائج التالية

( )

( ) cm
C

dx
dT

CT
CT

CT
cm

C
dx
dT

o

o

o

o

o

3410

75.253

245
75.173

660

4

3

2

−=

=

=

=

=

 

  حول تربيعات جاوس2.10
أو ما (د إلى طريقة جاوس للتكامل -)3.4(لقد تعرضنا في السابق في البند   
 icً؛ وعموما وكما ذكرنا حينئذ أن الحل يكمن في تعيين )ها أيضا بتربيعات جاوسنسمي

ni وحيث ixو   ′sxi و ′sci؛ والأمر يؤول إلى حل منظومة معادلات آنية في =1,.......,
 . سيدل –دم طريقة معينة مثل  طريقة جاوس وفي ذلك نستخ.

 – في هذا البند نعطي حسابات حاسوبية لمثل هذه المجاهيل باستخدام طريقة جاوس 
؛ كما نعطي أيضا النتائج في ) ]6.10(-)5.10(الشكلان  [Cسيدل وذلك  بلغة 

هذا . في حالة استخدام نقطتين وثلاثة نقاط على التوالي) 2.10(و ) 1.10(الجدولين 
ويمكن للقارئ أن يقوم بالتعميم لعدد أكبر من النقاط؛ غير أنه لابد من التنويه بأنه 

 ً.يجب كتابة المعادلات الآنية أولا
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  لنقطتينCتربيعات جاوس بلغة ) 5.10(الشكل 

 .لنقطتين) 5.10(نتائج البرنامج بالشكل ) 1.10(الجدول 
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  لثلاثة نقاطCتربيعات جاوس بلغة ) 6.10(الشكل 

 .لثلاثة نقاط) 6.10(نتائج البرنامج بالشكل ) 2.10(الجدول 
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   بعض التوزيعات الإحصائية3.10
 Mean & Standard Deviation ارييعط والانحراف المسوتالم

 ن ندرس بعضأعياري علينا ط وما هو الانحراف المسلكي نعرف ما هو المتو
 ً:لايفات أوعرالت

 1تعريف 
 كما )Parent Population (عداد الامت ما بالية لكميةاللانهائت اساقي الةى فئمست

 .ةني أو بعة نيعة عيوزية بت للكمة  محدودة قياسات فئمىست
والبارامتر ) P.P) (Parent Parameter(لبارامتر الأم كما أن العلاقة التي تربط ا

 :هي) Experimental Parameter) (E.P(التجريبي 
) 8.10...... ( ( )..lim. PEPP

N ∞→
= 

 2يف عرت
 x للكمية ix ع القياساتمومج هو عبارة عن نهاية )µ(متوسط التعداد الأم 

 .ةمالا نهايندما يؤول هذا العدد إلى ع على عدد القياسات اًمومقس
 :أي أن

) 9.10...... ( 





= ∑∞→ iN

x
N
1limµ 

الفرق  لاحظ(ط هو بمثابة مركز هذه القيم أو القياسات وستلموهكذا نلاحظ أن ا

o b e i k a n d l . c o m



 ■ ■   ■ ■   
  

 372  

(ط والوسيط س المتوبين
2

1µ (د د القيمة عند منتصف الع يمثلوالذيNمن  
 ).هد أي أن نصف القياسات تأتي قبله ونصفها بع؛القياسات 

 3ف يعرت
 أن  أيµ والمتوسط ix بين القيمة ق من المتوسط بالفرixل الانحراف للقيمة ثيم

µ−= ii xd. 
 .اوي الصفرسراف في كل القيم يح متوسط الاننظ أحلا

 :حيث أن

( ) 01lim1lim =−=−=





 − ∑∑∞→

µµµµ iiN
x

N
x

N
 

 4ف يعرت
أو  ( بالاختلافµط مربعات الانحرافات من المتوسط سمى نهاية متوست
 :ن أي أ)Variance (2σ )التغاير

( ) 



 −= ∑∞→

22 1lim µσ iN
x

N
 

  5ف يعرت
 :يعي للاختلاف أي أنبعياري هو الجذر الترالانحراف الم

2σσ = 
 و µ ننلاحظ أ

2
1µنكما أ.  القيم المحتملةثرل أكث تم µهو أحد البارامترات  
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س مل نفتحكما أنها ). Probability Distribution(لية  تعين التوزيعة الاحتماالتي
 .)True Value(ل القيمة الحقيقية للكمية المقاسة ثدات مالوح

حاولات  بالماللصيق) uncertainty(تص بمقدار عدم التأكد تخفهي  2σ و σأما 
ياري مقياسا  المع الانحرافنبصورة أخرى يكو لتعيين القيمة الحقيقية أو بيةالتجري

 ).fluctuations) (طراباتضأو الا( مناسبا لعدم التأكد في ملاحظاتنا نتيجة للتقلبات
)ل العلاقة بين الاحتمالية ثوالذي يم) 7.10(كل شرنا للظولو ن   )xP والكمية x 

 .عياريتوسط والوسيط والانحراف المالملتبينا معاني كل من 
 وبصدد ذكر التوزيعات الاحتمالية فإننا نود الذكر بأنه توجد توزيعات منفصلة  

)Discrete (يمة المتوقعة لأي بارامترق الن وأستمرة؛وتوزيعات م ( )xf على تعرف 
 :أنها

 
 ارييعط والانحراف الميسوسط والوتح للمضيوت) 7.10(كل شلا

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∑∑
∞

∞−∞→
==



= dxxPxfxPxfxf

N
xf iiN

1lim 
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 :ة على أنهمانا مرة أخرى اعتبار البارامترين الأساسيين في أي عيننويمك
==∑:                                                المتوسط ix

N
x 1

µ 
 و

)                                     :الاختلاف  )∑ −
−

= xx
N i1

12σ 
  على عددالآنوالتي تدل  N من بدلا N−1منا على سوحيث نرى هنا أننا ق

 .N−1  إلىN نقصت درجات الحرية من x  فبتعيين؛درجات الحرية
 .سابقفصل  في إليها نقرتط نق وأبوهذا ما س

على  للعينة نقسم) ثالث(فإنه لتعيين أي بارامتر آخر  2σ وxوهكذا لو تم تعيين 
2−N . كانت البارامترات المعينة   لواًعموموm وعدد القياسات N ين يعتل فإنه

mN نقسم على m+1 م قرتر البارام − 
 ض التوزيعات الاحتماليةعب

 ة ذات الحدينعلتوزيا .1
 دمانوذلك ع منها nاجحة في ن من المحاولات الr هي تصف احتمال ملاحظةو

 .pاولة تساويمحجاح في كل نتمالية ال احنكوت
( ) ( ) ( ) rnrrn

r
n

B pp
rnr

nqpCpnrP −− −
−

== 1
!!

!,, 

  :كما أن
( )pnp

np
pq

−=

=
−=

1

1

2σ

µ 
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  بواسونةعيوزت. 2
الة  حادات ضخمة كما أنها تعتبرد تعنيرة مغوتصلح هذه لوصف العينات الص

 : ثابتةµكبيرة و n ما تكوندين عندخاصة من التوزيعة ذات الح

( ) µµ
µ −= e

x
xPp !
,

2 
 التوزيعة الجاوسية.3

. .ودة  محدp كبيرة وnلحدين وذلك لـ ة من التوزيعة ذات اص حالة خااًتعتبر هذه أيض
 .كما أنها تناسب التوزيعة المتناسقة السلسة

( )

















 −

−=
2

2
1exp

2
1,,

σ
µ

πσ
σµ

xxPG 

 
 التوزيعة الجاوسية) 8.10(الشكل 
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ل  المحور الأفقي يمثن أحظ التوزيعة حيث نلاهح هذضيو) 8.10(كل شوال
µ−x 3456.2ن نصف العرض وأ=Γ 62456.0ملأ المحتطوالخ.. =EP. 

تمل هو حالمما أن الخطأ ك. مىظد نصف القيمة العن عض هو العرالكلىض والعر
ية ئاوشعة ظلأي ملاحن احتمال الانحراف بحيث يكو µ−xيمة المطلقة للانحراف قال

µ−ix صفناوي اليسأو من ل قأ. 
  لفة التي تم وذلك من خلال التجارب المختاًوالتوزيعة الجاوسية مناسبة جد  

 .؛ و تسمى أيضا بالتوزيعة الطبيعيةيق التوزيعة عليهابتط
 ية اللورانترةعيوزتال.4

 عند امهادتخسيتم ا حيث ة،ينووء يزياف بيانات صفلح لوصذه التوزيعة ته  
في  التغيرحالة دث عادة في يحوذلك ما ، Resonance Behavior ف الرنينيصرالت
عة سربة لنسباله أو من خلال التغير فيلطاقة بة لسة نيوون للتفاعلات الضيطاع العرقال
على ية اللورانتر  التوزيعةصفوتو رة موسباراهظبدث يح كما الإشعاع صاصامت

 :الشكل

( )
( ) 4

21,, 22 Γ+−

Γ
=Γ

µπ
µ

x
xPL 

سوى   هذه التوزيعات وغيرها يطول ولكن لم يكن بوسعنا هناحولإن الحديث 
 المذكورة عللمراج ن له اهتمام أكبر به أن يرجعالتعريج وفي عجالة على هذا الموضوع ولم

 .بآخر الكتاب 
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 )10(ن يرتما
 

 ).1.10(قم بكتابة تفاصيل المثال  .1

أكتب برنامجا حاسوبيا يحسب معاملات و إحداثيات تربيعيات جاوس لعدد  .2
طبق ما توصلت إليه من نتائج على . نقاط و قارن بما جاء بالفصل الرابع4،5،6

 .جل ملاحظاتكأمثلة من عندك و س

  العبارة ؟ه ما مدى صحة هذ)) و الوسيطلا فرق بين المتوسط (( .3

 عياري؟ما هي العلاقة بين الاختلاف والانحراف الم .4

 .للتوزيعة ذات الحدين 2σ وµغ يق صقم باشتقا .5

 يمكنك اكتشاف؟ هل ةيية واللورانتزسك بالتوزيعتين الجاوحيصمن خلال تم .6
 ق بينهما؟فرال

 . بهاةزيضرب بعض الأمثلة على المجالات التي يمكن تطبيق التوزيعة اللورانتا .7
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