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  تقد يم1.6
) حيث )1.6( يكون بمعيتنا جدول به بيانات كما بالجدول في  )( )ii xfx , 

 . الدالة تحت الدراسةf وiتمثل النقطة 
 f يمكننا الحصول على قيمة  فإنهفإذا افترضنا أن القيم الموجودة بالجدول دقيقة

 . وذلك باستخدام الطرق العددية المعروفة من استكمال وغيره Xعند أي نقطة 
 أو زياءفيغير أن القيم بالجدول عادة ما تكون تقريبية مثلا القياسات بمعمل   

قياسات هندسية وعليه فإن هذه القيم ترتبط بأخطاء مصدرها الأجهزة المستخدمة 
 .للقياس أو الإنسان أو غير ذلك 

 بيانات -)1.6(الجدول 
 ( )ixf ix  
 ( )1xf 1x  
 ( )2xf 2x  
 M M  
 ( )nxf nx  
 

)لنفترض أن  الأخطاء في    )ixf هي iε وحيث iε   يمكن أن تكون موجبة أو
 30فمثلا لو طلب منا قياس قطعة معدنية طولها مائة سنتمتر بمسطرة طولها . سالبة 

سم فإننا سوف نقوم بقياسها العديد من المرات وفي كل مرة نحصل على جواب قريب 
 . بسيطةتمليمترامن المائة ولكنها كلها تختلف ب

) 1.6(كل شًولو قمنا بالعديد من القياسات وقمنا برسمها بيانيا لحصلنا على ال   
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الشكل ؛و الذي يمثل، فيه المحور الأفقي الطول والمحور الرأسي عدد مرات القياس 
 .الذي حصلنا عليه يسمى بشكل الجرس

  
  شكل الجرس -)1.6(الشكل 

 
في مثل هذه الحالة تسمى بالتوزيعة الجاوسية أو التوزيعة وتوزيعة الأخطاء    

 .يةطبيعال
 سم وقليل منها 100من المنحنى نلاحظ أن معظم القياسات كانت بالقرب من    

بطريقة (هذا بدوره يقودنا إلى أن الأخطاء العشوائية يمكن التخلص منها . هنا وهناك
 .سات كافيةمن جدول بيانات إذا تواجدت لدينا قيا) متوسطية 

هي في الحقيقة عملية أخذ ) curve fitting (ياتلمنحناوعليه فإن طريقة ملائمة    
متوسط للعديد من القياسات لكميات مختلفة، وفي ذلك نفترض أن هذه الكميات تتبع 

 .معادلة ما بسيطة
السلسة إنه يمكن ملائمة عدد من المنحنيات ) smooth curves ( لنفس
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 ))الملائم الجيد((حكم حول اختيار انات، عليه نحن بحاجة إلى تدقيق والفئة من البي
 .))؟ًإلى أي مدى يكون المنحنى سلسا((السؤال على نحن بحاجة إلى إجابة : ينوهذا يع

للاحظنا أنه توجد ثلاثة منحنيات يمكن أن ) 2.6(فمثلا لو نظرنا للشكل    
 أو المعملية) experimental data( على ملائمة المعلومات التجريبية نافستت

نى لكننا نلاحظ أن المنح. الموضحة 
xx −0

 عند  معرفير أقلها سلاسة حيث إنه غ1
0xx  ا نأخذ؟ يهأ: هنا نقع في حيرة من أمرنا و.=

البيانات عدا نقطة واحدة كل م ئأن المنحنى يلا لوجدنا) 3.6(أيضا لو نظرنا للثكل 
 .لهاهما وعلينا إاًوالتي تمثل خطأ فادح

 نىالمنح ن نقرر نوعيةأمة أو تقريب علينا ئأي ملاب وقبل أن نبدأ ،ا تقدممموعليه و
 الة تكعيبية ؟د أو ئ؟قيم ؟ أم قطع مكافست أهو خط م.الذي سنعمل به
  ؟آسية درجة أعلى ؟ أو دالة مثلثية ؟ أو دالة ن ميةأم حدود

 

 
 بعدة منحنيات) (مة نقاط تجريبية ئ ملا -)2.6 (لشكلا
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 .ةاذش ةطقن -) 3.6(كل شال

 
من خلاله  ي أتتلذر المصد فا؛وخير قرار في هذا الصدد يأتي عادة من مصدر البيانات

مثلا في ف ؛ينلمنح لر معلومات جيد لنا لاختيار الشكل العاممصد يكون ًئماالبيانات دا
ة يدراستنا للتفاعلات النوو وية عندلنوقطاعات ال النووية لو اهتمينا باءمجال الفيزيا

 أنه ما ك؛)Legendre polynomials(  لجاندربحدوديات ممثلاة القطاع ديكون عا
 حركة مقذوفة فإنه وبالتأكيد يكون  عن ما هي بياناتلةأبمسلو علمنا بأن البيانات 

 .هكذا.و . ..... كما هو ثابت بعلم الميكانيكائمكافع  قطنيد عبارة علجئم الاالمنحى الم
noعند  من النقاط  n+1فلو كان لدينا . حدوديات،د نستعمل عتاالمفي  xx ,....., 

)لدالة اتقابلها قيم و ) ( ) ( )no xfxfxf ,.....,,  فإنه mرجتها حدودية دا بهيبتقررنا وقر 1
 :توجد ثلاث حالات 

1( nm =  
) ستكماليةلا االحدودية نأي أ )xnφ كما ؛ و هذانير أغاط، نق بكل الطتمر بالضب

 .قةيقد يم غيرقالن  إنه ربما تكو حيثوارد  غير،ذكرنا

2( nm > 
 . سلس غيرى المنحننلك لنقص في عدد النقاط ويكوتعمل وذس تلنوهذه حالة 
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3( nm < 
 اًتقريبينى  وعليه يكون المنحالحدوديةرجة لدنا يكون عدد النقاط كبير بالنسبة ه

 ندول ولكلج بالاحظ أنه ربما لن يمر المنحنى بأي نقطة. وهذا هو المطلوب دراسته
 .ًلساس. نىكون المنحيس

تقريبها  بلمطلومن النقاط وا n+1 الة الثالثة أي أنه توجد عليه نفترض الح
nm حيث() m ))(xpmمن الدرجة حدودية ب  و) >

) 1.6...... ( ( ) o
m

m
m

mm axaxaxaxp +++= −
− 1

1
1 ... 

)اوي س تحيثو )im xpالقيم بالجدول عنداً تقريب  ix)  أي( )ixf: ( 
حنى فإنه لمن عن اixللقيمة عند) iδ )Deviation  هو الانحرافذا إو
 : كتابةيمكننا

) 2.6...... ( ( ) ( ) nixfxp iiim ,...,1==− δ 
 . نقاط ثلاثرافات لح هذه الانلث مضحيو) 4.6(كل شوال

 

 
 .رافاتحلانل حيضوت  -)4.6(كل شال

0δ 
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 أجود ملائمة أو((يف الانحرافات نقرر ما معنى بتعروبعد أن قمنا الآن 
 ممكن  هذا غيراً؟فر صiδ ي هذا أن تكون كلنهل يع). ?!Best Fit)) (تقريب
∑=0 أو هل نجعل. اًعموم iδ  ؟!كن غير أنه ليس المطلوبمم؟ هذا 

∑كن أن نجعل ميلا أيضا  = 0iδ 0 ي أن نجعلنحيث إن ذلك يع=iδ لكل 
iما لنجعل هذا الجمع أق ن كما أسلفنا؟ ولكن نستطيع أن ممك عندئذ؟ وهذا غير 

 وعليه ربما نتخذ القرار أن نجعل اماً يد أن التعامل مع القيم المطلقة صعب نوعيمكن، ب
 :الجمع

) 3.6...... ( 22
0

2 ...... n
i

i δδδ ++=∑ 

  الطريقة سهلة في التعامل كما أنها تتميز بإبعاد الانحرافاتههذ . أصغر ما يمكن
 .الكبيرة ما أمكن ذلك 

المربعات الصغرىم باستخداياتنة المنحلائمقة متسمى بطرية قير الط   
)least-Squares Curve Fitting( وهي شائعة .  أو باختصار طريقة المربعات الصغرى

 .ًجدا ً في العديد من المجالات
 )Curve Fitting(ت ايلمنحنا ئمةملا 2.6

 م خدستن دعناحدوديات ؛  استخدام من ً وبدلااًمًاملا وعا عملنا شنلكي يكو
 :لمن الدواة ئأي ف

( ){ } mi
ii xg =
=0 
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 :وأن نضع
) 4.6...... ( ( ) ( )xgaxp i

m

i
im ∑

=

=
0

 
) حيثو )xg i  تكونحدوديات ل ماعست حالة افي معرفة فمثلاأي دوال: 

( ) nixxg i
i ,.....,1,0== 

)ل كما نطلب من الدوا )xg i لىع مد إحداها أي أنه لا تعتاًقلة خطيست أن تكون م 
لاحظ أن. ( للاستقلالية الخطيةى وذلك في أبسط معن mxx,......,1ا مستقلة خطي.( 

)     :الآن نحسب الانحرافات ) ( ) nixfxp iimi ,...,0=−=δ 
∑ دارق المنكوي نطلب أنو

=

n

i
i

0

2δقيمة صغرى .   
:نأو أ

  
( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ] xfxgaxgaصغرىقیمة

xfxp

n

iiooimm

n

iim

n

i
i

=−++=

−=

∑

∑∑
=

0

2

0

2

0

2

)(.....

δ
 

  الجمعنما أ ؛كia غير المعلومة في هذه المعادلة هي المعاملات ياءالأشلاحظ أن 
  :عنض ل على القيمة الصغرىص وعليه لكي نح؛عاملاتمن الم m+1لـ دالة في هذه ا

0

0

0

0

2

0

2

1

0

2

=







∂

∂

=







∂
∂

=







∂
∂

∑

∑

∑

=

=

=

n

i
i

m

n

i
i

n

i
i

o

a

a

a

δ

δ

δ

M
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 :ًأو نضع عموما
) 5.6...... ( mj

a

n

i
i

j

,....,1,00
0

2 ==







∂
∂ ∑

=

δ 
 :يعني أنذا هو

02
0

=
∂
∂∑

=

n

i j

i
i a

δ
δ 

 :أو أن
) 6.6...... ( 0

0
=

∂
∂∑

=

n

i j

i
i a

δ
δ 

 :وحيث أن
) 7.6...... ( ( ) ( ) ( ) ( )iiooijjimmi xfxgaxgaxga −++++= ..........δ 

 :فإن
) 8.6...... ( ( )ij

j

i xg
a

=
∂
∂δ 

 :على النحو) 6.6(ة لادلمعذا تصبح اوهك
) 9.6...... ( ( ) mjxg

n

i
iji ,...2,1,00

0
==∑

=

δ 
 :ريقة أخرىأو بط

) 10.6...... ( ( ) ( )( ) ( ) 0
0

=−∑
=

n

i
ijiim xgxfxp 

 :لنحصل على) 10.6(و ) 4.6(الآن نستخدم 
( ) ( ) ( ) ( )∑ ∑∑ =









k
iji

i
ijikk xgxfxgxga 

 :عنا وضولو
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( ) ( ) mkxgxg
i

ijikkj ,....,1,0== ∑α 
 :ية ئانهلات في صورتها الدكانت المعال

) 11.6...... ( ( ) ( ) mjxgxfa
k

ijikjk ,....,1,0==∑ ∑α 

) و ix دنا بجدول بالبياناتو معلومة ونستطيع حسابها إذا ز غيرkaالآن  )ixf 
 .ال المستخدمة للملائمةووإذا عرفنا الد

jkkjن  ألا  αα وهذا يوفر   في مصفوفة هذه المعاملاتل أنه يوجد تماثيأ؛ =
 .ت إلى النصفلل من العملياقيو . الجهد اعلين

 )1.6(مثال 
بين الارتفاع العلاقة  .و أن م أننا بدأنا بدراسة سقوط جس( )th  والزمن

tة صيغ معطاة بال( ) 2161100 tth ة ظعند لح 1100  الجسم على علونحيث كا [=−
 .]البدء

 الجدول  وt=4,3,2,1,0اب الارتفاع للأزمنة ستطيع حس نةقالعلاه من هذ
 .لقيم ه اين هذبي) 2.6(

؛ ةشررب عقام لأق الأرقربنا ندقيقة كأ ا بدأنا بمعلومات غيرن أننفترض الآنول
 .)3.6(ذ تكون البيانات كما بالجدول ئعند
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 )1.6(ال ثالم hقيقة لـ م الدقي ال -)2.6(الجدول 
 t h  
 0 1100  
 1 1084  
 2 1036  
 3 956  
 4 844  
 ))1.6(الثالم (قيقة الديرغ hم قي  -)3.6(دول الج
 t h  
 0 1100  
 1 1080  
 2 1040  
 3 960  
 4 840  

 
ية ئالفيزيا  ومن خلال المسألة، التقريب بطريقة المربعات الصغرىومن ثم 

 :مة هيئالملاحدودية  وعليه تكون ئ مكافعي عبارة عن قطنيكون الشكل للمنح
( ) oatatatp ++= 1

2
22 

 :أو أن
( )
( )
( ) 1

1

2
2

=
=

=

tg
ttg
ttg

o

 

51 ن أيضا أىلا ننس =+n4أن   أو=n. 
 :نوهكذا نرى أ
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( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) 354

100

30

30

10

511111

4
4

0

2
222

3
4

0
212112

2
4

0
1111

2
4

0
022002

4

0
011001

4

0
0000

===

====

===

====

====

=++++==

∑∑

∑∑

∑∑

∑∑

∑∑

∑

=

=

=

=

=

=

i
i

i

i
i

ii

i
i

ii

i
i

ii

i
i

ii

i
ii

ttg

ttgtg

ttgtg

ttgtg

ttgtg

tgtg

α

αα

α

αα

αα

α

 

 :يوتكون المعادلات المطلوب حلها ه
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )∑

∑

∑

=++

=++

=++

ii

ii

ii

tgtfaaa

tgtfaaa

tgtfaaa

2222121020

1212111010

0202101000

ααα

ααα

ααα

 

 :أو أن

2732035410030
94001003010

502030105

210

210

210

=++
=++

=++

aaa
aaa

aaa
 

 :وبحلها نجد أن

1429.17
5734.4

7143.1097

2

1

0

−=
=
=

a
a
a
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 : بالعلاقةعطىي ى أن المنحنيأ
( ) 7143.1097573.41429.17 2

2 ++−= ttxp 
 نمالحصول عليها بالملائمة تم بين البيانات المعطاة و البيانات النظرية التي  ن الآنارنق
 ).4.6(لجدول لال اخ

 
 المختلفة hقيم مقارنة بين  - )4.6(الجدول 

 بطريقة المربعات الصغرىh hغير دقيقة  h دقيقة  tالزمن

0 1100 1100 1097.7 
1 1084 1080 1085.1 
2 1036 1040 1038.3 
3 956 960 957.1 
4 844 840 841.7 

 
  بل معقولااًمة بالمربعات الصغرى أعطت تقريبئى أن طريقة الملا نرومنه

أعطت   قيم قد)س خمنم(ود أربع لاحظ وجن ما ك،وحاولت أن توازن بين الأخطاء
 ).ة شرع بقرالمقربة إلى أ(  للقيم الحقيقية أحسن من القيم غير الدقيقة اتقريب

  التي تقع فيx الذي حصلنا عليه يصلح لكل القيم نلاحظ أيضا أن 
 ؟! مثلاx=8عند  hاب ستطيع حسمدى الجدول ولا يوجد لدينا ما يؤكد أننا ن

 )Linear Regression(ي الانكفاء الخط 3.6
 ة الحاله هذفي

( ) xbaxp +=1 
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 و
) 12.6...... ( ( )∑ ∑ −−=≡

k
ii bxays 22

1δ 
 وبوضع

0,0 =
∂
∂

=
∂
∂

a
s

b
s 

 :نحصل على
( )( ) 01 =−−−∑ ii bxay 

 و
( )( ) 0=−−−∑ iii xbxay 

 :أو أن

∑∑∑

∑∑

=



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
+
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=







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iiii

ii

yxxbxa

yxbna

2

 

 : نجد أنb و aفي  بحل هاتين المعادلتين 

) 13.6...... ( 2

2

2









−
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
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






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
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

=
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iiiii
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) 14.6...... ( 2

2








−

















−

=

∑∑

∑∑∑

ii

iiii

xxn

yxyxn
b 

bxay  التقريبلىحصل ع نb و aذا بحصولنا على كهو رف تع ةعادلالمهذه و ؛=+
 .x  علىyلخطي لـ كفاء انطية أو الالخمة ائبالملا

 )2.6(ال ثم
 ).5.6(نت لدينا البيانات بالجدول لو كا

 )5.6(الجدول 
  14 11 9 8 6 4 3 1 x  
  9 8 7 5 4 4 2 1 y  

 : فإنه يمكننا تكوين الجدول التالياًه البيانات خطيهذمة ئنا ملاردوأ
xy 2x y x 

1 1 1 1 
6 9 2 3 

16 16 4 4 
24 36 4 6 
40 64 5 8 
63 81 7 9 
88 121 8 11 

126 196 9 14 

∑ = 364ii yx 5242 =∑ ix 40=∑ iy 56=∑ ix 

 
11 ل علىص حيث نحb و aحساب يع ستطومن هذا الجدول الأخير ن

6=a و 
11

7=bهونى المنحن أي أ : 
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xy
11
7

11
6

+= 
هذا  لاحظ أن الحالة في. م ئ الملاىيوضح النقاط التجريبية والمنحن) 5.6(كل شوال

 .دقيقة ومضبوطةفهي   xقيم  ،أما y في قيم  هي بت بحيث كانت الأخطاءسالمثال ح
 

 
 .x  علىy ولـ y  علىx ي لـ الخطالانكفاء  -)5.6(كل شال

 
 في هذه الحالة .ةط مضبوyيم قو  بدلا x ء الأخطان تكونغير أنه يمكن أ

 :الأخيرة نضع 
abyx += 

 : حيثb و aوبنفس الطريقة نحسب 
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 و
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2

2





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
−
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




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
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−
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ii

iiii

yyn
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b 

 .y  علىxلـ ي طلخوبذلك نحصل على الانكفاء ا
ويكون عندئذ 

2
1

−=a و 
2
3

=b .  5.6(أنظر الشكل.( 
ل صووالح )6.6( ح بالشكلضأيضا كتابة برنامج للانكفاء الخطي كما هو مويمكننا 

 .قعوتمو ه كما b=6364.0  وa=5455.0على النتائج 
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 .جه ئاء الخطي بنتاف برنامج الانك -)6.6(الشكل 

 
   الدوال الحدودية4.6

 هنا نضع

o
m

m
m

m axaxaxay ++++= −
− 1

1
1 .... 

 و
) 15.6...... ( ( )∑ −−−=

2.... o
m
imi axays 

)لـ بة سبالن) 15.6(وبتفاضل المعادلة  ) iami  لالتفاض جوضع نات و=1,0,......,
 :ر، نحصل على المعادلات التاليةصفلا اويسم
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 m+1من المعادلات في  m+1 وهي )أو الطبيعية( مى بالمعادلات العموديةسوالتي ت
maaمن المجاهيل  بطريقة   هذه المعادلات يتم بطرق عدة إمالثوحل م .0,......,

 ].راجع الفصل الخامس [هايرالمحددات أو الحذف لجاوس أو غ
 )3.6(ل ثام

الحرارة   كدالة في درجةء للماpc يمثل قيم الحرارة النوعية) 6.6(إذا كان الجدول 
بعات الصغرى،  المرقةتخدام طريباس تكعيبية حدودية القيم به أمكن تقريب هذوإذا

 .تلف المعاملاتمخفاحسب 
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  بدلالة درجة الحرارةءيم الحرارة النوعية للماق  -)6.6(الجدول 
 

pc T pc T  

 0.99919 55 1.00762 0  
 0.99967 60 1.00392 5  
 1.00024 65 1.00153 10  
 1.00091 70 1.00000 15  
 1.00167 75 0.99907 20  
 1.00253 80 0.99852 25  
 1.00351 85 0.99826 30  
 1.00461 90 0.99818 35  
 1.00586 95 0.99828 40  
 1.00721 100 0.99849 45  
   0.99878 50  

 
 .m=3 وأن n=21ن  أظنلاح

 :يال هثهكذا تكون المعادلات العمودية لهذا المو 
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321 ت نحصل عل قيمدلا المعاهالآن بحل هذ ,,, aaaa o) ول لجدا تخدمسوحيث ن
)6.6(( 
32    و 000000036.00000087.000051.000653.1 TTTc p −+−= 
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   )  y  و الحرارة النوعية  بـــــ  xدرجة الحرارة بــ  لاحظ أننا أشرنا هنا إلى (
 دوال أخر ى 5.6

طع  ق عبارة عنةالتقريبي الدالة ني غير كاف وتكوط الخءنكفا الا ما ايرثك
 .الخ . . . ي ثلثو مأ سي أنحنى أو مًثلاص مقنا

حين   منالقارئ يواجه ما والتي توجد من ضمن  الدوال المهمة ،وبعض 
 :ام التالية سلآخر أثناء دراسته لحل مشكلة ما، تتلخص في الأق

 الشكل                                               علىيدئاز قطع -أ 
bxa

y
+

=
1 

xaby                                                               مثلأسيمنحن   -ب  = 

baxy النحو                                                ليهندسي ع ىننحم -ج  = 

xaayلنوع                                       من امنحنى مثلثي  -د  o ωcos1+= 

 :أو من النوع الأكثر عمومية
( ) ( )( )∑

=

++=
n

k
kko xkbxkaay

1
sincos ωω 

كما أن   المناسبىدر البيانات هو خير دليل لاختيار المنحصابق مسوكما ذكرنا في ال
 ylog مثلا لو كانسب، فيب المنار من خلال النقاط المعطاة يخبرنا أيضا بالتقنىم المنحسر

 كانت لملائمة والتقريب، أما إذال ي أن نختار الدالة الأسيةن فهذا يع xلـ خطية بالنسبة 
 اختيار المنحنى إلى يفإننا نهتد xlog لـ  خطية بالنسبةylogالبيانات بحيث كانت 

 .دورية فإن الدالة المثلثية تمثل أحسن تقريب و الهندسي؟ أما إذا كانت النقاط متذبذبة
 .وهكذا
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 أمثلـــة
 )4.6(مثال 

 :قطع زائدي فإنعن ذا كان المنحي عبارة إ

zbxa
y 11

≡
+

= 
bxa:                                         أو أن

y
z +==

1  
 : هييةدلات العمود الخطى وتكون المعاء مرة أخرى للانكفاعجنروهكذا 
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)وبمعرفة  )ii yx  .b وaتطيع حساب  نس,
 )5.6(مثال 

xbay             :علنوادالة مثلثية من  ωcos+= 
 :نحسب الجمع

( )∑ −−= 2cos ii xbays ω 
 :ب المعادلات العموديةسم نحث

( ) ∑∑∑

∑∑

=+

=+

iiii

ii

xyxbax

yxbna

ωωω

ω
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cos
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) معرفة النقاط دعن b وaنحسب ومنها  )ii yx ,. 
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 )6.6(مثال 
xabyن أي أ: سيالمنحني أ =. 

bxay          : أنلنجدتم الطرف ينأخذ لوغار lnlnln += 
bBaAyzولو وضعنا                        ln,ln,ln ===. 

BxAz                           :    فإننا نحصل على += 
 .ي للانكفاء الخطة أخرى، مرعوهكذا نرج

)                     :ب الجمعحسا نهن )∑ −−= 2ln ii BxAys 
 : العموديةوتكون المعادلات
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 : كالآتيb و a بسثم نح B و Aلـ لول لحلآن نوجد اا
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نى أسي ؛ نكتب  يمثل بمنحنالمبين أسفله والذي يمكن أ) 7.6(باعتبار الجدول و
xy ومن خلاله نحصل على) 7.6(ح بالشكل ضنامج الموالبر 2.3≅. 

 )6.6( المثال-)7.6(الجدول 
 4 3.5 3.0 2.5 2.0 1.5 1.0 0.5 0 x  
 48 33 24 17 12 9 6 4 3 y  
 

 )Multiple Regression(لمتعدد اء افكنالا 6.6
 كأن يرغ متنمر  ببيانات معملية تحتوي على أكثيكون لدينا من الحالات في 

 . مثلاارارة والضغط معلحة تحت الدراسة على التعتمد الدا
)ن                                       لتك )yxfz ,= 

  من النقاطnوالبيانات هي 
( ) ( ) ( )nnn zyxzyxzyx ,,,.......,,,,,, 222111 

 : أن الانكفاء الخطي المتعدد أيعنا للبساطة والتوضيح أننا نتعامل مضوإذا افتر
CyBxAz ++= 

 :ونحسبفإننا نحسب الانحرافات 
( )∑ −−−= 2

iii CyBxAzs 
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 .Bو  A بنتيجة قيم اً متبوعالأسينامج الانكفاء ر ب  -)7.6(لشكل ا

 
ً ثم نضع ناتج التفاضل مساويا للصفر ومرة أخرى نفاضل بالنسبة 

 : المعادلات العموديةلنحصل على
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
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+








+
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
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



=







+








+









=







+








+

iiiiii

iiiiii

iii

zxCyByxAy

zxCyxBxAx

zCyBxAn

2

2 

ABوبحساب     . من هذه المعادلات نحصل على المنحنى التقريبي المطلوبC و ,
ًنود أن نلاحظ أنه لن نتعامل كثيرا مع الانكفاء المتعدد ولهذا مررنا مرورا سريعا  ً ً

 .بهذا الموضوع
 تنوعةأمثلة م

 )7.6(مثال 
بافتراض أن الحرارة النوعية للماء هي دالة تربيعية في درجة ) 3.6(أعد حل المثال   

 .الحرارة
 :الحل
 :، كما أن منحنى الملائمة هو من الشكل21عدد النقاط هنا هو   

2
21 TaTaaC op ++= 

 النتائج بالشكل عليه بعد كتابة الخوارزمية المناسبة و البرنامج الحاسوبي  نحصل على
)8.6 .( 
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 )7.6( مثال –برنامج بلغة الفوتوران  و نتائجه) 8.6(الشكل 
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 هذا ويبين pC=9985713.0 هي T=55و توضح النتائج بأن الحرارة النوعية عند 
 ) .المتصل-المنحنى الملائم(والقيم النظرية ) �(مقارنة بين القيم العملية ) 9.6(الشكل 

 
 .والقيم النظرية) �(مقارنة بين القيم العملية ) 9.6(الشكل 

 .نعطي نفس الحسابات ولكن بلغة بيسك المرئية)  10.6(  بالشكل 
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 )7.6(المثال-نفس الحسابات  بلغة بيسك المرئية) 10.6(الشكل 
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 )8.6(مثال 
 x والمسافة الأفقية yقذفت مقذوفة بزاوية معينة فإذا كانت العلاقة بين ارتفاعها   

)أسفله؛ فاحسب ) 8.6(البيانات بالجدول معطاة ب )5.2y باستخدام طريقة المربعات 
 .الصغرى
 )8.6(الجدول

 4 3 2 1 0 x  
 50 32 19 8 0 y  

 :الحل
مال  هي حدودية من الدرجة الثانية، عليه نقوم باستعy و x العلاقة بين أنحيث 

وهو ) [11.6(الملائمة بواسطة المربعات الصغرى وكتابة البرنامج الموضح بالشكل 
)لنحصل على ] Cبرنامج مكتوب بلغة  ) 25255.2 ⋅=y]  12.6(أنظر الشكل.[( 
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 .Cلغة ب) 8.6( المثال –) 11.6(الشكل 

 
 .Cلغة ب)  8.6( نتائج المثال –) 12.6(الشكل 
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 )9.6(مثال 
)أسفله يعطي درجة الحرارة الحرجة ) 9.6(الجدول  )KT o

c بدلالة الضغط 
( )atmpcفإذا افترض بأن العلاقة .  الحرج لثمانية مركبات عضويةcT و cp هي علاقة 

atmpc لمثيل الأثير cTتربيعية،فاحسب   وقارن بالقيمة التجريبية =53
KT o

c 1.400=. 
 )9.6(الجدول

78.5 71 78.5 71 35.6 63 48.4 46.6 57.1 44 )(atmpc 

513.2 369 513.2 369 467 516 560 508.7 594.8 461 )(0KTc 

 :الحل
2 نكتب

ccc CpbpaT  ، ثم نستخدم أسلوب الملائمة بطريقة المربعات =++
و تكون ). 13.6(لبرنامج الموضح بالشكل الصغرى فنكتب خوارزمية الحل ومن ثم ا

 :ومنها نرى أن) 14.6(النتائج معطاة بالشكل 
( ) 7625.52453 =atmTc 

)وهي قيمة ليست قريبة من القيمة التجريبية ولكنها تقع بين   )44cT و ( )1.57cT. 
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 77بلغة فورتران ) 9.6( المثال –) 13.6(الشكل 

 
 77بلغة فورتران ) 9.6( نتائج المثال –) 14.6(الشكل 
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 )10.6(مثال 
 :أكتب برنامجا حاسوبيا لملائمة بيانات ما بالمنحنى 

xcxbay sincos ++= 
أسفله لحساب مختلف المعاملات؛ قارن ) 10.6(ثم استخدم البيانات بالجدول 

 .القيم النظرية بالبيانات المعطاة بالجدول 
 )10.6(الجدول

4.0 3.6 3.2 2.8 2.4 2.0 1.60 1.2 0.8 0.4 0 x 
2.9 2.0 1.1 0.3 0.0 0.2 0 0.5 1.3 2.1 3 y 

 :الحل
، ثم نكتب خوارزمية الحل ومنها نكتب البرنامج الموضح نكتب المعادلات العمودية

الذي يعطي المعاملات ) 16.6(ومنه نحصل على النتائج بالشكل ) 15.6(بالشكل 
cba يوضح هذه ) 17.6(والشكل .  والقيم العملية والنظرية والخطأ في كل منها,,

 .ًالمقارنة بيانيا
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 .Cلغة ب) 10.6( المثال –) 15.6(الشكل 

 
 .Cلغة ب) 10.6( نتائج المثال –) 16.6(الشكل 
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 )خط مستمر(مقارنة بين المنحنى العملي والمنحنى النظري ) 17.6(الشكل 

 ).10.6( للمثال 
 

 ).Experimental Error( الأخطاء التجريبية 7.6
 سقيعادة صادرة عن الجهاز الذي نء خطاالأن  تكو المعملية التجارب من في كثير
 وهذا يعني .المقاسةالكمية  الجهاز وليست في مدى الدقة فيب تعلقؤال يسبه، أي أن ال

 تدل i حيث iσ لها بالرمز مزنرمؤكدة في فترة ما والتي عادة ما  كون القياسات غير
تلفة وذلك مخ اأحيان و متساويةا القيم أحيانهوتكون هذ . على رقم القيمة المقاسة

 .بة المقامةربالاعتماد على التج

o b e i k a n d l . c o m
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ج تنتي  والتالإحصائية توجد الأخطاء ، أو المعملية،يبيةرجانب الأخطاء التجلى إ
 :خذ على أنهاه عادة تؤهذو. يرها من ملاحظات واستدلالات وغإحصائيةعن طبيعة 

ii y=σ 
 ا يجب تحوير التقريبهيبية أو إحصائية ومعرفتتجروفي حالة وجود أخطاء 
 :باستخدام المربعات الصغرى كما يلي

) 16.6...... ( ( )∑ −
= 2

2

i

th
ii yys

σ
 

thللقيمة التجريبية و iyحيث ترمز 
iy المستخدم لمنحنى أي بدلالة ا( للقيمة النظرية

 :فمثلا لو كنا نتعامل بالانكفاء الخطي فإن ). مةئللملا

i
th
i bxay += 

 :على النحو) 16.6(وتصبح المعادلة 

∑ 






 −−
=

2

i

ii bxays
σ

 

 :كما تكون المعادلات العمودية

∑∑∑

∑∑∑

=+

=+

22

2

2

222

1

i

ii

i

i

i

i

i

i

i

i

i

yxxbxa

yxba

σσσ

σσσ 

 :نى أرومنها ن
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



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
−

∆
=

∑∑∑∑

∑∑∑∑
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2222

2
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1

i

i

i

i

i

ii

i

i

ii

i

i

i

i

i

i

yxyxb

yxxyxa

σσσσ

σσσσ 

 :وحيث
2

22

2

2

1








−=∆ ∑∑∑

i

i

i

i

i

xx
σσσ

 

bxayب رق المنى المنحل علىصوبذلك نح +=. 
  ما تعترضنا بمجالامن التطبيقات في هذا المجال استخدام دوال مهمة، كثير

)  لجاندرحدودياتالفيزياء النووية، وهي  )xPl. 

)بعض منها [ ) ( ) ( ) ( ) 1,,13
2
1

1
2

2 ==−= xPxxPxxP o حيث θcos=x[ 
 :في هذه الحالة نستخدم

) 17.6...... ( ( )∑
=

=
n

xPay
0l

ll 

لجاندر هي وحدوديات والحالة التي عادة ما نستخدم بها طريقة المربعات الصغرى 
) لأشعةالتوزيعة الزاوية  )γ المعادلةصبححيث ت؛ ثارةم وأالصادرة عن نواة محفزة  

 :؛ أي أنثة حدودلا بسيطة ولا تحتوي على غير ث)17.6(
) 18.6...... ( 

4422 PaPaPay oo ++= 
 .وذلك لاعتبارات قواعد الاختيار بالتفاعلات النووية
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)وقياس التوزيعة الزاوية لأشعة  )γاعدس من خلال بعض التفاعلات النووية ي 
التجريبية  مة البياناتئية ملا ولهذا نرى أهم؛في تصنيف مستويات الطاقة في النواة ا كثير

 .ةاب المعاملات الثلاثس وح)18.6(نى للمنح
 :عادلة، يتم العمل بالم)18.6( من المعادلة لاالمعتاد، وبدفي 

) 19.6...... ( ( )44221 PAPAAy o ++= 
) normalized coefficients( تسمى بالمعاملات المقومة 4A و2Aحيث 

و 
oa

aA 2
2  و =

oa
aA 4

4 =. 
 : ونحسب الجمعراج المعادلات العموديةخ نباشر عملية استنالآ

) 20.6...... ( ∑ −−−
= 244220 )

)()(
(

i

iii xPaxPaays
σ

 

oaaبالنسبة لـ ) 20.6 (لضانف ً ثم نضع ناتج التفاضل مساويا للصفر 4a و 2,
 :لنحصل على

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑∑∑∑

∑∑∑∑

∑∑∑∑

=++

=++
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22
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2
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2
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22
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22
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i
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ii

i

i
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i

ii

i

ii

i

i

i

i
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i

i

i

i

i

i

i
o

xPyxPaxPxPaxPa

xPyxPxPaxPaxPa

yxPaxPaa

σσσσ

σσσσ

σσσσ

 

 2A و oA وبالتالي لقيم 4a و 2a و oaقيم  إلى حلول هذه المعادلات نصل بإيجادالآن 
 .4Aو 
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جد  من توابد فإنه لا iy لوجود الأخطاء التجريبية بقيم انلاحظ أنه نظر
 :وهذه تحسب من العلاقة Aأخطاء أيضا بالمعاملات 

∑ 






∂
∂=≡∆

2
2

i
iA y

AA σσ 

 )11.6(مثال 
)  التفاعلعن الناتجة γاوية لأشعة لززيعة اوتلنت اإذا كا )γnnCe ′,140 ،

  والتي تقابل طاقة تاجوراء، مفاعلمنيعة سرستخدم فيه شعاع من النيوترونات الا
( ) keVE 08.57824 =→ ++

γانامج برفاكتب.  بالجدول المصاحب أسفله ما ك هي 
 .تلفة ب المعاملات المخسيح
 o150 o135 o125 o115 o105 o90 θ  

 372.1 266.1 178.1 073.1 007.1 000.1 ( )θy  

 015.0± 014.0± 013.0± 012.0± 011.0± 011.0±   

 :الحل
 تخدام البيانات المعطاة نحسبس وبا)18.6 (نامج الموضح بالشكلنكتب البر

 :أن دجة لنفالمعاملات المختل

( ) 19.2

019.0015.0
015.0297.0
006.0163.1

2
44

22

=≡

±−=∆±
±=∆±
±=∆±

Xs
AA
AA
AA oo
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thكما أن قيم 
iy على التوالي( هي:( 

378.1,256.1,086.1,023.1,984.0 
نلاحظ . وذلك لاعتبارات درجات الحرية n−3  علىsمنا سنلاحظ أننا ق

 .مقارنة بالقيم التجريبية أيضا أننا حصلنا عل قيم نظرية تقريبية جيدة وذلك
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 90بالنتائج بلغة فورتران ) 11.6(  المثال -)19.6(الشكل 
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 )6(ن يارتم
  الأجود، المربعاتمئ الخطي، الملاءالانكفا: ماذا نعي بالعبارات التالية  .1

 الصغرى؟

 ة من البيانات ؟فئ التقريبي لأي نحنىتاج المن أو استإيجادا ننيمككيف  .2

 :إذا كانت القيم التالية معطاة .3

• 21 xxxo 

• ( ) ( ) ( )21 xfxfxf o 

)الحدودية فأوجد معاملات  ) 2
212 xaxaaxp o البيانات  التي تمثل =++

 .وبدلالتها

 صيغةلل صغرىتخدام المربعات الباسريب قق، أوجد التف الجدول المرالماعتسبا .4
btv  . الناتجةالجدولية وقيم الدالةقارن بين البيانات . =+

10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 t 

56 50 50 45 40 40 32 27 20 8 v 

ayت الصغرى عندما تطبق على العلاقة أوضح أن طريقة المربعا .5   تعطى=
 .y ابي لقيمسة للمتوسط الحغصي

تخدم ؛ اس في درجة الحرارةخطيةبافتراض أن الحرارة النوعية للماء هي دالة  .6
يقة رط اب هذا التقريب وباستخدامسلح) 3.6(الجدول السابق بالمثال 

 .قارن بين النتيجتين. غرىالصالمربعات 
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 .نارقد ودالة أسية وئطع زاقم البيانات التالية بدالة ئلا .7

  4 2 0 2- 4- 6- 8- x  

  4 2 5 6 9 10 30 y  

xcxbay  :ثلاث للمنحنى الالعمودية ت المعادلاشتقاقم باق .8 sincos ++= 
abأوجد   :تانايالب التي تلائم c و,

4.0 3.6 3.2 2.8 2.4 2.0 1.60 1.2 0.8 0.4 0 x 

2.9 2.0 1.1 0.3 0.0 0.2 0 0.5 1.3 2.1 3 y 

 :∗ام البيانات التاليةستخد ولكن بامن جديد) 7.6(قم بحل المثال  .9

( ) 533.1410.1369.1221.1074.1000.1:
48.919

θ
γ

y
keVE = 

 

( ) 775.0838.0917.0896.0953.0000.1:
47.1011

θ
γ

y
keVE = 

 

 هذهمن بعض  MeV5.4وتونات طاقتها بر بC13م نواة دند تصا ع .10
 γ  بواسطة النواة وهذا يسبب في تحللها عن طريق أشعةسرالبروتونات تؤ

 فإذا كانت التوزيعة الزاوية معطاة؛ MeV11 معطية هذه الأشعة بطاقة
 فاستخدم طريقة المربعات الصغرى لحساب المعاملات. ول أسفلهدبالج

                                                 

∗ 7.6 
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42 المختلفة ,, AAAo واكتب أيضا القيم التقريبية المحسوبة. 

 135 105 90 60 45 0 θ  

  γددع 1352 927 804 889 855 881 

)بمسائل التوزيعة الزاوية إذا كانت  .11 ) ( )θθ 22 paay o  قم بالتفصيل بكتابة =+
 وذلك باستخدام جدول بيانات وطريقة 2a وoaالخطوات التي توجد بها 

 .المربعات الصغرى

 التي تكون فيها الأخطاء التجريبية متساوية؟  للانكفاء الخطي، ماذا عن الحالة .12
 .اشرح

xby قم باشتقاق صيغة للانكفاء الخطي للبيانات الممثلة بـ  .13 =. 

 إذا كان المنحنى الممثل للبيانات المعطاة هو عبارة عن قطع مكافئ فهل يمكن  .14
 المعادلات اشتق. القيام بتحويله تمكننا من الاستفادة من الانكفاء الخطي

 .العمودية

bxay إذا كان المنحنى الملائم يمثل بالمعادلة  .15 +=. 

 .ًأوضح أن هذا التقريب يمكن جعله خطيا  -أ 

 .أكتب المعادلات العمودية لهذا التقريب  -ب 

):      اكتب المعادلات العمودية للانكفاء المتعدد .16 ) cbzayzyf ++=,. 

)         :             إذا عرفنا .17 )( )21
ii yy

mn
−

−
=Ω ∑ 
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 m عدد النقاط و n هي القيمة المحسوبة و iy هي القيمة التجريبية و iyحيث 
ل بأن أجود عدد البارامترات بالمنحنى التقريبي؛ فإن مبدأ جاوس لجودة الملائمة يقو

وإذا .  قيمة صغرى للبيانات المعطاةΩملائمة، أو تقريب، هي تلك التي تجعل من 
 :أعطيت البيانات التالية

 4 3 2 1 0 x   

 70 50 40 20 0 y   

 .فاستخدم مبدأ جاوس لإثبات ما إذا كانت العلاقة الخطية أو التربيعية أجود

بيانات عن مدى استهلاك الماء بإحدى البلدان وذلك  الجدول أسفله يعطي  .18
   .ببلايين الجالونات في اليوم

 .استعمل الانكفاء الأسي لملائمة استهلاك الماء بدلالة الزمن -أ 

ً وقارن بما كان متوقعا وهو 1975لحساب استهلاك الماء في السنة ) أ(استعمل   -ب 
449.7.     

  السنة 1930 1940 1950 1960 1970 

  الاستهلاك 110.5 136.43 202.7 322.9 411.2 
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