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 فة حقيقية متناسقةلمصفوالقيم الذاتية  1.7
(Eigenvalues of a real symmetric matrix). 

 :ين لحل المعادلات التاليةرا مضطسنية نجد أنفئل الفيزيائاسير من المثفي ك

~

3

2

1

333231

232221

131211

0=
































−
−

−

x
x
x

aaa
aaa
aaa

λ
λ

λ
 

 أو
































=

































3

2

1

3

2

1

333231

232221

131211

00
00
00

x
x
x

x
x
x

aaa
aaa
aaa

λ
λ

λ
 

 :أو بشكل آخر
) 1.7...... ( 

~~
xIxA λ= 

 :حيث
A مصفوفة متناسقة. 

~
xتقلةسات مغير متجه لمت. 

λز المهتيعية لأنظمة متذبذبة كالوتربطلل الترددات اثية مئيزيام  فيقل ثيم ذاتية تم ق. 
 وهي القيم الذاتية و λومسألة القيم الذاتية تتلخص في إيجاد قيم 

~
x مى سوالتي ت

ريقة طل هي ئهذه المسا عة والمعتادة لإيجاد حلولئلطريقة الشا وا.بالمتجهات الذاتية
 .جاكوبي
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 )Jacobi's Method( طريقة جاكوبي 2.7
 كلشإلى ال) 1.7(ول بالمعادلة صجاكوبي في الوتتلخص طريقة 
































=

































3

2

1

3

2

1

3

2

1

33

22

11

00
00
00

00
00
00

x
x
x

x
x
x

b
b

b

λ
λ

λ
 

 :نأو أ
) 2.7...... ( 

~~~
xxB λ= 

 و  Bحيث 
~
λ الحلول هي  لو تمكنا من ذلك عندئذ نرى أن. ن امصفوفتان قطريت

~
λ و 

~
xوحيث تكون ؛ 

~
λ هنا هي B. 

تحويل   من معلوماتنا حولاًتخدم طريقة جاكوبي دعنا نستذكر بعضسولكي ن
  من الإحداثيات.توى وللتحويلسففي الم.  في المستوى الإحداثيات

~
xإلى  

~
x دوران ب

θ  يةالعملبللمحاور نقوم: 
) 3.7...... ( 

~~
xTx = 

 :حيث









=








=







 −
=

2

1

~
2

1

~
وو

cossin
sincos

x
x

x
x
x

xT
θθ
θθ 

 :ولكن. ن الدوراةوفصفي مه
) 4.7...... ( 

~~
xxA λ= 
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 :لنحصل على) 4.7(في المعادلة ) 3.7(نعوض بالمعادلة 
) 5.7.... (.. 

~~
xTxAT λ= 

TT=1 استعمال الخاصية أنومن اليسار  TTفي ) 5.7(بضرب  T أننرى : 
) 6.7...... ( 

~~~
xxTTxATT TT λλ == 

المصفوفة  جعل الآن لكي نطبق طريقة جاكوبي ونصل إلى الهدف المطلوب وهو
ATTB  بحيث تكونθقطرية ، نختار ) 6.7(على يسار المعادلة  T= نولك . ؛قطرية: 








 −
















−

=
θθ
θθ

θθ
θθ

cossin
sincos

cossin
sincos

2221

1211

aa
aa

B 

ً قطرية يجب أن يكون الحد غير القطري مساويا للصفر وهذا يعني Bولكي تكون   
 :أن
) 7.7...... ( ( ) ( ) 0sincossincos 1122

22
12 =−+− aaa θθθθ 

 :عطي العلاقةه تذه.و

) 8.7...... ( 
2211

1222tan
aa

a
−

=θ 

 :كلشعلى ال Bبينما تصبح 
) 9.7...... ( 









+−
++

=
θθθθ

θθθθ
2

2212
2

11

2
2212

2
12

cossincos2sin0
0sinsincos2cos

aaa
aaa

B 
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 )1.7 (لاثم

استخدم طريقة جاكوبي لجعل المصفوفة 







=

21
14

Aالقيم الذاتية عينو. رية  قط 
 .ة ففوصللم

 :الحل
 قطرية هي تلك التي تحقق A التي تجعل θن رى أن) 8.7( للمعادلة وعبالرج

 :لةادلمعا
( ) 1

24
122tan =

−
=θ 

8أي أن 
πθ  :نحصل على) 9.7( ومنها ومن المعادلة =









==

586.10
0414.4

~
λB 

414.41ة هي أن القيم الذاتية للمصفوفآي  =λ 586.12 و =λ. 
 . في المستوىاستخدامهاورها حيث تم ص طريقة جاكوبي في أبسط ه هيهذ

ا ة معاد وهي المصفوفات التي) 3×3(ع نومصفوفات من البالآن لو أردنا العمل 
 صر العناتخلص منوى لنتس فإننا نقوم بتحويلات متتابعة في الم؛تواجهنا بالحياة العملية

 :علنو ا هذه التحويلاتن تكولافمث. غير القطرية كلها 















 −
=

100
0cossin
0sincos

1 θθ
θθ

T 

o b e i k a n d l . c o m



 ■ ■  ■ ■   
  

  235  

yx توىس في الماًل دورانثوهو يم  و. −















 −
=

θθ

θθ

cos0sin
010

sin0cos

2T 

zxتوى س في الماً دورانويمثل  و. −
















−=

θθ
θθ

cossin0
sincos0
001

3T 

zyتوى س في الماًنل دورامثوي −. 
 : التاليعنا نقوم بحل المثالديح الخطوات المتبعة لجعل المصفوفة قطرية ضولتو

 )2.7 (لاثم
 .قة جاكوبي أوجد القيم الذاتية للمصفوفة المتناسقةري طباستخدام

















−
−−

−
=

210
121

012
A 

 :الحل
 12a ذه نأخي عل−1  يساويهما وكلا23a أو 12aلنأخذ أكبر عنصر غير قطري وهو هنا  .1

 )قيمةفي ال. (على أنه اكبر عنصر

نستخدم  .2














 −
=

100
0cossin
0sincos

1 θθ
θθ

Tومنها نرى أن : 

o b e i k a n d l . c o m



 ■ ■   ■ ■   
  

 236  

−∞→−=
−

−
=

0
2

22
22tan θ 

4: أي أن
πθ −= 

 . يتلاشيان21a و 12aا على زاوية الدوران التي تجعل من العنصرين وهكذا حصلن
 :بينما تكون مصفوفة الدوران





















−

+

=
100
02

2
2

2

02
2

2
2

1T 

 :نعين المصفوفة .3

111 ATTA T= 

 .1Aالجديدة هي  Aح بوتص 
 وهكذا ؛غير قطري ونتخلص من أكبر عنصر 1Aفوفة ص على الم 3-1نعيد الخطوات  .4

 على لوهكذا نحص. ة يتكون قطر )مرات الدوران  د هو عدmA )m على ل نحصتىح
 .ةتيالقيم الذا

الحصول عل  اننورانات يمكبعد خمس ده ابقة الذكر فإنسلو قمنا بكل الخطوات 
 :القيم الذاتية التالية

5859.0
9998.1
4142.3

3

2

1

=
=
=

λ
λ
λ
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 تملاحظا
01331ابق لاحظ أن سبالمثال ال )1 == aaالتخلص من   وأنها متناسقة وعليه يجب

 .23a و 12aهما عنصرين فقط و
ولكن في الحقيقة وكما  ان لإنهاء العمليةانورد، أنه يلزمنا )1(لاحظة يعتقد أحدنا، من الم )2

بب في سويرجع ال. ورانات هنا  دس، فلقد احتجنا إلى خماًحيحصلاحظنا ليس هذا 
ع أخرى بالرغم ضلدينا أرقام جديدة بموا ذلك إلى أنه بعد ضرب المصفوفات تتكون

 .القطرية  غيرصرمن اختفاء أحد العنا
ل ءتتضا كبر قيمة للعناصر غير القطريةأ الحظ أن كل دوران يجعل ولكن لحسن

 . القطريةالصيغة إلى Aيتقارب اً وهكذا تدريجي
 :ةغ الآن إلى الصينعود

) 10.7...... ( 
jjii

ij

aa
a
−

=
2

2tan θ 

 : وحيث أن؛j والعمود iف لصد باجو هو أكبر عنصر غير قطري موijaحيث 
) 11.7...... ( 

θ
θ

θ 2tan1
tan22tan

−
= 

 :نرى أن) 11. 7(و ) 10.7( تين من المعادلفإنه

( ) 02tan2tan2 2 =−−+ ijjjiiij aaaa θθ 
 :اله وحلوθtanانية في ثوهي معادلة من الدرجة ال
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( ) ( )
ij

ijjjiijjii

a
aaaaa

2

4
tan

22 +−±−−
=θ 

 :بالضرب في المرافق نحصل على

) 12.7...... ( ( ) 22 4

2
tan

ijjjiijjii

ij

aaaaa

a

+−+−

±
=θ 

  أناًأيض لاحظ. jjaر من صغ أكبر من أو أiiaن  ما إذا كاعلى) ±(الإشارة و تعتمد 
22

πθπ ≤≤−. 
 :من العلاقتين θsin و θcosاب س حعنستطي) 12.7( من θtanاب سالآن بح

) 13.7...... ( ( ) 2
12tan1cos −

+= θθ 
) 14.7...... ( 

θθθ tancossin ⋅= 
 .تعملة عادة في الحسابات المسيه) 14.7(و ) 13.7(، ) 12.7(والمعادلات 

 .)10.7 (ة المعادلمن بدلا واسيب بالحلاستنجاداخصوصا عند 
 ).Eigenvectors( المتجهات الذاتية 3.7

 ات الذاتيةاب المتجهسلح بالنسبة
~
xنه توجدأ نلاحظ ؛nمن القيم الذاتية  

nλλλ ,.....,, )ة  لبعد المصفوفاًبقطوذلك  21 )nn هذه  هو مجموعة V كان و إذا. ×
nxxxالمتجهات  ,..........,

~
2

~
 صفوفات التحويللم عة والمناظرةبوفة مر   في مصف1

12 ,...., TT و mTلبحيث تقا وب
~
1x1 القيمة الذاتيةλ و

~
2x2 يةت القيمة الذاλ، و..... . 

 .وهكذا
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 :فإن

VAV
~
λ= 

 : أنعنىيوهذا 
) 15.7...... ( 

~

1 λ=− AVV 
TTTلاحظ أن ( المعادلةب )15.7(نة المعادلة روبمقا 1

1
1 TVV و −= =−1(:  

) 16.7...... ( 
mmm TATTTTB ........... 1

1
1

1
1

1 −−
−

−= 
 :نرى أن

) 17.7...... ( 
mTTTV ......21= 

 :فإن )1.7(فعلى سبيل المثال لو رجعنا للمثال 









=

21
14

A و 






 −
==

θθ
θθ

cossin
sincos

1TV 

 :أو أن
  

 :و أن








−
=

924.0
383.0

~
2x   و 








=

383.0
924.0

~
1x 

 








 −
==

924.0383.0
383.0924.0

1TV
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 :أن) 2.7(بة للمثال سنجد بالنبينما 

















−
−==

5.0707.05.0
707.00707.0

5.0707.05.0
..... 51 TTV 

 :ا يكونذوهك
 3.4142 متجه ذاتي يماثل القيمة الذاتية أول الأول هو دالعمو

 1.9998العمود الثاني هو ثاني متجه ذاتي يماثل القيمة الذاتية 
 0.5859ذاتية لالعمود الثالث هو ثالث متجه ذاتي يماثل القيمة ا

 )3.7(مثال 
فة أسفله أستخدم طريقة جاكوبي لحساب القيم والمتجهات الذاتية للمصفو

 .ًمستخدما الحاسوب

















−
−−

−

210
121

012
 

 :الحل
نكتب  اكوبيجبق ذكره ، ولاستخدام طريقة سحيث إن المصفوفة متناسقة ء كما 

إلى   على الحدود غير القطرية لتتضاءلاطوبحيث نضع شر JACOBI نامج الفرعيالبر
نامج والبر ε=−810 مثل يرغ عدد صنالصفر بأن نطلب أن تكون قيمتها أقل م

  : هوالفرعي
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SUBROUTINE JACOBI (N,Q,JVEC,M,V) 

 .2 أكبر من أو تساوي  وهيQهو رتبة المصفوفة المتناسقة  Nحيث 
 .تجهات الذاتية الناتجةهي مصفوفة الم V و
 هو JVEC ما بين،فة القطريةلمصفومولة للحصول على االمع هو عدد الدورانات Mو

القيم   القيم الذاتية بينما يأخذةعا إذا أردنا طبا بارامتر يأخذ القيمة صفر
±±  .اًمع أردنا الحصول على القيم الذاتية والمتجهات الذاتيةإذا  ..........,...1,2

  علىملتوالذي يش) 1.7(كل شح بالضال إذا كتبنا البرنامج الموثفي هذا الم
ج الموضحة بالجدول ئفإنه يمكننا الحصول على النتا JACOBIلبرنامج الفرعي  ا
 :لاث هيث القيم الذاتية النخلاله نرى أ والذي من) 1.7(

58579.0
000.2
41423.3

3

2

1

=
=
=

λ
λ
λ

 

، غير )2.7 ( بالمثال السابقابق وأن حصلنا عليها يدويسج التي ئ نفس النتااًوهي تقريب
 تم فرضها تيللدقة الاً أنه لزم الأمر هنا تسعة دورانات للحصول على هذه القيم نظر

 .بالبرنامج
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برنامج يحسب القيم والمتجهات الذاتي للمصفوفة ) 1.7(الشكل 

















−
−−

−
=

210
121

012
Aباستخدام طريقة جاكوبي . 
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 )1.7(ج البرنامج الموضح بالشكل ئنتا) 1.7(ل الجدو

وذلك .  و باستخدام بيئة التطوير البرمجية دلفيCنعطي كذلك نفس المسألة ولكن بلغة 
 ).7.7 (–) 4.7(بالأشكال 
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 .Cبلغة ) 3.7( المثال –) 4.7(الشكل 
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 .Cبلغة ) 3.7(نتائج المثال ) 5.7(الشكل 
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 .بلغة دلفي) 3.7( المثال –) 6.7(الشكل 
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 .بلغة دلفي) 3.7( نتائج المثال –) 7.7(الشكل 

 )4.7(مثال 

ًأكتب برنامجا حاسوبيا يحسب القيم والمتجهات الذاتية للمصفوفة 







=

12
21

A 
 .باستخدام طريقة جاكوبي

 :الحل
في . نستخدم طريقة جاكوبي كما سبق شرحه ثم نكتب الخوارزمية فالبرنامج

 .نعطى هذه الحسابات بلغتي فورتران وبيسك المرئية) 11.7 (–) 8.7(الأشكال 
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 .بلغة فورتران) 4.7( المثال –) 8.7(الشكل 
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 .بلغة فورتران) 4.7( نتائج المثال –) 9.7(الشكل 
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 .بلغة بيسك المرئية) 4.7( المثال –) 10.7(الشكل 

 
 .بلغة بيسك المرئية) 4.7( نتائج المثال –) 11.7(الشكل 
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 ذاتية عامةم قيل ئمسا 4.7
 : من النوعتيةم الذاقيل الئاسعلى حل م ااستنردنا كل زركلآن حتى ا

) 18.7...... ( 
~~
xBxA λ= 

 عم وندرسلأ الحالة اإلى نتطرق د البنذافي ه. حدة لو هي مصفوفة اBحيث 
 .متناسقة Bن وندما تكو عية قطر Bن تكوالمسألة عندما 
 )B  is diagonal( قطرية B: الحالة الأولى 

 :وح النعلى B نكتب نة يمكن أل الحاهفي هذ
) 19.7...... ( 

GGGGB T == 
 :نإفطرية، وعليه ق Gحيث 

iiii bg = 
 :نأ نرى) 18.7(في ) 19.7(تعويض من بالو
) 20.7...... ( 

~~
xGGxA λ= 

 : نجد أنG−1في ) 20.7(بضرب 

~

11 xGGxAGG λ=−− 
11فإذا فرضنا أن  −−= AGGQ و 

~
xGy  : لوجدنا أن=

) 21.7...... ( 
~~
yyQ λ= 
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يم قل انا لها بالبنود السابقة لإيجادض تعرلتيهي نفس المعادلة ا) 21.7(والمعادلة 
 ل تجعيك الت تلوبة هيطلة المذاتيلقيم ال ا أنىر نكلذإلى افة ض إ.والمتجهات الذاتية

 .يةر قطQمن 
ة فنحصل عليها من ي الذاتلمتجهاتأما ا

~
y1  بالضرب في−Gأي أن : 

) 22.7...... ( 
~

1

~
yGx −= 

) 21.7 (يكمن في حل المعادلة) 18.7(لمعادلة ان حل أالة  الحهوهكذا نرى في هذ
 ).22.7(وحساب 

 )5.7(ال ثم
من ن رة لنظام يتكولحة عن دراسة الذبذبات اتجألة القيم الذاتية الناسإذا كانت م

mmm ثلاث كتل  :اد حل المعادلةيجفي إ  تتلخص,3,2

) 23.7...... ( 
































=
































−
−−

−

3

2

1

2

2

2

3

2

1

300
020
00

20
2

02

x
x
x

m
m

m

x
x
x

kk
kkk

kk

ω
ω

ω
 

هو التردد و  ωحيث 
~
x والإزاحة متجه  

l
sk  و الخيط د فيش هو الsحيث  =

l4ألةس القيم والمتجهات الذاتية لهذه الماحسب.  طول الخيط. 
 :الحل

نضع 
k

m 2ω
λ  : لتصبح المعادلة على النحو=
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~~
xBxA λ= 

 :حيث

















−
−−

−
=

210
121

012
A 

 و
















=

300
020
001

A 

 ومن Gًنكتب برنامجا يحسب ]. الحالة الأولى[) 14.7(وبهذا تصبح المعادلة من النوع 
 والذي من  JACOBIلى ثم نلجأ إ)  لضرب المصفوفات اًتخدم برنامجسوهنا ن (Qثم 

ب سكما نح A لـ  وبالتالي القيم الذاتيةQلـ ب القيم الذاتية سخلاله نح
~

1

~
yGx −= .

 :ج التاليةئإذا قمنا بذلك نحصل على النتا
















==

















−
==
















−==

40297.0
46837.0
27218.0

,27924.0

40824.0
40824.0
40824.0

,0.1

06539.0
33758.0

87134.0
,38742.2

~
33

~
21

~
11

x

x

x

λ

λ

λ
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 ) بآخر هذا الفصل11التمرين انظر (
 )B  is symmetric(متناسقة  B: لثانية اةالحال

 :يليكما  Bنحسب 
) 24.7...... ( TVDVB = 

  . قطريةB التي تجعل من هو مصفوفة المتجهات الذاتية Vقطرية و Dحيث 
 :لنحصل على) 18.7(في المعادلة ) 24.7(لة دنقوم بالتعويض بالمعا

) 25.7...... ( 
~~
xVDVxA Tλ= 

 :  ن نرى أTVفي ) 25.7(بضرب 

~~
xVDxVVAV TTT λ= 

VAVHولو أخذنا  T= و 
~
xVy T= فإننا نحصل على : 

) 26.7...... ( 
~~
yDyH λ= 

 .للحالة الأولى) 18.7(يلات المعادلة ثهي إحدى م) 26.7(والمعادلة 
قطرية،  B فيها ن الخطوات لتلك الحالة، وهي الحالة التي تكوسنعيد نف اذوهك

GGDنضع  حيث 11 ثم= −−= HGGQ و 
~~
yGz  : أند وبذلك نج=

~

1

~
zGVx −= 
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  متناسقة وموجبةو ةمصفوفة حقيقي B ننا أضترفانية اثفي الحالتين الأولى وال: ملاحظة
 حة المعادلةصتراض فاهذا بالطبع يمكننا من . )positive definite ( تحديدا

 .ومثيلتها في الحالة الثانية) 19.7(
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 )7(نرياتم
 . اشرحل القيم الذاتية ؟ئاس لحل مًئماتخدام طريقة جاكوبي داسهل يمكننا ا .1

الأمثلة ب بعض ضر ؟ ا"تحديدا موجبة ن تكونيجب أ B نأ"  العبارةينعتماذا  .2
 .على ذلك

 متناسقة ؟ Aل القيم الذاتية التي تكون فيها المصفوفة ئم بدراسة مسالماذا نهت .3

 أوجد القيم الذاتية والمتجهات الذاتية لنظام المعادلات .4

3321

2321

1321

32
22

xxxx
xxxx

xxxx

λ
λ

λ

=++
=++

=++
 

اكتب .أسفله قطرية Aفوفة ص فقط لجعل المين دوراناستخدامح أنه يمكن ضأو .5
 .يم الذاتية في صورة كسريةالق
















=

111
112
121

A 

ل ه المعطاة أسفله؛ هتمصفوفئ جاسم ية لجسسوجد عزوم القصور الذاتية الأساأ .6
 ية؟ المحاور الأساسيينعت اًضيمكنك أي

















−−
−

−
=

5.70.1866.0
0.15.6134.0

866.0134.010
2mrI 

  :ةفصل على المصفوحسألة إجهاد ثلاثية الأبعاد نم في .7
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















zyzzx

yzyyx

xzxyx

σδδ
δσδ
δδσ

 

 :ن إذا علمت أللإجهادوجد القيمة الأساسية  أ
120,200,150,75,65,180 ====== xyzyzxyzx σσσδδδ 

  : معادلة الحركة هي ن بأًلماكل أسفله عشح بالضظام المونلاعين تردد  .8
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
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
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
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2

1

3

2
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1
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15.24
5.2814

41427

27
y
y
y

m
m

m
c

y
y
y

ω 

2,3حيث  213 === mmmو cثابت . 

 
9.   

 ةلمسألل يلمصفوفة التحوأكتب   -أ 
~~
xxA λ= ثيح :








=

12
21

A. 

 . )أ (ألة بالفقرةسة للميما هي القيم الذات  -ب 

 .)أ (ألة بالفقرةسية للمتأكتب المتجهات الذا  -ج 

 ألةسة للمي أوجد القيم الذات  -د 
~~
xAxC λ=ث حي A و. )أ ( بالفقرةءكما جا 









=

30
02

C. 
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)  مصفوفةلأية ياد القيم الذاتيجريقة لإطهل يمكنك اقتراح  .10 )ijaA=الحالة  في 
 ؟ فصلدراستك لهذا ال غير متناسقة وذلك من خلال Aن فيها العامة التي تكو

 !ح ضو

سابات بإحدى لحاوذلك بإجراءات ) 5.7(قم بالتأكد من صحة نتائج المثال  .11
 .لغات البرمجة
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