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  مقدمة1.8
العادية ضلية  لدراسة المعادلات التفاض تعرن سبق له وأئ القارنيه أفا لا شك مم

 : المعادلةنى أنرال ث سبيل المعلىف. ليليةحوحلولها الت

01532

2

=−+ y
dx
dy

dx
yd 

 : بينما المعادلة؛ة وخطيةسلية عادية متجانضمعادلة تفا

072

2

=−+ x
dx
dyy

dx
yd 

 .لية عادية غير متجانسة وغير خطيةضلة تفادهي معا
 لية العادية سوف نتعرض فيضية للمعادلات التفادراستنا للحلول العددفي 

 :ع لنوالبداية للمعادلات من ا
) 1.8...... ( ( )yxf

dx
dy ,= 

)ث ية الأولى وحبعادلة من الرتلمأي  )yxf  .y وx هي دالة في ,
. ليلي تح حلإننا نقول بأننا حصلنا علىف) 1.8( استطعنا حل المعادلة وإذا اعموم
23x :  للمعادلةال، أحد الحلول التحليليةثالم فعلى سبيل

dx
dy

3xy هو = ا نذا أردإو . =
 الحل لإيجاد الآليةبات س الحا نستعملنانإف) x(مة ما ي لقة مماثل y لـ ةن معيقيمةاد يجإ
 .)كيبالتر دق الحل معندما يكونلك عذو(

من  ً لا نهائيااًصدد إيجاد حل المعادلة التفاضلية ربما نواجه عددكما نعلم ونحن ب
وط شرمثل ال الحلول، ولكي نحصل على حل واحد فقط يجب أن نعين بعض الشروط
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)  يمر بالنقطةى أن نذكر بأن المنحنلاًمث. يةدوط الحشر أو البتدائيةالا )oo yx  حيث ,
( )oo yx  .ة ما  هي نقط,

cxy ابق يكون الحل العام هوسففي المثال ال += )  اشترطنا أنوإذا 3 ) 21 =y 
13  :هو) الوحيد(يكون الحل و c=1 فإن += xy. 

ة الكافي تعيين الشروط وباستعمال نظريات المعادلات التفاضلية نجد أنه بمجرد
 . للمعادلةغير لا حدوال نحصل على ح

ق  الطرن مًضانورد بع يةدفاضلية العالتلات ادية للمعادعدل اللولح ادلإيجا
 :لي، فيما يضتخدمة لهذا الغرسالم

 ) Euler's Method (EM) (لر يوأ يقة طر 2.8

)لنفترض أن  )yxf
dx
dy oyy وأن =, oxx عند = =. 

إننا  ف تعذر ذلكوإذا بها، ن كااًليليتح  الحلمكن الحصول علىلم من انإذا كا
 .ريقة أويلرط هي طرقسط هذه الب العددية، وأرقتعمل الطسن

 بحثن أننا افترض((: تيير الآتصو الطريقة العددية يمكننا استخداميح ضولتو
ريطة  خيكون بمثابة حصولنا على إذا حصلنا على الحل التحليلي فذلك ؛بأمخن كنز ع

ة من ئدي بمثابة حصولنا على نقطة البداية وفدبينما يكون الحل الع. نزلكجاهزة ل
 .)) الهدف المنشودإلىعن طريقها نتبع الطريق الذي يؤدي  التوجيهات

) لنفترض أن نقطة البداية هي اًكما ذكرنا سابق )oo yx  :نأأي  ,
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( )
( )oo

yx

yxf
dx
dy

oo

,
,

= 

) الحل نأًيضا  أضفترنول )xFy ل لحان كا ذ ولوئعند. لض وقابل للتفاستمرم =
xx ندع اًمطلوب ) لينا تعيينعأي أنه ،= )xFy ]  الفترةنجزئ فإننا = ]xxo من  n إلى ,

 :حيثو  ωلفرعية بعرض قدره الفترات ا

) 2.8...... ( 
n

xx o−
=ω 

 :قاط الحدودية هين النبهذا تكوو

( )xxxxx no =,.......,,, 21 
 .ضح أسفله المو)1.8(كل ش الأنظر

 

 
 التفاضلية تادلاعددي للملعح للحل اضيوت) 1.8(كل شال
 :وكتقريب أولي، أن،) 1.8(كل ويتضح من الش
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) 3.8...... ( 
( )

( )
o

o
oo

yx xx
yyyxf

dx
dy

oo
−
−

==
1

1

,

, 

 :أو أن
) 4.8...... ( ( )ooo yxfyy ,1 ω+= 
فيما  هضح مفكوك تايلور كما سنوباستخدام الحصول على هذه النتيجة اًيمكن أيض(

 ).بعد
 :نحصل علىريقة بنفس الط

( )

( )ω

ω

111

1112

,

,

−−− +=

+=

nnnn yxfyy

yxfyy
M 

 . صغيرةωوحيث تكون 
 :تيلاحظ الآ

 .ةغيرص ωا يمكن علينا أن نختار من الخطأ أقل كوكي يل .1

 في عالوقوإلى دى ذلك أيرة وربما ثابات كس عدد الفترات الفرعية يقود إلى حازدياد  .2
 .الخطأ

 فيوقعنا وإلا ولي الأمر عناية فائقة  ننب أيج تعتمد على التي قبلها وعليه iyكل  .3
 .اباتناس كل حنتشرت في لأ بل وءمن الأخطا يرثالك

 نتكو ينماب ،نةتزمي العملية بالمس أخرى فإننا نءأخطافي بب سإذا حدث خطأ ولم ي .4
 .ذلك  غيرثتزنة إذا حد مالعملية غير
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 )Extended Euler Method (EEM) (لري أويقة طر امتداد3.8
 :يطة وجدنا أنسويلر البمن طريقة أ

) 5.8...... ( ( )( )iiiiii xxyxfyy −+= ++ 11 , 
 :رلولة تايسلسهذا يمكن مقارنته بمفكوك مت

) 6.8...... ( ( ) ( ) ( ) iiii xxFxFxF ∆′+=+1 
 لة تايلور فإنه يكون لديناسغير أنه لو شملنا ثلاثة حدود من متسل

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
!2

2

1
i

iiiii
xxFxxFxFxF ∆′′+∆′+≅+ 

 : نحصل علىةارنقوبالم

) 7.8. (..... ( ) ( )( )
2

,,
2

1
ω

ω iiiiii yxf
dx
dyxfyy ++=+ 

 .بامتداد طريقة أويلر وتضفي هذه دقة أكثر ا هي ما نسميه)7.8 (دلةلمعاوا
 :نلاحظ أن

) 8.8...... ( ( )
y
ff

x
f

dx
dy

y
f

x
fyxf

dx
d

∂
∂

+
∂
∂

=⋅
∂
∂

+
∂
∂

=, 
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 (More Extended Euler Method (MEEM))   متدادر الأكثر اطريقة أويل 4.8

ود دالح متسلسلة تايلور وشملنا وك أخرى من مفكحدودتمرينا في إضافة سلو ا
  :الأربعة الأولى أي أننا اعتبرنا

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
!3!2

32

1
i

i
i

iiiii
xxFxxFxxFxFxF ∆′′′+

∆′′+∆′+≅+ 
 :را التكرل عليص بالمقارنة نحهإنف

) 9.8...... ( ( ) ( )( ) ( )( )
6

,
2

,,
3

2

22

1
ωω

ω iiiiiiii yxf
dx
dyxf

dx
dyxfyy +++=+ 

 :وحيث نرى أن

) 10.8...... ( 

( )

2

2
2

22

2

2

2

2

2

,

y
ff

y
ff

y
f

x
f

xy
ff

x
f

y
ff

x
f

y
f

y
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x
f

x

y
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x
f

dx
d
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yxfd

∂
∂

+







∂
∂

+
∂
∂

⋅
∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂
∂

=





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


∂
∂

+
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∂

∂
∂

+







∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

=









∂
∂

+
∂
∂
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 .امتدادا رثلر الأكوي أيقةهي طر) 9.8(ة لد المعاتعتبرو
 .فيما يلي نورد عدة أمثلة، نطبق فيها الطرق الثلاث ومن ثم نقارن بينها

 )1.8(مثال 
):         المعادلةالاعتبار خذ فيأنل ) 10; == yy

dx
dy 

 .x=1عند yيمة قاد يجإ ليكن المطلوب هوو 
xey ال هوثا الملهذ ليليتح الحل النح أضالوامن  أو  ابهسن بصدد حح وما ن=
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718281.21رفته هو العدد مع =eبـ لاث ث الق رمزنا للطر ولوEM و EEM و 
MEEMن التكرارات للطرق الثلاث هيإعلى التوالي ف: 

( )







 +++=







 ++=

+=

+

+

+

32
1

2
1

1

6
1

2
11:

2
11:

1:

ωωω

ωω

ω

ii

ii

ii

yyMEEM

yyEEM

yyEM

 

وحيث (
N
1

=ω و Nترات ف ال هو عدد( 

 بالجدول ج الموضحةئ نحصل على النتا)2.8 (كلشوبكتابة البرنامج الموضح بال
 القيمة ج قريبة منئ أعطت نتاامتدادا ثرمنه نلاحظ أن طريقة أويلر الأكو). 1.8(

يتين وهو ما نتوقعه من هذه الطريقة من توفير للجهد المتوقعة حتى لفترتين فرع
 .والوقت ومن حصول على دقة أكبر

 
) يةاضلتف الةحل المعادل) 2.8(كل شلا ) 10, == yy

dx
dyق الثلاث خدام الطرتس با

( ) ( ) ( )MEEMYNEEEEMYEEEMYE ,,. 
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)ثة لاث القائج الطرنت )1.8 (ولدلجا ) ( ) ( )MEEMEEMEM xey الثللم ,, =. 

 
DIVS لفترات وا دثل عدتم YNEEYEEYE 1,2 الحلول و,, ERER 3 وER 
 .الأخطاء

 )2.8 (مثال

): ة نأخذ المعادللةالحاه هذفي  ) 11,2 =−= yy
dx
dy   2ونوجد الحل عند=x. 

نرى وبكل وضوح أن الحل هنا هو 
x

y 1
 .0.5بة هي  القيمة المطلونا تكوذوهك =

 :نلاث نرى أثام الطرق العددية الوباستخد

43322
1

322
1

2
1

:

:

:

iiiii

iiii

iii

yyyyyMEEM
yyyyEEM

yyyEM

ωωω

ωω

ω

−+−=

+−=

−=

+

+

+

 

)
N
1

=ω و Nالفرعيةتراتف ال هو عدد ( 
 )2.8 (ج الموضحة بالجدولئ نحصل على النتا)3.8(بكتابة البرنامج الموضح بالشكل 
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) لية العاديةض برنامج لحل المعادلة التفا)3.8 (الشكل ) 11,2 =−= yy

dx
dy 2 عند=x 

)  الطرق الثلاثباستخدام ) ( ) ( )MEEMEEMEM ,,. 

) 2.8 (ج المثالئاتن) 2.8 (ول دالج
x

y 1
=. 

 
DIVSعدد الفترات الفرعية . 

YEYEEYNEE 1,2,3. ق الثلاثبدلالة الطر  هي القيم ,, ERERERالأخطاء . 
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 )3.8(مثال 

)  :لةثال نأخذ في الحسبان المعادلمفي هذا ا ) 11,3 2 == yx
dx
dy 

 .x=2والمطلوب إيجاد الحل عند 
باستعمال الطرق  وأنه الابتدائيط شر، وهو يحقق ال3x لحل التحليلي هواأن ى نر
 :صل علىحنالثلاث 

3322
1

322
1

2
1

33:

33:

3:

ωωω

ωω

ω

+++=

++=

+=

+

+

+

iiii

iiii

iii

xxyyMEEM
xxyyEEM

xyyEM
 

)
N
1

=ω و Nالفرعيةتراتف ال هو عدد ( 
لإجراء الحسابات ) 4.8(ابة البرنامج الموضح بالشكل ت نقوم بكخرىمرة أ

 ).3.8 (ز النتائج بالجدولونبرالمطلوبة 
 :ن  أ)3.8-1.8 ( الجداولمنلاحظ 

DIVS تعملةسرعية المفو عدد الفترات اله. 
YEيقة أويلرروبة بطسمة المح هي القي EM. 

YEEيقة أويلر ربة بطو هي القيمة المحسEEM. 
YNEEوبة بطريقة أويلرس هي القيمة المح MEEM. 

1ERيقة ربة بطولمحس هو الخطأ في القيمة اEM. 
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2ERوبة بطريقة س هو الخطأ في القيمة المحEEM. 
3ERيقة روبة بطس هو الخطأ في القيمة المحMEEM. 

 
)اضلية تف الةحل المعادل) 4.8(كل شال ) 11,3 2 == yx

dx
dyق الثلاث ام الطر باستخد

( ) ( ) ( )MEEMEEMEM ,,. 
 )4.8(ل الشكبج البرنامج ئاتن) 3.8 (الجدول

 
DIVS هو عدد الفترات الفرعية. 

YEYEEYNEE  . الثلاثقالقيم للطر ,,
1,2,3 ERERER خطاءالأ. 
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 :ًلاحظ أيضا أن عدد الفترات التي تم الحساب بها هي
256,64,16,8,4,2=N 

 على  الفتراتدل هذه الحالات يكفي أن نأخذ عدثنه لمأكما يتضح من هذه الأمثلة 
كما  . ننشدها غير أنه يمكن أخذ عدد الفترات حسب الدقة التي، أقصىدكح 256أنه 

عتبار عدد من  انكيملها  بأنه من خلاًامتدادا ر، لقد تميزت طريقة أويلر الأكثاًنف آ،ذكرنا
 .ادهادمتام في طريقتي أويلر ودتخسالفترات أقل من ذلك الم

 N=8أعطت  الأولتينفعلى سبيل المثال نلاحظ بالأمثلة السابقة أنه للحالتين 
أعطت ) فقط ( N=2لـ  وفي الحالة الأخيرة ومتداداا رج طيبة بطريقة أويلر الأكثئنتا

 .االطريقة القيمة المتوقعة تمام
المعادلات  وص حلصلسلة تايلور بخسور الهام الذي تلعبه متدا نلاحظ الهكذو

 لىعول صمكنا الحود يدبر من الحك أدافة عدض ومن خلال إاً؛التفاضلية العادية عددي
 .ةطلوبلمة اقالد

 )Modified Euler Method (MEM) (ريقة أويلر المعدلة ط5.8
وذلك ) Single-Step( ذات الخطوة المفردة قابقة كلها بالطرس القلى الطرعيطلق 

الطرق   فياً أيضافترضنا. اباتستعمل نقطة واحدة في كل خطوة من الحسلأنها ت
ليه عبالضبط وًس صحيحا ليأن هذا   غير؛قة ثابتة في كل فترة فرعيةشت المنالمذكورة أ

من  ًالفرعية بدلا نلجأ لطريقة أخرى حيث نتعامل فيها بمتوسط المشتقة في الفترة
 : بالآتي الطريقة المعدلة نقومهند إحدى النقاط وعليه وفي هذعالمشتقة 
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) نبدأ بالنقطة .1 )ii yx ) تعمل طريقة أويلرس ثم ن, )EM1اب س لح+iy1 تماثل  التي+ix 
 ).Predictor(ئ مى بالمنبسوهذه القيمة ت

 )Corrector (ححلمصوة اطوة هي خطلخهذه ا .2

)م تخدسن .3 )11 , ++ ii yx ساب لح( )11 , ++ ii yxfقيمتين للسط ب المتوسم نح ث
( )ii yxf ) و, )11 , ++ ii yxf . 

وتكون   المتوسط المحسوب للمشتقةباستعمال ونحسبها ولكن iy+1 لـ الآنعنرج
 . القيمة المتوقعةهيالقيمة المحسوبة 

وهذه الطريقة بالذات تسمى . مثل هذه الطرق تسمى بطرق المنبئ والمصحح
 :فعلى سبيل المثال لو كانت. بطريقة أويلر المعدلة

( ) ( ) 10,, === yyxfy
dx
dy 

 :ن أي أ؛رعية واحدةفترة ف عدد الفترات الفرعية عبارة عن نوأ

1
1

01
=

−
=ω 

 :فإن

( ) 2,01 =+=+= oooo yyyxfyy ω 
 : و ذلك كما يلي متوسط المشتقة على الآنصلحن

( )
( ) ( ) 22,1, 11

, 11

=== fyxf
dx
dy

yx
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 :و بذلك  فإن

5.1
2

12
=

+
=

dx
dy 

5.25.101   :و منها نرى أن =+= wyy 
 .بة بطريقة أويلرووهي قيمة أقرب للقيمة الصحيحة من القيمة المحس

 :تطيع تلخيص طريقة أويلر المعدلة في الخطوات التاليةس ناًوعموم
)احسب  .1 )ωiiii yxfyy ,1 +=+. 

)احسب  .2 )11 , ++ ii yxf ثم ( ) ( )( )iiii yxfyxf ,,
2
1

11 +++. 

 احسب .3

) 11.8...... ( ( ) )),(,(
2 111 +++ ++= iiiiii yxfyxfwyy 

 . ةأعد الكرو
  والحصول)5.8 (ابق يمكننا كتابة البرنامج الموضح بالشكلسال الث الموباعتبار

 فتهاضتطيع تبين مدى الدقة التي أسومنها ن) 4.8 (حة بالجدول ضج الموئعلى النتا
ت فترا  ثمانيوباستخدامالطريقة مقارنة بطريقة أويلر حيث نرى أنها أعطت دقة كافية 

فترة  256 باستخدام ول إليها بطريقة أويلرصلاحظ أن الدقة المماثلة يمكن الو(فرعية 
 طريقة أويلر نرى أن الدقة، في هذا المثال ، تكاد تكون بامتداد ولكن مقارنة  ).فرعية

 .اًع تقاربأسرميع والجمن قاربة بينما نرى أن طريقة أويلر الأكثر امتداد أدق مت
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)برنامج يقوم بحل المعادلة ) 5.8(الشكل  ) 10, == yy
dx
dy 1 عند=x وذلك 

 .MEMباستخدام طريقة أويلر المعدلة 
 )5.8 (كلشج البرنامج بالئ نتا)4.8 (الجدول
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DIVSعدد الفترات الفرعية  . 
E وبةسالقيمة المح. 

ER وبةسالخطأ في القيمة المح. 
 )Milne’s Method (MM)( طريقة ملن 6.8

ًرجعنا للوراء قليلا لنذكر بأننا استخدمنا طريقة المنبئ والمصحح عندما قمنا لو 
 :بتعديل طريقة أويلر واستخدمنا التكرار

) 12.8...... ( ( )ωiiii yxfyy ,1 +=+ 
 :للمنبئ بينما استخدمنا التكرار

) 13.8...... ( ( ) ( )[ ]11 ,,
2 ++ ++= iiiiii yxfyxfyy ω 

 .كمصحح
 :الآن نعود للعلاقة

) 14.8...... ( ( ) ( )yxf
dx

xdF
dx
dy ,== 

 :صل على وذلك باستخدام طريقة سمبسن لنحix+1 إلى ix−1ونكاملها من 
( ) ( )∫∫

+

−

+

−

=′ 1

1

1

1

,i

i

i

i

x

x

x

x
dxyxfdxxF 

 :أو أن
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) 15.8.... (. ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]111111 ,,4,
3 ++−−−+ ++=− iiiiiiii yxfyxfyxfxFxF ω 

)ولو افترضنا أن  ) ( )1111 , −−++ ≅≅ iiii xFyxFy 
 :فإن المصحح يصبح على النحو

) 16.8...... ( ( ) ( ) ( )[ ]111111 ,,4,
3 ++−−−+ +++= iiiiiiii yxfyxfyxfyy ω 

 يمكننا استخدام iy+1اد  إلى اليمين وعلينا إيجاده، ولإيجiy+1حيث وضعنا المنبئ 
 :ئ التالي المنبباشتقاق حيث قام ئ؛عفنا بالمنبسي) ملن (طريقة أويلر ولكن 

) 17.8...... ( ( ) ( ) ( )[ ]221131 ,2,,2
3

4
−−−−−+ +−+= iiiiiiii yxfyxfyxfyy ω 

 وكما هو). نلم(يقة ر طنيكونا) 16.8(المصحح و) 17.8(ئ بنمعادلتا المو
 :هيً مسبقا و yلـ بع قيم معرفة أرريقة لطح تتطلب اضوا

iiii yyyy ,,, 123 −−− 
قبلها اً بنفسها ولا بد أن يتم استخدام طريقة يئ تلقالا تبدأ) ملن(وعليه فطريقة 

 .ع القيم الأربه هذلىعل للحصو
ذات  رل أويبطريقةات مقارنة طولخ الطريقة طريقة متعددة اهوهكذا نرى أن هذ

 وعند ،من أنها غمرعبية بالشت سة ليقيرطل اهه الأسباب نجد أن هذذله. دةرالخطوة المف
 .ج جيدةئ تعطي نتا،إمكانية العمل بها

 :ي للخطأ وهذه هرادمص أنه توجد ثلاثة وعند هذه النقطة نود الإشارة إلى
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الخطأ قابل ى هذا بخطأ البتر وهذا النوع من ها ويسمسناتج عن الطريقة نفلالخطأ ا .1
 .للتحليل

ا النوع ذه؛  العمليات الحسابية الكثيرة التي نقوم بهانا عذر هدتقريب ويصخطأ ال .2
 .اًقابل للتحليل أيض

)  ويرجع ذلك إلى أن كلالانتشارخطأ  .3 )ii yxf   وقبلها  محسوبة تعتمد على التي,
بب سبل وقد ت ي فحسبئ الجواب النهاتى الأخطاء الأولية لا تتراكم حذهمثل ه
 ععب التتبص ولالتحلي وهذا النوع من الخطأ معقد. يدةجدأخطاء أخرى  في اًأيض

ابات وكذلك يتم سفي الح ، تستعمل الدقة المضاعفةالإمكانولمعالجته  قدر 
 . حاسبات أكبراستخدام

فعلى سبيل . ونحاول أن نصححه  تخمين خطأ البترإلىفي معظم الحالات نلجأ عادة 
 :هو، بالنسبة لطريقة ملن ، iy المثال يكون الخطأ في القيمة

) 18.8...... ( ( ) ( ) 54 ,
90
1

ωiii yxfE ≅ 
 .Hamming’sصحيح هامينج تالحالة يسمى به ذ هفيوالتصحيح 

 )Runge-Kutta Method (RKM) ( كوتا-جطريقة رن 7.8
متعددة  (MM) )ملن(ن طريقة أذات خطوة مفردة و (EM)ويلر ن طريقة أإحيث 

 وتتميز ؛(RKM)  كوتا– في واحدة وهي طريقة رنج الاثنتين فلقد تم توحيد ،طوةالخ
 تأخذها طريقة التيالحسابات  هذه الطريقة بأنها أجود وأدق وبأنها تأخذ نفس مقدار
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يقة أخرى ر ذاتية البدء ولا تحتاج لطو) نمل(طريقة   مناتزانار ثنها أكأ كما. اًأويلر تقريب
 .اًيها أقل  وضوحفيقة أن تحليل الخطأ رعلى الط ذبيد أنه يؤخ. هائلبد

  علىمعتمدة بذلك 5و 4، 3، 2 كوتا متعددة الرتب فهي برتبة -ة رنج قوطري
ثر شعبية هي تلك يقة الأكر والط؛كوك تايلورف من الحدود التي يتم اعتبارها مدعد

على سرد نا ذات الرتبة الرابعة؛ وحيث إن برهانها صعب وطويل فإننا سوف نقتصر ه
 .طقج فئاتالن
] ةئ لو قمنا بتجز     ]xxo  ولو ،فرعية ةتر من الفترات الفرعية فعند كل فn إلى ,

 :التالية ريةاإننا نقوم بإجراء العمليات التكرف كوتا، -استخدمنا طريقة رنج 
) 19.8...... ( [ ]43211 22

6
1 kkkkyy ii ++++=+ 

 :حيث
) 20.8(a......  ( )ωii yxfk ,1 = 
) 20.8(b......  ωω 






 ++= 12 2

1,
2
1 kyxfk ii 

) 20.8(c......  ωω 





 ++= 23 2

1,
2
1 kyxfk ii 

) 20.8(d......  ( )ωω 34 , kyxfk ii ++= 
 :ي تلك ذات الإحداثي السيني نقاط وهة عدلتعمسة تريقلاحظ أن الط

ωω ++= iii xxxx ,
2
1, 
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وسهلة متزنة يقة وقهذه الطريقة شعبية ود.  الوسطها الخطواتسفن بتكون نهاإلا أ
 .اًبيس نالبرمجة على الحاسب الآلي

 )4.8(مثال 
 :ة المعادلخذأنل

( ) 11;2 =−= yy
dx
dy 

 .x=2د ن عبالحل مطلوو
 بالشكل نكتب البرنامج الموضح). 2.8(هذا المثال يحتوي على نفس معادلة المثال 

والتي من ) 5.8(لو قمنا بذلك و نفذناه لحصلنا على النتائج الموضحة بالجدول ). 6.8(
أي أننا . (RKM)خلالها نرى  الدقة المتناهية التي نحصل عليها باستخدام هذه الطريقة 

 .حصلنا على نتائج أفضل مما هي بالطرق السابقة
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لدالة ل) RKM(طريقة ) 6.8(الشكل 

x
y 1

=. 
 )6.8(نتائج البرنامج بالشكل ) 5.8(الجدول 
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 )5.8(مثال 

xyأوجد حل مسألة القيم الابتدائية   
dx
dyyx oo −===  x=1 وذلك عند 1,0

2 وقارن بقيم ω=1.0 كوتا؛ خذ -بطريقة رنج
2x

e
−. 

 :الحل
و نقوم بتنفيذه لنحصل على النتائج ) 7.8(نكتب البرنامج الموضح بالشكل   

 :ومنها نرى أن ) 6.8(بالجدول 
( ) 2

1
606531.01 −

== ey 

 
 .Cبلغة ) 5.8( المثال –) 7.8(الشكل 
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 .Cبلغة ) 5.8( نتائج المثال –) 6.8(الجدول 

 
 

 ) 6.8(مثال 

xأكتب برنامجا حاسوبيا يستخدم طريقة رنج كوتا لحل المسألة 
dx
dy cos= بالشرط 

)الابتدائي  ) 00 =F وإيجاد قيمة y2 عند
π. 

 :الحل
) 7.8(بلغة فورتران والنتائج معطاة بالجدول ) 8.8(البرنامج موضح بالشكل   

 :وحيث نرى أن

( ) 12 =πy 
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 .بلغة الفورتران) 6.8( المثال –) 8.8(الشكل 

 .بلغة الفورتران) 6.8( نتائج المثال –) 6.8(الجدول 

 
فيعطي ) 7.8(، أما الجدول )6.8( لنفس المثال Cرنامجا بلغة يوضح ب) 9.8(والشكل 

 .نتائج تنفيذ هذا البرنامج
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 .Cبلغة ) 6.8( المثال –) 9.8(الشكل 

 
 .Cبلغة ) 6.8(نتائج المثال –) 7.8(الجدول 

 
 )7.8(مثال 

xyأعد حل المثال   
dx
dyyx oo −=== كوتا وطريقة أويلر - بطريقة رنج1,0

 . ؛قارن بين الطريقتينx=1المعدلة وذلك عند 
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 :الحل
كوتا وأويلر المعدلة فنكتب البرنامج بالشكل -نقوم بحل المسألة بطريقتي رنج

وحيث نلاحظ ) 8.8( تنفيذه على النتائج بالجدول دبلغة باسكال لنحصل بع) 10.8(
والشكــــــــــلان . كوتا أقل–تقارب الحل بالطريقتين وأن الخطأ في طريقة رنج 

 ).ــــ(مع الحل التحليلي ) l(يبين تطابق الحل العددي ) 12.8(و) 11.8(

 
 بلغة باسكال) 7.8(المثال ) 10.8(الشكل 
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 بلغة باسكال) 7.8(نتائج المثال ) 8.8(الجدول 

 

 
 ]كوتا-رنج) [7.8(مقارنة مع الحل التحليلي للمثال ) 11.8(الشكل 
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 ]أويلر المعدلة) [7.8(مقارنة مع الحل التحليلي للمثال ) 12.8(الشكل 

 

) اعتماد قيمة) 13.8(ًنعطي أيضا بالشكل  )1y على ω حيث نلاحظ أنه كلما ،
 . كلما كانت القيمة أقرب إلى القيمة المتوقعة و هو أمر واضحωصغرنا في 

 
 ]أويلر المعدلة) [7.8( للمثال ω على yاعتماد ) 13.8(الشكل 

o b e i k a n d l . c o m



 ■ ■  ■ ■   
  

  297  

) 10.8(و ) 9.8(و الجدولين ) 15.8(و ) 14.8(نوضح أيضا في الشكلين 
ولكن بطريقة بيسك المرئية وحيث نصل فيهم إلى نفس ) 7.8(برامج ونتائج المثال 

 .النتيجة المتوقعة

 
 )أويلر المعدلة(يسك المرئية بلغة ب) 7.8(المثال ) 14.8(الشكل 

 

 )أويلر المعدلة(بلغة بيسك المرئية ) 7.8(نتائج المثال ) 9.8(الجدول 
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 )كوتا-رنج (بلغة بيسك المرئية ) 7.8(المثال ) 15.8(الشكل 

 
  )كوتا-رنج( المرئية بلغة بيسك) 7.8(نتائج المثال ) 10.8(الجدول 

 
 

o b e i k a n d l . c o m



 ■ ■  ■ ■   
  

  299  

   رتب عليامعادلات تفاضلية من 8.8
 تفاضلية من الرتبة الأولى يمكن أن معادلاتإن الأسباب التي جعلتنا نعالج 

 :تتلخص فيما يلي
سهولة معالجة مثل هذه المعادلات واعتبارها الخطوة الأولى نحو معالجة بقية   )أ 

 .تحوي معادلات من الرتب العلياالمسائل التي 

 .في حقول شتى) بمعادلات من رتبة أولى(شيوع مثل هذه المسائل   )ب 

إمكانية تحويل المعادلات من الرتب العليا إلى مجموعة من المعادلات من الرتبة   )ج 
 .الأولى كما سنوضحه فيما بعد

 :في كثير من الحالات تواجهنا معادلات تفاضلية من النوع

) 21.8..... (. ( )yx
dx
dya

dx
yda

dx
yda n

n

nn

n

n ,...... 11

1

1 ϕ=+++ −

−

− 

yوبحيث تعطي القيم الابتدائية للكميات 
dx
dy

dx
yd

n

n

,,....,1

1

−

. ox عند نقطة ما −
ولو استطعنا تحويل .nأي أن المسألة التي لدينا تشمل معادلة تفاضلية عادية من الرتبة 

ا مم الاستفادةفإنه يمكننا عادلات الآنية من الرتبة الأولى؛ هذه المعادلة إلى مجموعة من الم
اد حل يجمن الرتبة الأول وإ ليةضاتفتمت دراسته حول الحلول العددية للمعادلات ال

 .اسةرت الدألة تحسالم
 :رةعلى الصو) 21.8(ة عنا المعادلضكن، لو ومما ذهو
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) 22.8...... ( ( ) ( ) ( )( )121 ,....,,,, −= n
n

n

yyyyxf
dx

yd 
 :حويلات التاليةنقوم بالتثم 

( ) ( )( )
( ) ( )( )

( ) ( )( )11
1

21
23

11
12

1

−
− ==

==

==

=

n
nn yyy

yyy

yyy
yy

M

 

 :عندئذ نرى أن
) 23.8...... ( ( ) ( ) ( )n

n
n yyyxfyy ,....,,, 21
1 == 

 :يمن الرتبة الأولى و هية نلات الآداع من المnلنا على صى أننا حوهكذا نر
( ) ( ) ( )

nn yyyyyy === −
1

13
1

22
1

1 ,, 
 و

( ) ( )nn yyxfy ,....,, 1
1 = 

 )8.8(ال ثم
 :ا المعادلةندي لنلو كا  

2
2

2

y
dx
dy

dx
yd

=+ 
  المعادلة من الرتبة الثانية إلى معادلتين من الرتبة الأولىه تحويل هذنا يمكننهإف

 :ليلك كما يذو
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yyنضع  ) و 1= )1
12 yy  : ومنها نرى أن=

( )
1

2
2

1
2 yyy −= 

)طينا قيم ًوهكذا نوجد الحل عدديا إذا ما أع )yy  و 1=





=

dx
dyy2 عند نقطة 

 .ابتدائية ما
ضلية  من المعادلات التفاn إلى n نستطيع تحويل أي معادلة من الرتبة اًوعموم

 :ية من الشكل نالآ
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )nnn

n

n

yyyxfy

yyyxfy
yyyxfy

,....,,,

,....,,,

,....,,,

21
1

212
1

2

211
1

1

=

=

=

M
 

المختلفة التي  ذ نستطيع تطبيق الطرقئبعد. ية من الرتبة الأولى لضاتفوهي معادلات 
بالعمليات   كوتا، ونقوم-سبق وأن تمت دراستها بالبنود السابقة كطريقة رنج 

  .رية على كل معادلةاالتكر
 : يليكماك ويمكن توضيح ذل

 ايتان همنلو كانت المعادلتان الآ
( ) ( )
( ) ( )zyxfz

zyxfy

,,

,,

2
1

1
1

=

= 

 : هماRKMريتين ، باستخدام طريقة اكرفإن العمليتين الت
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[ ]43211 22
6
1 kkkkyy ii ++++=+ 

 و

[ ]43211 22
6
1 llllzz ii ++++=+ 

 :حيث
( )
( )

ωω

ωω

ωω

ω
ω







 +++=







 +++=







 +++=

=
=

2213

1122

1112

21

11

2
1,

2
1,

2
1

2
1,

2
1,

2
1

2
1,

2
1,

2
1
,,
,,

lzkyxfk

lzkyxfl

lzkyxfk

zyxfl
zyxfk

iii

iii

iii

iii

iii

 

( )
( )ωω

ωω

ωω

3324

3314

2223

,,
,,

2
1,

2
1,

2
1

lzkyxfl
lzkyxfk

lzkyxfl

iii

iii

iii

+++=
+++=







 +++=

 

  متسلسلة تايلور لإيجاداستخدام أنه يمكن  ختام هذا البند نود أن نشير إلىفي
 : الآتي هذه الطريقة بالمثالاستخدامنوضح .  المعادلات الآنية التي حصلنا عليهاحلول
 )9.8(مثال 
)ين أوجد الحل العددي للمعادل   ) ( ) zyyz == 11 ً علما بأن x=1.0 عند ,

0,1 == oo yz 0 عند=ox. 
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 :الحل
 : نرى أن) لة هذه الحان فييأو ماكلور(لور يات ك مفكونم

( ) ( ) ( ) ........
!3!2

3
3

2
2

1 ++++= oooo yxyxxyyy 
 و

( ) ( ) ( ) ........
!3!2

3
3

2
2

1 ++++= oooo zxzxxzzz 
 تلفة عندختقات المشيم المقاد يج علينا إx=1.0 عند ,yzيم قولكي نوجد 

0=ox ابها كما يليسولكن هذه يمكن ح؛: 
 :حيث أن

( ) ( ) zyyz == 11 , 
) ض، نجد أنيعوت بال،إنهف ) 10

1 == zyo و ( ) 01 == oo yz. 
 :لىعل الآن المعادلتين الآنيتين لنحصل ضنفا

( ) ( ) yzy == )  و 12 ) ( ) zyz == 12 
 :ن نجد أنهاوم

( ) 02 =oy  و  ( ) 12 =oz. 
 : أخرى لنحصل علىنفاضل مرة

( ) zy )  و 3= ) yz ) ومنها 3= ) 13 =oy  و  ( ) 03 =oz. 

o b e i k a n d l . c o m



 ■ ■   ■ ■   
  

 304  

 .وهكذا..... 
 : حيث نرى أنو  x=1.0 عندz  وyاب سع حيطتسنلور ياتمفكوك إلى وبالرجوع 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ........3
!3
1.01

!2
1.001.01

........1
!3
1.00

!2
1.011.00

32

32

++++=

++++=

z

y
 

1002.0,005.1                                      :أو أن  ≅≅ yz 
معتمدة  تقةشل العددي كانت كل ملحد اايجلإ الطريقة هذه باستخدام أنه لاحظ

قع في ن لا تىالدنيا ح اتشتقاب المسابقة وبذلك يجب الحذر في حسعلى قيم المشتقات ال
 .أ الذي سينتثر إذ حدثطالخ

 )Shooting Method (الرمي يقةطر 9.8

لرتبة  الية العادية مناضتفل المعادلات اللتفصيل، حلواعض ب سبق، وبما فيادرسن
 yقيمة  هو(  يتعين علينا معرفة ثابت واحددد الحل الوحييجا رأينا أنه لإدالأولى ولق

تبة الثانية علينا رال لية منضبالمثل لإيجاد حل المعادلات التفا). ية مائعند نقطة ابتدا
 . . .معرفة ثابتين وهكذا 

 :وابت أو القيم معرفة كما يليث الههذن  المعتاد تكوفي
القيم  المسألة بمسألة ية وتسمىالبداة عند نقطة طاتكون الدالة أو مشتقتها مع .1

 : مثلالابتدائية
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( ) 0,00;0
0

2

2

===+
dt
dxxx

dt
xd 

النقاط  ذههون ك تاتلفتين وعادة ممخ  الدالة أو مشتقتها معرفة عند نقطتينتكون .2
ألة القيم سالمسألة بم الحالة تسمى ههذ  وفيسألة؛حدودية أي عند حدود نطاق الم

 :ألةسالحدية كالم

1002

2

≤≤=+ xy
dx

yd 
)و                                           ) ( ) 11,00 == yy 

الهندسة   و كالفيزياءتىة وبميادين شديدعل التي تدخل ضمن هذا النطاق ئاسوالم
 . و مسائل الجهد وغيرها مثل تدفق الحرارة والحركة الاهتزازية

 ،مثل  بعض الطرقاستخدامفي هذا البند والبند الموالي ندرس الكيفية التي يتم بها 
 لإيجاد حلول الآنية، من المعادلات مجموعةيقة الرمي وطريقة الحل من خلال طر
 .لية العاديةضافلحدية بالمعادلات التالقيم ا لئاسم

 :لياتلنأخذ المثال ال
 )10.8(ال ثم

  :ألة القيم الحديةسأوجد الحل العددي لم  

( ) ( ) ( ) 13,21;512

2

−===−− yyxyx
dx

yd 
 .الرمي يقةخدام طرستوذلك با
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 :الحل
) يمةقة فاضا، بالإن لدينكا لو ) ( )11yيم  قألةسألة مس هذه الماعتبارا ن لاستطع
) وyية في ن معادلات آويلها إلىتحابقة بعد س القاها بالطرن ولعالجابتدائية )

dx
dyy =1. 

لقيمة  مينتخا بعملية نم قوعليه لو. x=3,1 عند yقيم  ا هونمعلوم لدي ولكن ما هو
( )1y 1 دنع=x لـ سوبةحابق القيمة المطى مدى تنر ل،اباتسا بالحنثم قم ( )3y ع وم 

 . عناء المطلوب بعد بعضنىلتمكنا من الوصول للمنح،القيمة المعطاة
)دعنا نأخذ  ) ( ) 5.111 −=y  ابتدائية ألة قيم سألة كمسلو قمنا بحل الم؛عندئذ

) ضضنا الطرف عنوغ )3yلحصلنا على  ( ) 811.43 =y.) استعملنا لاحظ أننا
2.0=∆x(  وهي قيمة عالية مقارنة بالقيمة المعطاة( ) 13 −=y .نحاول بقيمة أخرى 
)لـ ل قأ )1y لثم ( ) 31 −=y.إذا فعلنا ذلك حصلنا على  ( ) 453.03 =y،يمة ق اًأيض  وهي

 . ولكنها معقولةابيسكبيرة ن
  الخطي،ستكماللآن ولتخمين القيمة السليمة والتي توصلنا للحل نستعمل الاا  

) ، لنحصل علىمن خلال القيمتين السابقتين ) 13 −=yعلى  لص كما نح؛ بالضبط
 . )11.8(بالجدول ضح ل المومنحنى الح

 ريقة الرميط باستخدام) 10.8(ال ثالحل العددي للم )11.8(الجدول
x 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 2.2 2.4 2.6 2.8 3.0 

y 2.0 1.348 0.787 0.305 -
0.104 

-
0.443 

-
0.712 

-
0.908 

-
1.026 

-
1.06 

-
1.0 
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 نيمك  كما؛ الرميبب في تسمية الطريقة بطريقةسن خلال هذا المثال يتضح الم
يستخدم عند رمي   في هذه الطريقة وبين مااستخدامهتبين العلاقة الوطيدة بين ما تم 

 : الخطوات التالية يمكننا تلخيص الطريقة فياوعموم. ف المدفعيةئالقذا
 . كافيةوطشر بافتراض ابتدائيةيم قألة س متكونيم حدية حاول أن قألة سلحل م .1

 الحدود دنوط عشرة مع البوس القيمة المحنارقديدة ولة الجد المعاه حل هذجدأو .2
 .ىالأخر

 .الحدية كلهائية حتى تحصل على تطابق مع الشروط  القيم الابتداهيير هذغد تعأ .3

 )11.8(ال ثم
 : الحديةمقي الةألس الرمي أوجد حل ميقة طرًعملاستم

( ) ( ) 0179.1031752.11;2

2

=== yyy
dx

yd 
 :الحل

لذي  وا)16.8(ل لشكح أسفله باضامج المو على ما تم التقديم له نكتب البرنءبنا
) لـ 2x و y لـ 1x تعملسي )

dx
dyTx  SUBROUTINE البرنامج الفرعيتخدم سكما ي =

RKSYST (DERIVS,TO,H,XO,XEND,XWRK,F,N) ي يحسب حلول لذوا
وهذا بدوره يستعمل ؛ كوتا- رنجلات الآنية من الرتبة الأولى بطريقةمجموعة من المعاد

 . يحسب المشتقاتلذي اSUBROUTINE DERIVS (X,T,F,N)نامج الفرعي البر
نرى  ج المتحصل عليها بإجراء البرنامج المذكور، ومنهئوضح النتا ي)12.8(الجدول 
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الأخطاء  لاحظ أن طريقة الرمي، حيث نباستخداممدى الدقة التي حصلنا عليها 
xy ا نقارن الحل بالحل التحليليم عندًجدايرة صغ sinh=. 
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 .يباستخدام طريقة الرم) 11.8(حل المثال ) 16.8(الشكل 
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 .باستخدام طريقة الرمي) 11.8(نتائج المثال ) 12.8(الجدول 

 
 

 )11.8(   لنفس المثالCنعطي برنامجا حاسوبيا بلغة ) 17.8(في الشكل
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 Cبلغة ) 11.8( المثال-)17.8(الشكل
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 .Cباستخدام طريقة الرمي بلغة ) 11.8(نتائج المثال ) 13.8(الجدول 

  

  

 
لنفـــــس ) دلفي(برنامجا حاسوبيا بلغة بيئة التطوير) 18.8( الشكلكما نعطي في

 )14.8( و نتائج تنفيذ هذا البرنامج معطاة بالجدول).11.8(المثال
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 بلغة دلفي) 11.8( المثال-) 18.8(الشكل
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 .باستخدام طريقة الرمي بلغة دلفي) 11.8(نتائج المثال ) 14.8(الجدول 

 
؛أما )19.8(أخيرا نعطي برنامجا حاسوبيا لنفس المثال بلغة بيسك و ذلك بالشكل

 ).15.8(النتائج فهي معطاة بالجدول
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 بلغة بيسك) 11.8( المثال-) 19.8(الشكل

o b e i k a n d l . c o m



 ■ ■  ■ ■   
  

  319  

 .باستخدام طريقة الرمي بلغة بيسك) 11.8(ثال نتائج الم) 15.8(الجدول 

 
 )Finite Difference Method( طريقة الفروق المحدودة 10.8

كما نعلم، يمكن كتابة مشتقة دالة بدلالة الفروق المحدودة وبذلك يمكننا 
 Difference Equationالتعويض عن المشتقة بهذه الفروق ونحصل على معادلة فرقية 

ًبدلا من معادلة تفاضلية؛ وحلول هذه المعادلة الفرقية هي الحلول التقريبية للمعادلة 
 .المطلوبة

ال ثالملنعتبر نفس . نحيا من الأكثيريقة أفضل من الطريقة السابقة في روهذه الط
 :ألة سولنأخذ نفس الم) 10.8(ابق سال

( ) ( ) ( ) 13,21;512

2

−===−− yyxyx
dx

yd 

 عن وضع نه  من الأمامية والخلفية وعليأدقنها إ يثركزية حلنعمل بالفروق المو

dx
dy 2 و

2

dx
yd بالمعادلتين: 
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( )

( )2
2

11
2

2

211

2

2

hO
h

yyy
dx

yd

hO
h

yy
dx
dy

iii

xx

ii

xx

i

i

+
+−

=

+
−

=

−+

=

−+

= 

 : علىانصللة المعطاة لحدعوضنا في المعا  لو.x يمقابتة بين ثيمة الخطوة القهي  h و

ii
iiii xyx

h
yyy

=





 −−

+− −+

5
1

2
2

11 

 :أو أن

iii
i

i xhyyxhy 2
1

2
1 5

12 =+













 −+− +− 

iyyع ضوحيث قمنا بو ixx  و= هذه  كلة حلش أمام منن الآحنفوهكذا . =
] ية في الفترةقالمعادلة الفر ]3,1∈x. 

=∆=5.0  نأخذلاًث م عدد من الفترات الفرعية، الفترة إلىمنقس xh فتكون بذلك قيم 
xهي : 

3,5.2,2,5.1,1 54321 ===== xxxxx 
 : حدة وذلك كما يلي علىix لـ رة ظلة منادنكتب كل معاو

5.12لـ  == xx 

( )5.1
2
1

2
1

5
5.11

2
1

2
12 321 






=+














 −






+− yyy 

23لـ  == xx 
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( )2
2
1

2
1

5
0.21

2
1

2
12 432 






⋅






=+














 −






+− yyy 

5.24لـ  == xx 

( )5.2
2
1

2
1

5
5.21

2
1

2
12 543 






⋅






=+














 −






+− yyy 

21وحيث أن  =y 15 و −=yفإنه بالتعويض نحصل على : 















−
=

































−
−

−

625.1
5.0
625.1

125.210
1150.21
01175.2

4

3

2

y
y
y

 

964.0,424.0,552.0     :ن نجد أت هذه المعادلالحبو 432 −=−== yyy 
 اطةسفإننا نلاحظ أنه بالرغم من ب) الرمي(ة الأولى ولو قارنا بحلول الطريق

قيمة  وهذا يعني بالطبع أن اختيار.  إلا أن الحلول كانت معقولة) نقاطخمس(ة ئالتجز
h 2.0 ناترخا وعليه لو. له دور كبير في الحصول على تقريب دقيق=h  وقمنا بإجراء

ج ئل على النتاحصن  فإنناyـ ذكورة أعلاه وحسبنا القيم المختلفة لنفس الخطوات الم
 الطريقة وطريقة  هذه مقارنة بيناًوالذي يوضح أيض) 13.8(الموضحة بالجدول 

 .الرمي
=∆=2.0اختيار وهكذا نلاحظ أن  xh أن مقدار اً نلاحظ أيض . فى دقة أكثرضأ

 .وذلك من خلال الطريقة المستخدمة 2hب مع الخطأ يتناس
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  الفروق المحدودة وطريقة الرميريقةط باستخدام)) 10.8(ال ثالم (yقيم ) 16.8(الجدول

x y )الفروق المحدودة(  y )الرمي(  

1.0 2.0 2.0 

1.2 1.351 1.348 

1.4 0.792 0.787 

1.6 0.311 0.305 

1.8 -0.097 -0.104 

2.0 -0.436 -0.443 

2.2 -0.705 -0.712 

2.4 -0.903 -0.908 

2.6 -1.022 -1.026 

2.8 -1.058 -1.060 

3.0 -1.000 -1.000 

 :في ختام هذا البند نلخص خطوات طريقة الفروق المحدودة فيما يلي
بالتعويض عن لك تبدل المعادلة بمعادلة فرقية وذسلة قيم حدية، نمسألإيجاد حل  .1

 .المشتقات بدلالة الفروق المركزية

كل د عن عية مناسبة متساوية ونكتب المعادلة الفرقيةفر الفترة إلى فترات نجزئ .2
 .ةفمعرو نقطة حيث الدالة غير

 .حل المعادلات الآنية الناتجةنوجد  .3
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 )8 (ن يارتم
 

 .ًثر امتداداقارن بين طريقة أويلر وامتدادها والأك .1

 كوتا؟- رنجوطريقة) ملن (ية بين طريقة أويلر وطريقة سوق الأساما هي الفر .2

 القيم الحدية؟ لئوفي حل مسابتدائية ل القيم الائ المستعملة في حل مساقما هي الطر .3

 ئلاسالم كوتا أوجد حل- طريقة أويلر وأويلر المعدلة وطريقة رنج باستخدام  .4
 :التالية

)   )أ  ) ( ) ?2,00cos === πFFx
dx
dy. 

)  )ب  ) ( ) ?1,113 2 =−=−= FFx
dx
dy. 

 .قارن أجوبة الطرق المختلفة و ناقش 

 :يةئابتدسألة القيم الامحل أوجد  .5

1,0; ==−= oo yxxy
dx
dy. 

2قارن بقيم  (ω=1.0خذ . x=2وذلك عند 
2x

e−( 

  معطاةt ن والزمI ر والتيا Vدرة كهربية إذا كانت العلاقة بين الجهئفي دا .6
 : بالمعادلتين

I
cdt

dVV
Ldt

dI 1,1
−== 
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oII؛ وإذا كان  المعنيةةرتخص الدائبت اثو ,Lcحيث    oVV و)0(= =)0( . 
في هذا إليها لطرق العددية المختلفة التي تم التطرق  ااستخدامف كيفية صفأو  

VI لإيجاد فصلال  .t<0 عند أي لحظة زمنية ,

نصف  ك يساوير مادة بهواء متحدل تبريد يكون معيدمن قانون نيوتن للتبر .7
 هي الهواءرة حراجة درذا كانت  إو. ارة المادة وتلك للهواءرالفرق بين درجة ح

Ko300  0  اللحظةعندوأنه=t كانت درجة حرارة المادة Ko370أحسب ف  
 .Ko310 لـ جة الحرارة مساويةر تكون دتىم

بت اثوحيث (دد السكان  ععمما يتناسب بلد إذا علم بأن معدل الزيادة في سكان  .8
 فأحسب متى .نةس 50كان تضاعف في سأن عدد الو) 01.0 يساوي k التناسب

 .صليينكان الأسال الث ثلاثة أمنكاسيصبح عدد ال

 :يةية التالئابتدألة القيم الاسقق مالتي تح، x=4  عند،yحسب قيمة ا .9

( ) 10,1,2

2

=−== y
dx
dyy

dx
yd

o

 

 ).e−4 القيمةبتك باج إنارق(   

باستخدام طريقة الرمي وطريقة الفروق المحدودة، أوجد حل مسألة القيم الحدية  .10
 :التالية

( ) ( ) 12,10,02

2

===+ πyyy
dx

yd 
 .)hلـ  قيمة مناسبة استعمل (أوجد الحل التحليلي وقارن
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