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  مقدمة1.9
 ندسة وبمجالات عدة داخل نطاق هذالهل في الفيزياء وائيقع العديد من المسا

ة وغيرها يؤول يلموج ال تدفق الحرارة والمعادلةئاسن مأ المثال نرى لبيس فعلى فصللا
 للحلول العددية انولي اهتمام  وعليه وجب أن؛يةئضلية جزتفاادلات  حل معإلىحلها 

 . المعادلاتهذله
 :تيلات التفاضلية الآدبعض الأمثلة على المعا
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x
u 02   أو =∇ u02أو .  وهي معادلة لابلاس ≠∇ u وهي معادلة 

 .بواسون
 :خرومثال أ
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∂ tkx
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 :وطشربال
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∂
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t
yxy
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t
yty

x l 

 :ة  المعادلونكت اعمومو

( )yxguFuEuDuCuBuA yxyyxyxx ,=+++++ 
 :لثانية وتمثية من الرتبة الئلية جزضمعادلة تفا

042إذا كان ) Elliptic(ية صقنادلة معا   <− ACB 
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042إذا كان ) Parabolic(دلة مكافئية معا   =− ACB  
042إذا كان ) Hyperbolic(دلة زائدية معا   >− ACB  

 من  تتغيرن هذه المعادلة يمكن أنفإ u أو y وx دوال في C و ,ABن  كاوإذا
 .xy وىستلة نطاقها في المثوردنا أمأنا أنلاحظ . هاقد نقاط عدة في نطانلآخر عقسم 

==1 و B=0لنرجع الآن إلى معادلة لابلاس حيث  CAل حاو وهي ناقصية ون
 .نوعذج لهذا النماراستها في البداية كإحدى الد

 فاضلية بمعادلة فرقيةيل المعادلة التثتم 2.9
ل شكلبا  كماxyتوى س عبارة عن منطقة في المقذه الحالات يكون النطاثل هفي م

hxن لو كاالآن ). 1.9(  :نتايلور نجد أ لةسلسفإنه من خلال مفكوك مت ∆=

( ) ( ) ( ) ( )
........

!2
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+
′′

+′+=+
hxfhxfxfhxf n

nnn 
 و

( ) ( ) ( ) ( )
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!2

2

+
′′

+′−=−
hxfhxfxfhxf n

nnn 
 :نرى أنو منهما 

( )2
2

11 0
2 hf
h

fff
n

nnn +′′=
+− −+ 

)حيث وضعنا  )nn xff = 
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 توضيح النطاق لمسائل في بعدين) 1.9(الشكل 

 :ةق العلالىول عص الحضاكن أييم

( )211 0
2

h
h

fff nn
n +

−
=′ −+ 

 :عليه وباستخدام هذه العلاقات في المعادلةو
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 :نحصل على
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 :لو عرفنا 
( )ji yxu jiu  بـــــــــ    , , 

 :أي أن

( )jiji yxuu ,, ≡ 
 : على النحوصبحت) 2.9(المعادلة فإن 

) 3.9...... ( 
( ) ( )

0
22

2
1,,1,

2
,1,,1 =

∆
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∆

+− −+−+

y
uuu

x
uuu jijijijijiji 

hyxولو أخذنا  ) 3.9(ن المعادلة ل هذه الحالات فإث المعتاد في مالاختيارهو  و∆=∆=
 :تصبح

) 4.9...... ( { } 041
,1,1,,1,12,

2 =−+++=∇ −+−+ jijijijijiji uuuuu
h

u 
)لمركزية للاحظنا أنه بالنسبة للنقطة ا) 1.9(ل ولو رجعنا للشك )ji yx توجد  ؛,

ب  أن نكتعطيستهكذا نو  و عند المركزتحتووق ف وًلا وشماًنايم يل نقاط ككسخم
 : الشكلعلى) 4.9( المعادلة اًوريص

) 5.9...... ( 0
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h
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 . الخمساطنق الي لابلاس ذؤثروري لملصل اثيمتهي ال) 5.9 (دلةوالمعا
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   لةيتطسمعادلة لابلاس بمنطقة م 3.9
Lapalace’s Equation in a Rectangular Region 

 .فة في هذا الخصوص تدفق الحرارة باستقرار في الموادعرولمل المسائ اإحدى
 : المثال التاليرس ذلك دعنا ندحولتوضي

 )1.9(ل مثا
cmcm صفيحة رقيقة من الحديد الصلب على شكل مستطيل بأبعاد 2010 × .

)واف لحثبتت إحدى ا )cm10  عند درجة حرارةCo10 الحواف الأخرى لبتت ك ثمابين 
 .ةيالداخل  عند النقاطاًب درجة الحرارة عدديساح. Co0عند 
 :الحل

 ألةسياغة المصفإنه يمكن ) 2.9(ل شكل كما باالإحداثيات، راومحلو اخترنا 
 : كما يليًضياريا
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سمى ق تطانود الد بها قيمة الدالة عند حألة والتي تتعينسوط ء كما في هذه المشروال
 ).Dirichlet (كليتيريبالشروط الحدية لد
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 .ليطست م لابلاس فيةمعادل) 2.9(كل شال

 
لالة دبإيجادها ونلاحظ أن أي نقطة يمكن ) 4.9( الآن المعادلة الفرقية لتعمسن

cmh يح،ض وللتو، ولنأخذ في البدايةةئجزقوم بالتن. بع نقاط مجاورةرأ هي و [=5
) 3.9(كل  للشنارظ نلو، و]غيرة صh وض أن نأخذ قيمةرالمفو  اًبيسة نيرقيمة كب

12مها سلن المستطيل فالحرارة هي ثلاث بداخلمجهولة  النقاط أنللاحظنا  ,uu 3 وu 
 :دلة الفرقية ثلاث مرات لنجد أنلمعا انكتبول
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 :بإعادة الترتيب نحصل على المعادلات
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 :ن أجدل هذه المعادلات نحوب

6786.2
7143.0
1786.0

3

2

1

=
=
=

u
u
u

 

 ح طريقة الحلض نوتىك حذل و cm5كبيرة وهي ل اhبق قمنا باختيارسما في
 ال لو أخذناثبيل المس لى؛فعغر صأ h لـ يمةق قمنا باختيار ثرولكن إذا أردنا دقة أك

cmh ل يتطسالم نقطة داخل 21 ، نرى أنه توجد)4.9 (ع للشكلجو وبالر؛ فإنه،=5.2
 : هيهمطلوب تعيين درجة الحرارة عندها وهذ

21321 .......,,.........,, TTTT 

 
 

cmyxمعادلة لابلاس للحالة ) 3.9(الشكل  5=∆=∆. 
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cmyxمعادلة لابلاس للحالة ) 4.9(الشكل  5.2=∆=∆. 

 
 :نأحلها نجد بق و ة المعادلات كما سبكتاب

3210.4317.53210.4
9663.16289.29663.1
9153.02654.19153.0
4296.06019.04296.0
2010.02832.02010.0
0913.01289.00913.0
0353.00499.00353.0

21147

20136

19125

18114

17103

1692

1581

===
===
===
===
===
===
===

TTT
TTT
TTT
TTT
TTT
TTT
TTT

 

طريقة   الحل التحليلي لهذه المسألة وذلك باستخدامإيجاد يمكن  انهاًنلاحظ أيض
طريقة  وهي Fourier لات فورييهمتسلسالدوال الذاتية أو باستخدام واسطة الفك ب

 .سائل القيم الحدية بالفيزياءمشائعة ومستعملة لحل 
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 :لىلنا عصذلك لحو قمنا بل

6094.2
548.0
1094.0

3
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=

u
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u

 

12نا هذه القيم بقيم رقاولو  ,uu 3 وu  استخدام من الناتجةcmh  ، أو بقيم =5
911 ,TT  13وT بكثير  للخطأ قامقدار   أناعددية وللاحظنا أيضلقة اطريتبينا مدى دقة الل

 .hغرنا قيمة صاعندم
 hلـ ابات ولكن بقيمة سول على نتائج أفضل علينا إعادة الحصوهكذا للح

cmh: ًمثلا(صغيرة  1=.( 
 اتظملاح

052 (ن معالجة معادلة بواسونناكمي .1 =+∇ ϕابقة، وما سال ريقةط السفنب) ً مثلا
 .تإلى المعادلا والذي يضاف ريصفير الغا هو الحد نتجد هسي

نعطي  لى الدالة وسوفعوط  من شرًوط على المشتقة بدلاشروجد معادلات بت .2
 .يما بعدفالطريقة لحل مثل هذه المعادلات 

يجب أن   معالجة معادلة لابلاس في ثلاثة أبعاد بطريقة مشابهة غير أنهاًيمكن أيض .3
 .المستوي من نطاق فيً  بالفراغ بدلاق نطاق هنا في الحسبان أن النطاضعن

 هذه لمث .ات المختلفةيمجب  والبرولحاسإلى اابات العددية نلجأ سلكي نقوم بالح .4
 SUBROUTINE LAMPTX (A,NDIM,N,M):     الفرعية البرنامج مجاالبر
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الاتجاه  من النقاط في Nبـ  لابلاس في منطقة مستطيلة ؤثروهو يضع معاملات م  
 .NDIMالتي بعدها  A صفوفة المويخزنها في .اه الصاديمن النقاط في الاتج M ي ونالسي

 Potential( ة الجهــدـ حــل هــذه المعــادلات معادلــق نطــاضــمن اًدخل أيــضيــ .5

Equation.( 

 Parabolic Differential Equations      يةئة مكافيلضعادلات تفا م4.9

ل  مسائ هيأحدهان هذا النطاق ولعل  ضمل التي تدخلئاسيوجد العديد من الم
عد واحد ي بفف ؛  Unsteady-State Heat Flowرة ستقالتدفق الحراري للحالة غير الم

 :هي المعادلة نتكو
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2 
ى، ستوالم  الزمن وفي بعدين، أي فيtو) الطول (ي نيس الالإحداثيل ث تم xهنا 

 : هيالمعادلة نتكو
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 : أبعاد تكون المعادلة على الصورةبينما في ثلاثة
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 عبارة  لبعد واحد،نسبة بالن تكون والحدية يمكن أةالابتدائيوط شربة للنسأما بال
 :عن
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( ) ( )xfxu =0, 
 و

( ) ( ) 21 ,,,0 ctluctu == 
 . ثوابت2c و 1cحيث 

 كر ذلى عتيأنس  والتي الصريحةةيقرلطحد ونتبع اواألة في بعد س المبر نعتةوللبساط
 .صليها فيما بعدافت

 :تكون المعادلة هي) 6.9(من المعادلة 

) 9.9...... ( 
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 :قات بالفروق لنجد أننستبدل المشت
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 :حيث
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i txuu  :نجد أن) 9.9(في المعادلة ) 11.9(و ) 10.9(؛ وعليه من المعادلتين ≡,
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o فترات فرعية متساوية وحيث إن إلى الفترة ئالآن نجز
iu ن  أمعلومة نستطيع

 .وط الحديةشرمن المعادلة السابقة وكذلك باستعمال ال 1t عند uنحصل على 
 ،متقارب   تأثير في الحصول على حلينسبيتقيمهما الن ل∆t  و∆xن أ اًنلاحظ أيض

ط على انه يوجد شر ،دفيما بع، وكما سنرى من اتزان الحلول العددية لمثل هذه المعادلات
 :المقدار

) 13.9...... ( 
( )2xc

tk
∆
∆

=
ρ

ζ 

 منكبر  أ ζن إذا ما كاف
2
) Instability(ت باثال أو رارقت عدم الاسة فإن حال1

  أقل من أو تساويζخذنا  أإذار بينما ظهت
2
 .حل دقيق ومتزن صل علىحإننا ن ف1

وإذا كانت 
2
1

=ζ تصبح على الشكل) 12.9( فإن المعادلة: 
) 14.9...... ( ( )j

i
j

i
j

i uuu 11
1

2
1

−+
+ += 

) يم ق سيحدد ζ  اختيارنا لقيمةنحظ أنلا )t∆ و x∆ فلو بدلالة بعضهما البعض 
كانت 

2
1

=ζ واخترنا cmx وذلك في حالة استخدام  sec206.0=∆t فإن ∆=25.0
 :وابتثلب والذي يمتلك المادة الحديد الص

gC
calk
cm

g
Cg

calc

o

o

sec13.0

8.7

11.0

3

=

=

=

ρ 
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 )2.9(ال ثم
كانت  وإذا cm2مكها سطحة من الحديد الصلب سإذا أعطيت صفيحة كبيرة م

 :علاقةالب ىلة في المسافة من أحد الأوجه تعطدرجة الحرارة الابتدائية بالصفيحة كدا

( ) 21,2100
10,100

≤≤−=
≤≤=

xxu
xxu 

 .Co0 عند درجة ن إذا ثبت الوجهاt  وxة في  كدالرةاد الحرجأو
 :الحل

cmx  اختيارنلبند نرى أا هذا فيو أن تحدثنا  كما سبق ة ئزإلى تج سيؤدي ∆=25.0
st ولهاطرعية فترات ف إلىية نالزمفترة ال 206.0=∆. 
 :هيلحدية ا.وط شر الن أًضاعلم أين

( ) ( ) 0,2,0,0 == tutu 
 :وط الابتدائية نرى أنشر المنكما أنه 

( )
( ) 21,2100

10,1000,
≤≤−=

≤≤=
xx

xxxu 

 :تي وذلك كالآ،ةئد التجزبعيقة أخرى، روط بطشر التعبير عن هذه النويمك
 :يةوط الحدشرال
0=j

Nu00 و =juل ك لj ث وحيNترات فعدد ي  هx الفرعية. 
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 :الابتدائيةوط شرال

( ) 21,2100

10,100

≤≤−=

≤≤=

ii
o
i

ii
o
i

xxu
xxu 

من قيم  ب كل صفسابق نستطيع أن نحسوهكذا وبنفس الطريقة المتبعة بالبند ال
u القيمة الزمنية  فعلى سبيل المثال الصف الأول ويقابل. مة زمنية معينة المقابل لقي
0=ot ية لنحصل علىئوط الابتداشرة من الشريمكن حسابه مبا: 
 2 1.75 1.50 1.25 1.0 0.75 0.5 0.25 0 ix   
 0 25 50 75 100 75 50 25 0 o

iu   
 

1لحساب 
iu دما نزيد الفترة الزمنية بمقدار عن، أيs206.0،القيم  تخدمس فإننا ن

1 ابس لحلاثفم. ألةسوط الحدية للمشروال) 14.9(ابقة والمعادلة سال
iuن أ نرى: 

( ) ( ) 25050
2
1

2
1 0

0
0
2

1
1 =+=+= uuu 

 :ى أننر ككذل

( ) ( ) 502575
2
1

2
1 0

1
0
3

1
2 =+=+= uuu 

1ة القيم بالصف وبذلك تكون قيم يطيع الحصول عل بقستوهكذا ن
iu على 

st(النحو  206.0=(: 
 

 2 1.75 1.50 1.25 1.0 0.75 0.5 0.25 0 ix   
 0 25 50 75 75 75 50 25 0 1

iu   
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2اب سيع حنستطوال ن المسنف علي
iuعند  القيمإلىل صسهولة التوبيمكن  و 

st  .:على الصورة =412.0
 2 1.75 1.50 1.25 1.0 0.75 0.5 0.25 0 ix   
 0 25 50 62.5 75 62.5 50 25 0 2

iu   

 الحصول) 14.9( والمعادلة ةوالابتدائيوط الحدية شروهكذا يمكننا باستخدام ال
tnt   :عند أي لحظة زمنية معطاة بالعلاقة u قيم علي ∆= 

stحيث   .ح موجبيحد ص عدnو ∆=206.0
 .المرتبط بالتأكيد بالشروط الابتدائية و لا يفوتنا ملاحظة التماثل الواضح في هذه المسألة

متسلسلات  تخدامس باإليهل ص والذي يمكن التو،ع للحل التحليليجو بالرالآن
 :ن نرى أييه،فور

( )
( ) ( ) ( ) tnexn

n
u

2123738.0

0
22 2

112cos
12

1800 +−
∞





 −+

+
= ∑ π

π
 

أن  بق فإننا نجدسابها فيما سلقيم مناظرة للقيم التي تم ح u قمنا بحساب وإذا
مثل هذه  وهذا يوضح مدى صلاحية الطرق العددية في، 4% يتجاوز  في الحل لاأالخط
 .لئالمسا
 Hyperbolic Equationsية     دئاز تعادلام  5.9

جية التي ها في الفيزياء المعادلة الموالث والتي من أهمثم السالمعادلات  القه هذتمثل 
 :ة في هذه الحالة هيليض والمعادلة التفا؛لاًثتر مو.تذبذب تصف 
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) 15.9...... ( 
2

2

2

2

x
y

w
gT

t
y

∂
∂

=
∂
∂ 

 في ابتةثال دشيمة ال قTطول ول لوحدة ان الوزwهي الإزاحة الرأسية و yحيث 
 . الإزاحة الأفقيةx عجلة الجاذبية وgالوتر و

 :نقوم مرة أخرى باستخدام الفروق المحدودة ونكتب

( ) ( ) 








∆

+−
=

∆

+− −+
−+

2
11

2

11 22
x

yyy
w
gT

t
yyy j

i
j

i
j

i
j

i
j

i
j

i 

j+1بالحل لـ 
iyنجد أن : 

) 16.9...... ( ( )
( )

( ) ( )
( )

j
i

j
i

j
i

j
i

j
i y

xw
tgTyyy

xw
tgTy 









∆
∆

−+−+
∆
∆

= −
−+

+
2

2
1

112

2
1 12 

 :ولو قمنا باختيار
( )

( )
12

2

=
∆
∆

≡
xw
tgT

ζ 

 :أو أن

) 17.9...... ( 
w

Tg
xt ∆

=∆ 

 : ولحصلنا علىات لنا الحسابلسهلت
) 18.9...... ( 1

11
1 −

−+
+ −+= j

i
j

i
j

i
j

i yyyy 
j+1لاحظ أن 

iyوط عندشرمد على التع ت ji tt ,1− 
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 )4.9 (مثال
 :يةجخذ في الاعتبار المعادلة المو






 ≡= w

Tgcycy xxtt
22 

 :يةوط الحدشرالو 
( )
( )
( ) 00,

0,20
0,0

=
=

=

xy
tu

tu

t

 

 :الابتدائيةوط شروال

( )
2010,

100,

20
0,

≤≤

≤≤









−
=

x

x

x

x
xy 

ية ئ الابتداصفر والإزاحةية ئ سرعته الابتدا،cm20وله طل تذبذب وتر ثلة تملمسأهذه ا(
) بـاةطمع )0,xyمثبتانرفيه ط ن كما أ( 

scmc  كانوإذا  .ًياألة عددسالمه  بحل هذ فأوصف كيف تقوم=10
cmx فإنه باختيار ζ=1 خذناأ لة وإذاسألم اتايمن معط لسهوله وذلك  (∆=5

st فإن) حيوضتال 5.0=∆. 
 :وط المختلفة كالآتيشرالآن نترجم ال

     :يةوط الحدشرال
0,00 == j

n
j yy    ثيح n لـ هو عدد الفترات الفرعيةx.  
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 :ئيةداتوط الابشرال

2010,20
100,0

≤≤−=
≤≤=

ii

iii

xx
xxy 

01و                                                       
jj yy = 

 : نرى أنt=0الآن عند 

051050
20151050

0
i

i

y
x 

01ن إيث وح
ii yy st دنإنه ع ف=  :لىعل صنح =5.0

051050
20151050

1
i

i

y
x 

o والمعلومات السابقة من ) 18.9(باستخدام المعادلة 
iy 1 و

iyوط حدية و الشر 
st لـ تطع كتابة الحلسية نئبتداالاو  :تيكالآ =1

05050
20151050

2
i

i

y
x 

 .الخ. . . .  و4t  و3t عند تطيع، بنفس الطريقة، كتابة الحلسوهكذا ن
خاضع ع هذا الاختيار بالطب.  على أنه الوحدةζ ددبب اختيارنا للعسنرجع الآن ل
 .عن مدى صلاحيتهلكل استفسار و

أن  يد، أ إذا اختيرت النسبة أكبر من الواحد فإن التقارب يكون غير مؤكاًعموم
 .بةسيقة مرتبط بوحدة هذه النر الطاتزان
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بينما ؛  أنه إذا كانت النسبة أقل من الواحد فإن الدقة تكون أقلاً حقدهشمن الم
 .ζ=1تكون  عندمااً تكون دقيقة جد

 وهو ل هذه المعادلاتثالعددية لحل مق  الطرنيث عن اتزادا يقودنا للحذ هكل
 .قوم بعمله بالبند الموالينما س
 ية  الجزئيةفاضلت الت لحل المعادلاية العددق الطر اتزان6.9

Stability of Numerical Methods to Solve 
Partial Differential Equations 

ذلك   نربط بينندلة تفاضلية فإنه علينا أا معل لأيالحرب اث عن تقد نتحامدعن
 ).Stability (انزوالات) Consistency (ضقا عدم التناوبين مفهومين مهمين وهم

 ضقناتعدم ال
معادلة  حل)  المحدودةقباستخدام الفرو(ددي عب أي حل قرهذا يعني أنه إذا 

 ًئمادا لخاصية تعتبروهذه ا .ىر لأي معادلة أخلاً يكون حنلية ما فإنه لا يمكن أضتفا
 .اًصالحة أو مضمونة ولا تناقش كثير

 الاتزان
ية المعادلة صوتعين خا . للتقارباً وكافياً ضرورياًية شرطصوتعتبر هذه الخا

ذ تتواجد نهاية ئحيث عند وt∆→0قية التي استعملت للحل، وذلك عندما رالف
ية أو قد نتجت ئوط الابتداشرعن ال صادرة أي معلومة، إليهعظمى للمدى الذي تكبر 

 .اباتناسابية، في حس الحالأخطاءنوع من  يأوط الحدية أو برزت من خلال شرعن ال
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 ζ  معامل تكبيرف مفكوك فورييه وتعريباستخدامية صويمكن اختبار هذه الخا
 .ζ  الشرط الذي تحققهإليلتالي نصل على هذا المعامل وبا ζ≥1ط شروضع الو

 .يةتألة القيم الذاس لمجوع بالرًضاشة هذه المسألة أيق أنه يمكننا مناغير

xAx λ= 
 . ً خطيامن القيم الذاتية المختلفة تكون المتجهات الذاتية مستقلة Nلـ  أنه رونتذك

 ؛ة المستقروهو مثال تدفق الحرارة في الحالة غير) 2.9(ح ذلك نرجع للمثال يضلتو
 :هيولمعادلة ل من النقاط تعطى مركبات متجه الحل N إلىوحيث إن التجزئة 

( ) ( ) j
i

j
i

j
i

j
i uuuu ζζ 2111

1 −++= −+
+ 

 :ورةصألة على السإنه يكن كتابة المف

) 19.9 (…. 
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



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M

L

L

M

M

1

1

1
2

1
1

210

00
210

000021
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ζζ
ζ

ζζ
ζζζ

ζζ

 

 :نرى أ نفإننا Aبـ ورمزنا للمصفوفة المربعة  ju+1  النحواوزنا وكتبنا المتجه علىتجلو و

ojjjj uAuAAuu ==== −− ......221 
 :ثيح و je ار الخطأ هوقدكون مي ماك

ojjjj eAuue ==−= ......
~ 
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 λ يةتالذا  كتابة الخطأ بدلالة القيما يمكن أيض ؛oeطأ من لخ اشركذا نرى كيف ينتهو
 :على النحو) ix(هية المماثلة تجاوالمركبات الا Aلـ 

∑
=

=
N

i
i

i
i

j xce
0

λ 

الواحد  اويس تأوذاتية اقل من  القيم النت أنه إذا كاىوهكذا من هذا المفكوك نر
الشرط  زنة وهذا يعني أنه يمكن كتابةتبات مسا الحن أي أ. ايدز لا تتءإن الأخطاف
  :تي كالآن للاتزاحليليتال

) A(المعاملات   ةفوصفية لمتيمة ذاق أكبر ن تكونب أيجابات س بالحنصل اتزايحلكي ((
 .)))1(اوي الواحد س أو تنل مقأ

 في ببسنرى ال) 19.9 (بالمعادلة Aة ابق وبالنظر للمصفوفسع للمثال الوبالرج
كون 

2
1

=ζ. 
 Explicit and Implicit Numerical Methods ة والضمنيةدية الصريحدق العرالط 7.9

اضلية الجزئية،فيها يتم فة لحل المعادلات التتعمال الطريقة الصريحس الآن تم اتىح
لنقاط غير المعلومة  لاحة صرu ويتم حساب قام شبكة معينة من النقاط بالنطاداستخ

ة يجب التحقق من الصريح وباستعمال هذه الطريقة. ألةسالمعطاة بالم u بدلالة قيم
تفاضلية من أن القيم العددية   معادلة أي أنه يجب التأكد في كل؛تقارب كل مسألة
 .لقيم الحقيقية للحلل اًالمحسوبة تمثل تقريب

 ويمثل الفرق بين الحل التحليلي والحل( w كان الخطأ هو  آخر لوىبمعن أو
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 عندما w→0 بة إذا كانرودة بأنها متقاحدالم فإنه يقال عن طريقة الفروق ؛)العددي
0→∆x 0 و→∆t.دلات اعبالمات يالكم  على بعضاً وهذا بدوره يضع شرط

 : حصلنا علىنبق وأسلية كما ضالتفا

( ) 2
1

2 =
∆

∆
xcp

tgT 

 : وةرستق الملة غيرا الح-ارة رفق الحددلة تاعة لمبلنسبا
( )

( )
12

2

=
∆
∆
xw
tgT 

 .دلة الموجيةبة للمعاسبالن
 .وطشر الهل هذثابق كيف نصل إلى مسا بالبند النولقد رأي

 :ة، لو أخذنا المسألةيح استخدام الطريقة الصركمثال آخر على
Ttx

x
u

t
u

<<<<
∂
∂

=
∂
∂ 0,10,2

2 
 :وط الابتدائيةشربال

( ) ( ) 100, ≤≤= xxfxu 
 :يةوط الحدشروال

( ) ( )
( ) ( ) Tttgtu

Tttgtu o

≤≤=
≤≤=

0,1
0,0

1

 

 : هييةق المعادلة الفرفإن
( ) nininini uuuu ,1,,11, 21 +−+ +−+= λλλ 
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 :حيث

( )2x
t

∆
∆

=λ 

 إذا كان اًقاربمت لا الحذويكون ه
2
10 ≤< λ . 1 وكما نرى أنه لحساب, +niu تعمل سن

niu وهي u لـ يملقثلاث ا niu و , niu و−1, والذي ) 5.9( موضح بالشكل كما هو +1,
) اطق الن شبكةليمث )ni tx ,. 

 

 
 يحة الصريقةالطر) 5.9(كل شال

 

 ة أخرىغيصدم ختسة، أما الطريقة الضمنية فإنها تيحهذا عن الطريقة الصر
 :)لاث المسبة لنفسبالن (تي وذلك كالآقور الفبلحسا

( )2
1,11,1,1,1, 2

x
uuu

t
uu ninininini

∆

+−
=

∆

− ++++−+ 

niuتحسب انية وبذلك ثقة الشتاب المس عند حnt+1 ندعتبار النقطة عأي أنه تم ا , 
1,1 لاثثبدلالة النقاط ال ++ niu 1 و, +niu 1,11 و +− nu 6.9(كل شكما بال.( 
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 t∆→0 و x∆→0الميزة في استخدام الطريقة الضمنية هو أنها تتقارب عندما و
بغض النظر عن النسبة 

( )2x
t

∆
∆. 

 

 
 نية الضمريقةالط) 6.9(كل شال

 
 Boundary Conditions and Their Kinds  الشروط الحدية وأنواعها  8.9

اع نوالأالحدية نفترض أن القارئ لابد وأن مرت به وط كلم عن الشرنحن نتو
 ما، لهذه الشروط أنه لا بأس أن نتعرض، من خلال مثال  غير؛وطشرالمختلفة لهذه ال

   :في عجالة وكيفية معالجتها عند تحويل المعادلة التفاضلية إلى معادلة فرقية
 :لنأخذ المثال

tyyxx uuu =+ 
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 :حيث

( )tyxuu ,,= 
 وط الحديةشر الن تكونكن أمي.  xy توىسفي الم) دودة مح( R نطقةة في معرفم

 :تيالآك
gu)النوع الأول(شرط ديريكليت  .1 =. 

guu)النوع الثاني(شرط نيومان  .2 sn =+ βα. 

  )su المشتقة المماسية و nuالمشتقة العمودية .( 

guuu) النوع الثالث(شرط روبن .3 sn =++ γβα. 

γβαوحيث   . كلها ثوابتg و,,

و فل.ط الحدي المعينلشروق محدودة تعتمد عل افر إليل ئاسل هذه المثة موترجم  
guaux  :ديلحط اشرال الثأخذنا في هذا الم  ننا نرى أنه لحسابفإ ؛x=0 عند −+=

tu و yyu في حساب لن تكون هناك أي مشكلة ولكن المشكلة تكون xxu. 
) ل ذلك نركز على النقطةلعم   )j,0ثم نستخدم مفكوك تايلور لحساب  ju ,1 

ju لالةبد  :أي أن؛ مشتقاتهاو 0,
( ) ( )3

2

,0,1 0
!2

xxuxuuu xxxjj ∆+
∆

+∆+= 
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 :نوبذلك نرى أ

( )
( )[ ] ( )xxuuu

x
u xjjxx ∆+∆−−

∆
= 02

,0,12 

gauux ط الحدي شر باستخدام النالآ  : نحصل على=−

( )
( ) ( )[ ] ( )xxguxau

x
u jjxx ∆+∆−+∆−

∆
= 012

,0,12 

) ألة عندسالمعادلة الفرقية للمن بذلك تكوو )j,0هي : 

( )
( ) ( )[ ]

( )
[ ]

t
uu

uuu
y

xguxau
x

njnj
njnjnj

njnj

∆

−
=−−

∆
+

∆−+∆−
∆

+
+−+++

++

,,01,,0
1,1,01,,01,1,02

1,,01,,12

21

12

 

ً معزولا x=0كان الجانب  يل الحراري ولوصل التوئساملاحظ أنه في 
( )0=xu ) 0ن أي أ== ga( ية عند ناث القةتشفإن الم( )j,0البسيطكلش تأخذ ال : 

( )
[ ] ( )xuu

x
u jjxx ∆+−

∆
= 02

,0,12 

 ة هامتملاحظا 9.9
الشروط  و الاتزاند ببناًابقة وخصوصس الديل الرياضية بالبنوص نركز على التفالم .1

تخدم سا نوهذا يعني أنن؛يةدالحدية وذلك لأن موضوع الكتاب هو الطرق العد
يل الرياضية والبراهين صالخوض في التفاضي للريا  المهتم أورئالطرق ونترك للقا
 .الوقت هنا لغير التطبيقاتد المختلفة ولن نج
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كما في حالة  تقات من الرتبة الأولىشفي حالة تواجد مشتقات من الرتبة الثانية مع م .2
 :ستخدام التقريبا )مثلا(انفإنه يمكنأو الكروية  الأسطوانية الإحداثيات

( ) r
uu

rr
uuu

r
u

rr
u ii

i

iii

∆
−

+
∆

−−
=

∂
∂

+
∂
∂ −++−

2
121 11

2
11

2

2 

 . باستخدام الفروق المركزيةوحيث قمنا بتقريب الجزء الثاني

في . عام   الصريحة والضمنية ولكن بشكلقابقة للطرسلقد قدمنا في دراساتنا ال .3
وطريقة دوفورت   متخصصة مثل طريقة كرانك ونكلسونقالحقيقة توجد طر

المتلهف للاطلاع على مثل ئ يرهم وللقارغك ووفراكل، وطريقة بركات وكلار
 .بهذا الكتا  الموجودة بآخرجع الطرق أن يرجع للمراههذ
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 )9(تمارين 
 لـ طبية لكتابة المعادلة الفرقيةق الالإحداثيات لابلاس في ؤثرمل متعاس .1

2.02 =∇ u1 خذ. 4 طرهاقرية نصف ئادف صقة ننط ملى ع=∆r 6 و
πθ =∆ . 

 . على الحافة الدائريةu=0 و قيمةستة المفالحا على u=10والشروط الحدية هي 

st الحرارة عند دأوج .2 في  فق الحرارةدي يتناول تلذا) 2.9( في المثال =062.2
 :نت  كاإذاتقرة وذلك سالحالة غير الم

( )
2

sin1000, xxu π
= 

استعمل الطريقة الصريحة بـ 
4
1

=∆x؛ قارن بالحل التحليلي: 







−

2
sin100 3738.0 xe t π 

ن عند بعدي امها فيدستخاند عية التالية، وذلك ق الفرالتقريباتحة صق من قتح .3
)النقطة  )j,0. 

  )أ 
( )

( )2
4

,2,1,,1,2
4

4

0
464

x
x

uuuuu
x
u jijijijiji ∆+

∆

+−+−
=

∂
∂ ++−−. 

)  )ب  )( ) ( )( )21,11,11,11,1
2

0
4

yx
yx

uuuu
yx

u jijijiji ∆+∆+
∆∆

+−−
=

∂∂
∂ −−−++−++. 

 ليةض أكتب المعادلات الفرقية للمعادلات التفا .4

tzzyyxx     )أ  uuuu =++. 

o b e i k a n d l . c o m



 ■ ■  ■ ■   
  

  355  

t  )ب 
xxt ekuu −=−. 

)   )ج  )tqrukuu xxt =−−. 

tQucu  )د  xxtt ωsin2 +=. 

 :ضليةفات اللةا، للمعاديحلك، عددريقة ف طصأو .5

( ) 0,0, ><<=− tLxtxqkuu xxt 
 : بالشروط 

( )
( )
( ) Lxxu

ttLu
ttu

<<=
>=
>=

000,
00,
00,0

 

 .sec5=tتى مل اللحظات الزمنية حشوذلك لت) 4.9(أكمل حل المثال  .6

 :اًية التالية عدديئقم بحل المعادلة التفاضلية الجز .7

( ) ( )
( )
( ) ( )
( ) ( ) czbyzyauzyu

czaxzbxuzxu
byaxcyxu
byaxyxfyxu

czbyaxuuuu tzzyyxx

<<<<==
<<<<==
<<<<=
<<<<=

<<<<<<=++

0,00,,,,0
0,00,,,0,
0,00,,
0,0,0,,

0,0,0

 

 .)  أبعادثةلاث  لابلاس فيت معادلاإحدىألة سل هذه المثتم(
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