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        y 
                   x 
           dA 
 
 
      
     y 
 
        x 
      ���)5-1(  
 
            

  	���ا���ب ا�
  ��اآ� ��
 ا������ت

                      0
(��� 	
a,( لV
5 X
A �$#/ أن 	9 ا�$��7!��,IL �$�آY ا�],� 8ي 7��A	 أ)Iّ: �� eر �
      �

�م              . ه!9 ا��,a	 ه? A�آ
Y ا�],�RA x
'�a�� 	7��
A 8ي �

�6 إ7
Iا-'�ت A�آ
Y ا�],
 ا�#
Yوم   و/

��ت �(,�ى��G�$ا�$���7ت آ S)*.  
  
    : ا��Aم ا:ول �)!��3" 63ل ���ور ا�!�(6ى ا:<�<'"5-1

  ا�$
�ور     ا�#Yم ا8ول �($��7	 �7ل I,Aار�#ّ�ف
  ���/T P�ب ا�7��$	x & y  ���)5-1 ( ا8;�;'	 

 e
T�/ �$ر ا8;�;? آ�
  و�#A I�آY ا�7��$	 X* ا�$
            :����'�'Xا )2-5(& ) 1-5($#�د��'X ا�
  

            Qx  = ∫ ydA  ................(1-5)  

               Qy  = ∫ xdA ……………(2-5)    

 

5-2"3��!(� 
 : ��آ� ا��#

?;I8ي ��� ه� 	ا�$��7 ���V5 XA �$#/ ?ا�� 	a,ا�� e(.� 	7��$ا� Yآ�A ���#/ x�; 
   ا�$
�ورو��A x'�a#�د��? *Yم ا�$��7	 �7ل. )5-2(��� 

  )2-5(& ) 1-5(ا8;�;'	 
    

                       Qx = ∫ ydA = A y       &  

                        Qy = ∫ xdA = A x   

  
S)* �L
  *7��$)�  X	 �I#ي A�آY ا�],�(

         :ه$�ا�$
�ور ا8;�;'	 و
                    

                dA 
   y 
              
             x  
 
         yx,  
      y  
 
            x        ���)5-2(  
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      y 
 
 
          ( )yx,  
        h             
 
 
              x 
             b 
      ���)5-3(  

      y 
 
 
          ( )yx,        dA 
        h             
       dy 
     y 
              x 
             b 
      ���)5-4(  

∫
∫
==

dA

ydA

A

Q
y x      & ∫

∫
==

dA

xdA

A

Q
x y          


�ر �$� �$�آY ا�],� ��ول إ�S ا�h7N �RL أنA �7ل 	م ا8ول �($��7Y#ا� . 
 

5-3-
CD� 
  : ��آE ��آ� ا��#
  	a'�� أ���ل Sإ� ��Gا� �*��AI ���ن ه��ك ��� A�آ6 ����ن I* XAة أ���ل أ;�;'	 �,ّ�

 S)* ��و��5! ا�$K$�ع ا��K�ي �$���7ت اY28اء ا�$_�(R	 وآ!�Y* sوم ه!9 اY28اء و�,�$�

�6 أ�#�د A�آY ا�],�� ��]#�.  

  
     ∑∫

∑∫
∑
∑

==
dA

xdA

A

Q
x y       )5-3(  

                        

  ∑∫
∑∫

∑
∑

==
dA

ydA

A

Q
y x      )5-4(      

  أ��)"
  :1-���5ل

 �Aام ا����I_�;�� 	7��A I2أو  
 e/I*�: ا�!ي �'a��$ا�b e*�R/وار h   
)A�آe),- Y وآ!�s أوI2 إI7ا-'�ت )yx,  

 ���)5-3(.  
  


  :ا��
  : )IK أن)I_�;�� ��� )5-4ام ���
	 أ",'	

            dA  = b dy 

             A  = ∫ dA = ∫h
0

bdy 

        =  
h

0
by  = b ( h-0 ) 

        = bh 
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               y 
 
 
 
 
     h 
               ( )yx,  
       x 
 
           b 
    ���  )5-5(  

  . أي أن 7��A	 ا�$��a'� /��وي ا��aل A[�و�� "? ا�#�ض
  :  "'��ويy ا�$��7	 ا8ول �7ل ا�$
�ر أY* �Aم

  
        Qx  =  ∫ ydA = ∫h

0

ybdy   

=  
h

0

2

2

y
b       

    = ( )0h
2

b 2
−   = 

2

bh2

 

  
  :���وي  A I#�x�آY ا�],� *X ا�$
�ر ا��'�? 

  

   ∫
∫
==

dA

ydA

A

Q
y x   

   =    
bh

1

2

bh2

×  =
2

h
 

 

  :���وي  yو���$]� �$�X إ-��ت أن �#A I�آY ا�],� *X ا�$
�ر ا��Lدي
     

2

b
x =  

  :2-���5ل
 �Aام ا����I_�;�� Z)[$ا� 	7��A I2أو  

 e/I*�: ا�!يb e*�R/وار h I2أو s�!وآ   
)Ae),- Y�آ إI7ا-'�ت )yx,  ���)5-5(.  
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               y 
 
 
 
      a           h-y 
     h 
               ( )yx,              y 
       x 
 
           b 
    ���  )5-6(  


  :ا��
   )I_�;�� ��� )5-6( IKام ���
	 أ",'	

e(أ S)* �L
( X'[)[$ا� e��G/ XA:  
          

h

yh

b

a −
=      ⇒    a = ( )yh

h

b
−  

          d A =  a dy  = ( )yh
h

b
−  dy 

            A = ∫ dA   = ( )∫ −

h

0

dyyh
h

b
 

       = 
h

0

2

2

y
hy

h

b 


 −  

= ( ) ( )



 −−− 0h

2

1
0hh

h

b 2  

= 


 −
2

h
h

h

b 2
2  = 

2

h

h

b 2

×  

=
2

bh
  

  
*Yم  ا�$��7	 ا8ول أ�A  .ع أن 7��A	 ا�$](Z /��وي )�L ا�,�*Iة A[�و�� "? اNر/�R أي

  : "'��وي x �7ل ا�$
�ر
       Qx  =  ∫ ydA = ( )∫ −

h

0

2 dyyhy
h

b
 

     Qx =   
h

0

32

3

y

2

y
h

h

b





 −   = ( ) ( )



 −−− 0h

3

1
0h

2

h

h

b 32  

  =   


 −
3

h

2

h

h

b 33

  =  ( )23
h6

bh3

−  = 
6

bh2

 

A I#� ?�'ر ا���
  :���وي  x�آY ا�],� *X ا�$
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       o 
    ���     )5-7(  
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2

π
             

3

R
       Rdθ 

 
3

2R
    dA          

                   θ       y       x 
 
    dθ 
    ���      )5-8(  
          
            

    ∫
∫
==

dA

ydA

A

Q
y x   =  

bh

2

6

bh2

×  = 
3

h
 

Z)[$ع ا��R/ار Z)- وي��/ 	"��A I#�� Z)[$ا�],� "? ا� Yآ�A أي أن . I#� إ-��ت أن X�$� �[$و���
  :���وي  Ay�آY ا�],� *X ا�$
�ر ا��Lدي

     
3

b
x =  

  
  :3-5 ���ل

lر� 	7��A I2أو �Aام ا����I_�;��  ة�BاIا�  
� 7��A	 ا�IاB�ة ( - XAو(  Yآ�A ا-'�تI7وإ  

)ا�],�  )y,x ��� )5-7(.  
  


  :ا��
	
��Gآ 	��Bدا 	#a: امI_�;�� 	�زاو I#� S)*  	�Yآ�Aθ  

��
	dθا�$�آY�	   وزاو����Gأن ه!9 ا� P��� �"��/ ه��DL� Z)[A   
 ���)5-8( .e')*و:  

           dA  = ½ Rdθ *R 

        = ½ R2dθ 

      A = ∫ dA = ∫2/

0

2dR
2

1π

θ

     = ∫2
0

2

d
2

R
π

θ  = 
2

0

2

2

R
π

θ  

   A =    
2

R2

( 
2

π
 - 0 )   = 

4

R2π
 

 ). 3.141 �ط (  ا����	 ا��,���'	 ا�$#��	 Z'7π  )  R2 π (وe�A )IK أن 7��A	 ا�IاB�ة /��وي 
  :���وي  x أY* �Aم  ا�$��7	 ا8ول �7ل ا�$
�ر

       Qx  =  ∫ ydA = ⅔ R Sinθ * ½ R2dθ 
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      y 
 
 
 
 
                       dx 
     x            dA          
         y             x 
    ���  )5-10(  
           

= ⅓R3 ∫2
0

dSin

π

θθ   = ⅓R3 ( )2
0Cos
π

θ−   

= ⅓R3 { -0 + 1 } = ⅓R3 

  :���وي  A I#�x�آY ا�],� *X ا�$
�ر ا��'�? 
  

    ∫
∫
==

dA

ydA

A

Q
y x   = ⅓R3 *

2R

4

π
 = 

π3

R4
 

  �'�? �$�آY ا�],� ���ويو���$]� �$�X إ-��ت أن اI7Nا-? ا�

π3

R4=x            

�ر ���L زاو�	 ر�l ا�IاB�ة ا�$�آY�	 و������? ����وى  أن ر�l ا�IاB�ةأيA �7ل �-�$�A ��� 

 X'';�;8ا X�ر�
  .I#�x ، yي أي ),a	 S)* l,/ ه!ا ا�$
�ر *X ا�$
  

  :4-5 ���ل
I2أو �Aام ا����I_�;�� 	7��$ا�   

  وا�,x  laا��ا:#	 �'X ا�$
�ر
e),- Yآ�A ا-'�تI7وإ ?dا�$_�و   

 ���)5-9(.  
  


  :ا��

   :)IK أن) XA ���)5-10 ا�G�وط ا�
Iود�	 
      @  x = b  ⇒  y = h 

   ���وىkو*('e ",'$	 -��0 ا��,�س 
                  k = 

2x

y
 = 

2b

h
 

       ∴ y = 
2b

h
 x2 

 I#� S)* 	';رأ 	

yS)* �Lا�$
�ر ا��أ;?    I_�;��xXAام ���(  :  

      y 
 
 
 
 
            y=kx2           
                h 
              x 
          b 
 

         ���)5-9(  
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        dA =     y dx = 
2b

h
 x2 dx 

         A =     ∫ dA   = ∫b
0

2

2
dxx

b

h
 

       = 
b

0

3

2 3

x

b

h
⋅ = 

3

hb
 

 


�ر      

��وي -(
Z ا�,�*
Iة            xأي أن ا�$��7	 ا��ا:#	 �'X ا�$/ 	

X ا�Iر2
	 ا�]�)'A ?
dا�$_�و l
a,ا� 
 و)jR ا�,la ا�$_�وAy ?d[�و�� "? اNر/�Rع وأن ا�YKء ا�$�$� �($��7	 ا��ا:#	 �'X ا�$
�ر 


�ع  
R/رNا ?


[�و�� "
A ةI


? ا�,�*

��وى -(]
/ . 


Yم ا�$
* �

Aأ  ?


�ر ا8",


�ل ا�$
  7��x	 ا8ول 7
  :"'��وى

       Qx  =  ∫ dAye          
   

 Z'7ye 

	 *X ا�$
�ر ا8",? ��Gا� �,- Yآ�A I#� ه� x = ) 

2

y  (  ?;ر ا��أ�
و�#X* 9I ا�$
y ه�  xe  

 = )x( 
.

      

       Qx  =   ∫ dAye         = ∫b
0

2

2

2

2
dxx

b

h
*x

b2

h
 

      Qx =  ∫b
0

4

4

2

dxx
b2

h
   = 

b

0

5

4

2

5

x

b2

h
   

= 5

4

2

b*
b10

h
 =  

10

bh2

 

  :  ���ويA I#�x�آY ا�],� *X ا�$
�ر ا8",? 
  ∫

∫
==

dA

ydA

A

Q
y x  =  

hb

3
*

10

bh2

 =  hb
10

3
 

Y* �Aر ا��أ;أ�
    "'��وىy? م ا�$��7	 ا8ول �7ل ا�$
     Qy  =     ∫ dAxe    =   ∫h

0

2

2
dxx

b

h
*x    = ∫h

0

3

2
dxx

b

h
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      y 
 
 
          b 
 
            y=kx2           
                h 
              x 
    ���   )5-11(  
           

      y 
 
 
          b 
 
                   x 
   dy             h 
          y              x 
    

  y=kx2 
           ���              )5-12(  

           

     Qy  =    
h

0

4

2 4

x
*

b

h
 =  

4

hb2

 

    ���وي�y�أ;? �#A I�آY ا�],� *X ا�$
�ر ا
                                                                    ∫

∫
==

dA

xdA

A

Q
x y  

   = 
hb

3
*

4

hb2

 = 
4

b3
 

  :5-���5ل
 la,ا� 	7��A I2أو �Aام ا����I_�;��  

  ا�$_�وd? ا�$�Kور وإI7ا-'�ت 
e),- Yآ�A ��� )5-11(.  

  
�	
  :ا

   : )IK أن)XA ��� )5-12 ا�G�وط ا�
Iود�	
      @  x = b ⇒ y = h 

   ���وىkو*('e ",'$	 -��0 ا��,�س 
                  k = 

2x

y
 = 

2b

h
 

       ∴ y = 
2b

h
 x2 

 

I#� S)* 	',"أ 	

�ر ا8",? ا�   I_�;�� y  XAام ���$xS)* �L
(  :  
        xe  = ½x  &      ye = y 

      dA =     x dy  = 
2

1
2

y
h

b 



dy 
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           y  
 
           r1=30 mm 
 

         r2 =15 mm 
 
    40 mm 
    x 
         o  
       30 mm 
 
    ���    )5-13(  
 

        A =      ∫h
0

2
1

2
1 dyy

h

b
 =   

h

0

2
3

2
1

2
3
y

h

b
    

   =  2
3

2
1 h

h

b

3

2
∗∗  =  ⅔ bh 

  .��xوه!ا ��آI ا���'K	 ا�$��:#	 XA ا�$]�ل ا��
       Qx  =   ∫ dAye  = ∫ 




dyy
h

b
y

2
1

2

 = ∫h
0

2
3

2
1 dyy

h

b
 

              Qx  =   

h

0

2
5

2
1

2
5
y

h

b
 =      2

5

2
1 h

h

b

5

2
∗  =  2bh

5

2
  

         ∫
∫
==

dA

ydA

A

Q
y x  = 

bh2

3

5

bh2 2

∗  = h
5

3
 

     Qy   =     ∫ dAxe  = ∫ 





h

0

2
1

22
1

2

dyy
h

b
y

h

b
2

1  

        =      ∫h
0

2

ydy
h

b

2

1
 =  

h

0

22

2

y

h

b

2

1
∗   

=      2
2

h
h

b

4

1
∗  = hb

4

1 2  

        ∫
∫
==

dA

xdA

A

Q
x y  =       

bh2

3
hb

4

1 2 ∗   =  b
8

3
 

  :6-���5ل 
  أو�� إ��ا�
�ت 
	آ� ا���� 

��� ا����ور ا��ي ���� ��  
�� دا�	�!"# �$�� &�ا%!
'(  

 ��))5-13(.  
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           y  
 
           r1=30 mm 
 

         r2 =15 mm 
 
    40 mm 
         40   20      x 
         o  10 
       30 mm 
 
 

      ��))5-14(  
 


  :ا��
2
 �!

��5ع  �"�5ن (�� ا�3'  
  آ� 
2 ا��;":
� وا����9 و738 

  .ا��ا�	ة 
:	و�� 
@? ا��ا�	ة ا�3=	ى
AB5� C��"ا���ول ا�  �

�8�ت ا�FزGا�  


	آ� ��� ا�� �!;�بI�Fو� C�  �� ا��
�9أ��Jا�Cأن ���� CKأ	ا�   �G��K �%أ  

L��MNا C# ?O5P5�  5ر!��� Q��;ا�  
CKأ	14-5( (�� ا�(.  

  
  

ππ 3

304

3

r4 1 ×
=  = 12.73  ⇒      

      y  = 12.73+40 = 52.73 mm  


	�  ا���ء ��

	� x  2ا���  y �	
  �	
3 Qx= A y  �	
3 Qy=Ax  

  72000  48000  20  30  2400) = 60)(40(  ا�������
��ى��� ا��ا��ة�  π)(30(2= 1413,72  30  52,73  74545,46  42411,6(½   ا�

  π -)15(2  =- 706,86  30  40  - 28274,4  - 21205,8  ا��ا��ة ا����ى
  36000  9000 -  10 -  40  900) = 30)(60(½  ا�� 	�

  129205,8  85271,06      4006,86  ∑ا����"ع      
Cآ� ا���� ه	
  :إ��ا�
�ت 

      ∑∫
∑∫

∑
∑

==
dA

xdA

A

Q
x y    =  

86.4006

8.129205
 =  32.25 mm 

                ∑∫
∑∫

∑
∑

==
dA

ydA

A

Q
y x   =  

86.4006

06.85271
 =  21.28 mm 
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وي��

وي            ر*( دا��ة      '�
ع ��
 �	 

ع               �'   C  ع
�'            T  
      ا��
'�,                ا�.	-�,

  
           ��))5-15(  

  
  
  
  
  
  
  


وي                    دا��ة��
 �	 
         �����
   )�/
           I أو H  
    ا123ع            

  
         ��)  )5-16( 


	��ت �����:  
�U ه�ا ا�!5ر-1O V�� آ� ا����	

!5ر �M��� #�ن  ����� �8�ذج �5�5د      .  إذا آ�ن �
اY(��ل ا�"��


!5ر �M��� وا�� ��) )5-15(.  
  
  
  
  
  
  
  
  

	آ� ا����-2 Cا��!�ور ه Lه� V[��M �
!5ر �M��� #�ن �8: 2
��� أآ�	 �اY(��ل .  إذا آ�ن �
� �8�ذج �5�5د 
!5ري �M��� أو أآ�	ا�"
��.  
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           y       y            y 
 
                    60mm              60mm                 5 
 
               20 
       50                          70 
        50    
       20   x        x       5   x 
  
              50 

           ��)) 5-17           (         ��)) 5-18                (   ��)) 5-19(  
  
  

        y                                     y                                      y 
            20       30 
  
 
                                                                      45                                   30 
                                                          
                                        x                             20     x                            20    x 
                                         30       20                       20       30 
 

         ��))5-20(        ��))5-21(       ��))5-22(  

50 

     y                                                    y                                                                            y 
                                                                    x=ky2                                                  دا��ة    
 
                     90 
 
         y=kx2                                     20                                                     
                                      60                                                   y=x2                       r                   r 
                  x                                                    x                               θ  θ                    x 
 
     20 

  

            ��)) 5-27         (             ��)) 5-28         (             ��)) 5-29(  
  

                 y       y                                  y                                     y 
 
 
             30       30 
                                                                                                  60                            30                   x 
 
   30                                   30      60                                                                                      60 
                                         x                                      x                                          x 
                                                              30 

  

    ��)) 5-23     (      ��)) 5-24(                 ��)) 5-25  (           ��)) 5-26(  
  

�
  ���ر
���وأ
  : إ��ا�
�ت 
	اآ� ا���� ���;���ت ا�"��
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       y                                                          y                               y 
 
                                                                                      40       40 
 
  40                                      60     x 
                                                                                    30        30 
        20       20   
                                                                                x                                           x 
               30            40                         40          40                           30           70 
                                         

            ��)) 5-30             (           ��)) 5-31        (              ��)) 5-32(  
  
  

     

 
 
 
 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  




