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 y 
              x        dA 
 
 
 
          y 
 
     x 
 

   ��)      )6-1(  

         y 
           dA 
 
                x 
 
      r      y 
 
           θ       x 
 

   ��)     )6-2(  

  	�دسا���ب ا�

م ا��
	ر ا�ّ�ا���  

    ;`̀��� C8�`̀م ا���b��`̀& �`̀8�
ا��$�̀`� وه̀`5 
̀`2 ا�f̀`5اص . ����b̀`	ف Ò`�م ا��̀`53ر ا�̀`ّ�اCM أ�
                       7`�� �b`�وم ا�ّ`'�"fا�� V[�`ا��� �`
� ا�"``M C	gGM &��`�ار 
��و
`K�@$ل ا���`)Yا V[�`�
��;���ت و�

�
���8Jا 	(�@bءة ا��;�& �PFbوا�'"� ذات ا� .   
  
  : ��م ا	
��ر ا	�ا��-6-1

  ا��!�ور   �5ل�53ر ا��اb�CMّ	ف �Oم ا�
 �
K�KYا x & y ��))6-1(C��"��& :            

 

        Ix = ∫ dAy2    ……………(1-6)  

          Iy = ∫ dAx2   …………….(2-6)         

       


2 ا�3'	  	Gوأآ �G�5
 �
K�
�
 �
  .وه�� آ�
  

6-2- ���
 :��م ا	
��ر ا	�ا�� ا	

  �53ر ا��اCM ا��:b�CGّ	ف �Oم ا�
 ��))6-2 (C�  :آ�� �

                          

                   ∫ dAr 2   =  Jo             
                 ( )∫ + dAyx 22    =            

            ∫ ∫+ dAxdAy 22   =                

 (3-6)  …………     Ix + Iy=   
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             dA 
              
 
           y' 

         x' 
        y 
   d 
 
 
 

     ��)   )6-3(  
       

 

 

        y 
 
                        x          dA 
 
 
 
       y 
 
            o                                       x 
 
 
 

   ��)           (4-6)  
            

��� ا	���ور-6-3�� � ا	���ور ا	�"�از � أو �#$ :  

2 ا� CMم ا��53ر ا��ا�b� 7�	b"  
 j"@� ��) 2
  :  أنّ) 6-3(

          

     ∫ dAy2IAA  =                                 
                    ( )∫ + dA'yd 2   =       

 ∫ ∫ ∫++ dA'dy2dA'ydAd 22=                        

∫ ∫ ∫++ dA'yd2dA'ydAd 22=   
�k�#ا�!� اYول ��
�
	&V ا��bG  ا��;��� ا�� C# �&و	l
 d2

2 ا��!5ر�2 ا��"5از�& .  

#��� C8�ا�!� ا��k 5ل ا��!5ر� CMم ا��53ر ا��ا�O x'آ� ا����	ا���ر &� .  
� �5ل ا�kا�!� ا����9 ���#��;��  .'	 ا�3ّ$5 �;�وى�!5ر ا���ر &�	آ� ا���� # ا��bم اYول �

  :أي أنّ
    (4-6).......................   Ix' + d2A  =IAA  


̀`? #b̀`�م ا�O5ر ��̀`�#و`̀!
 Ò`�م ا��̀`53ر ا�̀`�اCM �̀`5ل ا��!̀`5ر ا��̀`�ر  ��k̀`53ر ا�̀`�اCM �̀`5ل أي  
  V`̀&	
&�	آ̀`� ��̀`� ا��̀`;��� وا��̀`5ازي ���!̀`5ر ا��:�̀`5ب 
̀`l�#� إ�
̀`? ��)̀`� B̀`	ب ا��̀`;��� و



2 ه��2 ا��!5ر�2 ا��"5از�& �  .2ا��;�#
  
  : ��م ا	
��ر ا	�ا�� 	()'�ل ا	��آ��-6-3-1

   ���� CMم ا��53ر ا��ا�O ب�;� m"أ� Uإ� ���
m ه�ا ا�;�"& Qآ	
  �
`K�@ل ه��)   �`%nو� �:
;`& 
و�	اO U`̀O@̀`� �̀`;�ب ا����̀`5ع ا��G̀`	ي �$̀`� 
	اÒ`�ة . 
��̀`5ع Ò`�م ا��̀`53ر ا�̀`�اCM ا��G̀`	ي �$̀`�

� اJ(�رةG��K �%n"# إ(�رة ا�'"!�ت.  
6-4-�
              :�ر ا	�ا�� أ	,�+� ��م ا	

 C&	lأ� CMم ا��53ر ا��ا�O ف	ّb�  
 ��) ���;��   &8o? �;�وى �(4-6)

                      

      ……..(4-6)       ∫ yxdA=    Ixy   

  
�
2 ا��;�� 	3@O �
��"& m"2 �5ل و�
K�KYا��!5ر�2 ا .  



 

95 

          
        y              y'     
 

                   x     x' 

 

       dA 
      y' 

   c       x' 
 

     y  
      x 
 
 

     ��))6-5(  
     

 
       y'       y 
            x' 
           ySinθ 
 
 
      y'      x' 
                          xCosθ 
       y 
 
 
          θ         θ 
        θ             x 
 
           x 
 
        ��))6-6(  
   

C# ?8أ I�Fو� � ��$
�   �	ان���� أن أ�� ا��!5ر�2 أو آ
C&	lأ� CMم ا��53ر ا��ا�b# آ� ا����	م &��b@�.  

  
6-5-�+���� ا	���ور أو ا	���ور ا	�"�از � 	.�م ا	
��ر أ	,�� :        

�@��� C&	lأ� CMم ا��53ر ا��ا�O 7�	bM 2
  
                                                  ∫ yxdA=   Ixy  

                              ( )( )∫ ++ dA'yy'xx=           
∫ ∫ ∫ ∫+++ dAyxdA'yxdA'xydA'y'x=                 

                   y 

  
C&	lم ا��53ر أ��O ول �;�ويYا�!� ا     

        ا���ر2�ّ &�	آ�'5�x' & yل ا��!5ر�2 

�  .)5-6( (�� ��� ا��;��

̀`C ا   �O و��ن�;`̀ � 9`̀ ̀`�C8 وا���� ̀`� ا��̀`;���     ا�!̀`��2 ا�� � �̀`5ل 
!̀`5ر�2 ��̀`	ان &�	آ̀`� ����;`̀��

;� ��$# C��"��&اً�و	و��ن )'.  
2

l	و&� #�b& Cي 
	آ� ا���� 2O ا��!5ر�2 ا��5از� �
? #�نّ. ا�!� ا�	ا&V �;�وى ا��;���Oو  

  
         …………..      (5-6)  AyxI 'y'x + Ixy =      

  

  :	�ا�� ا0/�/�� ا	���ور ا0/�/�� و��وم ا	
��ر ا-6-6
CMوم ا��53ر ا��ا�O ض أن	8'Cه :               

                    

         ∫ dAy2 Ix =             

   )6-6(    ∫ dAx2 Iy =                    
      ∫ xydA Ixy =                        

                   

           دارا �5ل 'x' & yوأن ا��!5ر�2 
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��اره� ��x & y!5ر�2 ا �   θ &�او�
 ��))6-6(.              

                x'  = x Cos θ + y Sin θ            

                y'  = y Cos θ – x Sin θ            

  

U�O �3!8 Uو�Yا �
2 ا��b�د�  
                                ( )∫∫ −= dAxSinyCosdA'y 22 θθ Ix' =  

    )6-7(……. ∫ ∫ ∫+− dAxSinxydACosSin2dAyCos 2222 θθθθ   =   
    = Ix Cos2θ – 2Ixy Sin θ Cos θ + Iy Sin2θ                

  و&�����

      Iy'  = Ix Sin2θ + 2Ixy Sin θ Cos θ + Iy Cos2θ  ……………………    )6-8(  

    Ix'y'  =Sin2θ + 2Ixy Sin θ Cos θ + Iy Cos2θ    ……………………..    )6-9(    

  :و�
9 أن
Sin 2θ = 2 Sin θ Cos θ       &      Cos 2θ = Cos2 θ – Sin2θ 

        
2

2Cos1 θ+
Cos2θ =            

2

2Cos1 θ−
    Sin2 θ =  

�U ا�@!5 ا�"��C(6-7) & (6-8) ,(6-9)ا��b�دNت O �$"&�"2 آ��� :  
      Ix'  = 

22
yxyx IIII −

+
+

Cos 2θ – Ixy Sin 2θ …………………….(10-6) 

       Iy'  = 
22

yxyx IIII −
−

+
Cos 2θ + Ixy Sin 2θ …………………(11-6) 

   Ix' y'  = 
2

yx II −

Sin 2θ + Ixy Cos 2θ ………………………….(12-6) 

 �� ا��b�د�#�Bأنّ إ I�N)10-6 ( �  �@"O j@? أنّ) 6-11(إ�U ا��b�د�
  

 Ix' + Iy'  =    Ix + Iy   ………………………………....(13-6) 

 

Fًن آN VP5"

2 ا�:	#
2 �;�وى �Oم ا��53ر ا��اCM ا��:CG وه�ا  Jo.  
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      yxI ′′

                   xI ′             
yxI ′′

 

               Iave 

            M 
 

                    B                  R              A   yxI ′′            c               yI ′   

              Imin           xI ′     - yxI ′′      R 

           Iave                         

       N 
       Imax           Iy 
  )ب   (           )أ (      

           ��))6-7(  
            
    

`̀ ̀`	ة   ) 6-12(، ) 6-10(ن �ا��b�د�" 
g دا�`̀!
 2`̀O ان	`̀ GbM .     �``�
P يY s�5`̀ b"2 ا�`̀O j"`̀ @� 9`̀ 
�
  ���او��θ   �:�8 U�O �3!8 أن M  �`%n� �
�@O ة	�دا g
!
 U�O ك	!"M Ix'    و C`�#آ�!`5ر أIx'y' 

  :رأCK آ�� ��Cآ�!5ر 
 �
2 ا��b�د�)10-6 (j"@�ّأن :  

2

yx

'x 2

II
I 


 +−  = 

2

xy

yx 2SinI2Cos
2

II



 −−
θθ  

     = ( ) θθθθ 2SinI2Cos2SinIII2Cos
2

II
22

xyyxxy

2

2

yx +−−


 −
……(14-6) 

 �
2 ا��b�د�)12-6 (j"@�ّأن :  
( ) θθθθ 2CosI2Cos2SinIII2Sin

2

II
I 22

xyyxxy

2

2

yx2

'y'x +−+


 −= ……(15-6) 

 2
  :�@"j أنّ) V��&)14-6 ( ،)15-6 ا��b�د�"
  ( ) 2

xy

2

yx2

'y'x

2

yx

'x I1
2

II
I

2

II
I +


 −=+


 +−  ……………………..(16-6) 

VB5&  

Iave = 
2

II yx +  & R = 2

xy

2

yx I
2

II +


 −
 ………………..(17-6) 

 �
b�د�)15-6 (Uول إ�nM:  
( ) 22

'y'x

2

ave'x RIII =+−  ……………………………………(18-6) 


b�د�̀`� دا�̀`	ة P 73`̀8:	ه̀`�   C`̀وهR ��̀`U ا��!̀`5ر اC`̀�#Y وُ&C و
	آ�ه̀`� �8:̀`O �`̀�G:@ه�  ا���`̀b
  ).Iave  ��))6-7ي �;�و
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�ً   . GbM`	ان v`'8 2`O ا�`�ا�	ة    ) 12-6(،  ) 11-6(ن  �ا��b�د�"`�
�`�ا�	ة �`5ل    و�I`�F أ8 ?`8ّ"� �`���"� 
    ̀̀'8 U`̀ ̀`2 ا�5)̀`5ل إ� ��� C`̀ �#Yا��!̀`5ر ا     �̀`�ا�	ة &��@�:̀` 
g ا�`̀!
 m`̀Kر m`̀ M إذا �`̀�
̀`vN C ا�@"  ا�"

 �$M�
�  'Iyإ��ا�
�#Yا ،-Ix'y' �
Kأ	ب -7-6((��    ا� .(  
  �� ا��53ى ��bم ا��53ر ا��اA     CMا�@�:�

�"? ا�3=	ى B وا�@�:� '���M Ix ا��P ���M .   2
`� C`#

  2
�    M أن آF ا�@�:"�
P �ه��@O 5ن�Ix'y'  	'( وى�;Mًا . 
���# ?
�Oو      �m ا�"C ���2 أن oM%`�ه� ا��او�`
θm  2
� A, B ا�"w�@M C	 ا�@�:"�
P VB5& �$
�O 2 ا�!53ل��� Ix'y' = 0 C#  �  )12-6(ا��b�د�


j"@� 9 أن�:  
  Tan 2θm = - 

yx

xy

II

I2

−

  …………………… 6-19( )  

        �� &"'��B ا��b�د��
� إ�`U ا��او�`�    ) 10-6(و���2 ا�5)5ل إ�v'8 U ا�@"G;@��& θ     �`�
"8 ��5;`Mو 
	'3��& �B�'"ا�.  

      
θd

dI 'x  = 0 

   �2 ���او��   ) M)6-19!�د ا��b�د�
"�
P2θm  ��$@

�5ن ه@�ك     180  ا�'	ق &K ?
�Oو �در�
`̀"�
P� �`̀ ودوران  )أ-w�`̀@MA  ��`̀) )6-7	 أ�̀`�اه�� ا�@�:̀`�  .  در�̀`�90 ا�'̀`	ق &
@$�̀`�  θmن ���او�


9 ه�     ا��!5ر� �(Yا ��         �5ل �8:��;`��� CMم ا��`53ر ا�`�ا�`b� ا��`53ى ��
. L ا�@�:� ���M ا��
    �� #"@�w	 ا�@�:
� ا���8�
� ا�`3=	ى       وا��!5ر ا�5�bديّ Bأ
� ا��`�
ا���ر &@�:`� اY)`� و��M`� ا��
 ���;`̀��� CMم ا��̀`53ر ا�̀`�ا�`̀b� .  ّ�;`̀� ��$
l`̀b& U`̀�O ان�`̀
�b"وه̀`�ان ا��!̀`5ران ا��
ا��!̀`�ور �ن 
    Yا �� �5ل �8:��;��� �
K�KYا  �(O       �`�$� ة	w�@ا�� m

`C ا��`53ر ا�`�اCM اC`K�KY         ، وا���O

Imax , Imin أو  �� �5ل ا�@�:��;��� U8دYوا U3PY2 ا

�bا�O . 3م ا���O أن I�N CM5ر ا��ا
�U ا��
m ا�3=	ى وا��G	ى ��bم ا��53ر ا��ا�CM;�وىأ�l	�b@� C&م وO ا�!53ل �@O 	'3ا� .  

  
 Imax = Iave + R & Imin =   Iave – R.........................................( 6-20 ) 

  
 �
2 ا��b�د�)6-17 (U�O �3!8:  

 Imax, min =
2

xy

2

yxyx I
2

II

2

II +


 −±+
 ……………………( 5-21 )  

        �
� ا��!5ر�2 اU3PY واYدU8، أو &��"C# s�5b ا��b�د�`
�M 2��� ه�ة��O`2 أ�`�   ) 10-6(و&���
 �
m ا��او�Pθ.   
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        y 
     
 
 
   h-y 
                 dA           h 
dy 
    y                                x 
 
                   b 
 

   ��)  )6-9(  
 

        y 
     
 
 
 
                                 h 
                                         
        x 
 
                   b 
 

   ��)  )6-8(  

    ���;��
� ��5ن ��@O                   5ر`!

!5ر �M��� ، أو أآ�`	، #`���!5ر ا��`�ر &�	آ`� ا���`� ��`5ن  
CK�Kأ .����M 5ر!
 CK�KYورة أن ��5ن ا��!5ر ا	l��& v
  .و�
  أ���� 
  :1-���6ل 

   C8�ا�� �  أو�� �Oم ا��;��
 ?M�O�P ا����ور ا��ي �
:";���b   

 ?O�'Mوارh 2
;
F5ل ا��!5ر�2 ا���   
2��
�b"ا�� ?
b�l� ��) )6-8( .  

  
  


  :ا��
CMم ا��53ر ا��ا�b� 7�	b"2 ا�
  ��8  

  اC�#Y  أن ه�ا ا��bم �5ل ا��!5ر
  :�;�وي) 6-9((�� 

                Ix = ∫ dAy2   

  
9
� �
  &��f"Kام (	�!� أ#�

       dA   = b dy 

Cه �!�	�  وإ��ا�
�ت 
	آ� ا���� �$�L ا�
   ye = y  & xe = 

2

b
 

∴        Ix = ∫h
0

2bdyy    =    
h

0

3

3

y
b    =

3

bh3

  

  
� ���2 إ�G�ت أن
Kرأ �  و&����� &��f"Kام (	�!

     Iy = ∫ dAx2   = 
3

hb3

   

   �`̀ ̀`V ا�@� 
�� y`̀8�9 آ`̀
� ا%"
̀`	ت &!!�	�
̀`2   و�I`̀�F أن ا�̀` �̀`U أ&b̀`�د 
"̀`;�و� �O �`̀$& ط
                     ?`� �
5از�` �!�	��V ا��	اد �`;�ب O`�م ا��`53ر ا�`�اCM ��5`? أي أن ا�`lو���`2  . ا��!5ر أو ا�
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        y 
     
 
 
   h-y 
                       dA     h 
 
                                       x 
 
                   b 

   ��)  )6-11(  
 
                                    

a y  
dy 

        y 
     
 
 
 
                                 h 
 
                                        x 
 
                   b 
 

   ��) )6-10(  


$� �!;�ب        �O ا�!53ل mM C"ا� ��

} ا�@"G:MIx    ب�;`!� Iy           م ا��`53ر�`b� �`
��M �`
��O اء	�|`& 
C�� آ�� �!�	��� CMا��ا:  

   dIy = 
3

dxb3

 ⇒ Iy = ∫h
0

3

dx
3

b
 = 

3

hb3

 

                  {`G:@5ل ا��!`5ر ا��`� ?`��� C`# �

� و:";�� CMم ا��53ر ا��ا�O &���5ل أن 	آ�";Mو
 U�O Q
b�M ا���:5ع C# وي ا��5ازي�;� ��U ا�!�#O3.  

  
  :2-���6ل 

    C8�ا�� �  أو�� �Oم ا��;��
 ?M�O�P 9 ا����ور ا��ي�����b   

 ?O�'Mوارh�  2
;
F5ل ا��!5ر�2 ا��  
2��
�b"ا�� ?
b�l� ��) )6-10( .  

  
  


  :ا��
CMم ا��53ر ا��ا�b� 7�	b"2 ا�
  
  ��8 أن ه�ا ا��bم �5ل ا��!5ر

  :)11-6( (�� اC�#Y �;�وي
                Ix = ∫ dAy2   

  
� ��8 أن
  :&��f"Kام (	�!� أ#�

  
       dA   = a dy 

   
h

yh

b

a −
=  ⇒ a=

h

b
(h-y) 

∴ dA = 
h

b
(h-y) dy 
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        y 
 
 
               y=kx2 
          h 
 
                  b                    x 
 

   ��)  )6-12(  
        y 
 
                   b 
               y=kx2 
   (x,y)         h 
 
                x           dx        x 
 

   ��))6-13(  

  ∴  Ix  =    ∫ −

h

0

2 dy)yh(
h

b
y  =  

h

0

43

4

y

3

y
h

h

b 


 −   

= 0h
4

1
h

3

h

h

b 43 −


 − =     ( )34
h12

bh4

−  = 
12

bh3

    

  
� ��8 أنو&����� &��f"Kام (	�
Kرأ �!:  

        Iy = 
12

hb3

 

  
  :3-���6ل 

   أو�� ���:V ا��f	و]C ا����ور
  �Oم ا��53ر ا��اCM �5ل ا��!5ر�2

 2

K�KYاx & y   ��))6-12(.  
  


  :ا��
�
Kرأ �   وا�@"��j ا�"�f"K�& {GK Cام (	�!

�$
�O أن  ��8)13-6( (�� ا�!53ل:  
         dA  = y dx 

          dIx  = 
3

ydx 3
⋅

 

            Ix = ∫b
0

xdI  


2 ا��	وط ا�!�ود�� ��8 أن:  
   @  x = b , y = h 

   ∴ k = 
22 b

h

x

y
=   ⇒ 

    y = 
2b

h
 x2 ⇒     dIx = dxx

b

h

3

1
3

2

2 


  
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           y 
 
 
 
              R          du 
   u                   x 
           o 
 
 
 
 

   ��)      )6-15(  

                    y 
 
 
 
           R                  
                                  x 
          o 
 
 
 
 

   ��)    )6-14(  

 ∴            Ix =      ∫b
0

xdI   =   ∫b
0

6

6

3

dxx
b3

h
  = 

b

0

7

6

3

7

x
*

b3

h
  

                      Ix =     
6

73

b21

bh
 = 

21

bh3

 

� ��8 أن!�	�  :&��f"Kام v'8 ا�
      dIy =    x2dA = x2 ydA = x2 

2b

h
 x2 dx 

   =   dxx
b

h 4

2
  

     Iy =      ∫b
0

ydI  = dxx
b

h b

0

4

2 ∫  =  
b

0

5

2 5

x
*

b

h
 =      

2

5

b5

hb
 = 

5

hb3

 

 

  :4-���6ل 
��ا�	ة أو��� CG:ا�� CMم ا��53ر ا��ا�O   

  ا��53ر ا��اCM  ا����ورة و
�O m� 2م
  .)14-6( (�� �5ل أP:�ره�

  

  :ا��

 �   وbM	�7)15-6((��  دا�	��&��f"Kام (	�!
��8 CG:ا�� CMم ا��53ر ا��ا�O أن:   

  
            Jo  = ∫ dAr 2  = ∫ odJ  

          dA = 2π u du 

          dJo = u2 dA 

       ∴  Jo =  ∫ dAu2  

          

∴  Jo = duu2*u
R

0

2∫ π  
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      y 
    
    
    
  R   
           x 
         o 
 

   ��)    )6-16(  

        y 
                    y / 

 
 
 
                              h        x /    
 hl2 
                                        x 
            b/2 
                  b 
 

   ��)  )6-17(  

= 2π
R

0

4

4

u
 =

2

R4π
 

 


̀`C ا��̀`53ر ا�̀`�اCM �̀`5ل ا��!̀`5ر�O  2̀`�م ا��̀`53ر ا�̀`�اCM ا��:k#�`̀�� C`̀Gو�
̀`9 أن�O 5ع`̀��
 
 2

@
� �"���� ا��ا�	ة ��8 أنx & yا�;�
  :  و8"

  
  Jo =  Ix + Iy   ⇒      Ix = Iy  = 

4

R4π
 

  
  و
2 ا�"���� ���ا�	ة ���2 ا��5ل أن 
  �Oم ا��53ر ا��اCM �@73 ا��ا�	ة 

   ���#k)16-6((��  �5ل ا��:	
  

                   Ix = Iy =  
8

R4π
  

   
 

  :5-���6ل 
   ���;��� C8�م ا���bأو�� ا�  

 ?M�O�P ا����ور ا��ي �
:";���b   
 ?O�'Mوارh2��
�b"5ل ا��!5ر�2 ا���   

  . )17-6( (�� �2 &�	آ� ا����ا���رّ
  
  


  :ا��
�� ا��!�ور ا��"5از��	8~ {
G:"&  
C# �$
� ا�"mM C ا�5)5ل إ��
  وا�@"

  : ��8 أن1-7-6ا����ل 
  Ix = Ix' + Ad2 ⇒ Ix' = Ix – Ad2  
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        y      y' 
     
 
 
 
                                 h     x' 
 
                                        x 
             b/3 
                  b 
 

 ��)         )6-18(  

h/3 

  ∴  Ix'  =   
3

bh3

 - 
2

2

h
bh 


   

=   
4

bh

3

bh 33

−  = 
12

bh3

 

   ���2 إ�G�ت أنو&�����
        Iy' = 

12

hb3

  

  
  :6-���6ل 

    CMم ا��53ر ا��ا�O أو��  
 ?M�O�P 9 ا����ور ا��ي�����b   

 ?O�'Mوارh2��
�b"5ل ا��!5ر�2 ا���   
  . )18-6( (�� ا���ر�2 &�	آ� ا����

  
  


  :ا��
�� ا��!�ور ا��"5از��	8~ {
G:"&  
C# �$
� ا�"mM C ا�5)5ل إ��
  وا�@"

  : ��8 أن2-7-6ا����ل 
 

  Ix = Ix' + Ad2 ⇒ Ix' = Ix – Ad2  

  ∴  Ix'  =   
12

bh3

 - 
2

3

h

2

bh 


   

=    
18

bh

12

bh 33

−  = 
36

bh3

 

  
   ���2 إ�G�ت أنو&�����

        Iy' = 
36

hb3
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                        y    y' 
 
 
 
           x' 
              y            
  o        x 
 
 

     ��))6-19(  

    y 
 
 
 
 
                                  R 
         x 
 
         d=R 
 
        T 
 

   ��)       )6-20(  

  :7-���6ل 
  CMم ا��53ر ا��ا�O 73  أو��@�  

   �5ل ا��!5ر�R 2 ا��ا�	ة ا�"P 738 C:	ه�
 2

@
  ��� 738 ا���ر�2 &�	آ� & 'x'  yا�;
  .)19-6( (�� ا��ا�	ة

  
  


  :ا��
��b& U �;�وىGK} أ�G�ت أن 
	آ� ا�O V�� ���  

    
π3

R4
y =  

  وأن �Oم ا��53ر ا��اCM �;�وى
          Ix = Iy =  

8

R4π
  

        Ix  = Ix' + Ad2 ⇒      Ix'  = Ix – Ad2  

        ∴   Ix'  =     
8

R4π
 - 

22

3

R4
*

2

R 



π

π
  

=  
8

R4π
 - 

2

4

18

R16

π
 

   = ( )649
72

R 3

2

4

−π
π

 

 ����M 2
�U ه�ا ا��!5ر وأن O`�م  y 738 ا��ا�	ة �5ل ا��!5ر ا�	أCK  وO V�� آ� ا����	
 #�ن 
  :ا��53ر ا��اCM �5ل ه�ا ا��!5ر �;�وى

                Iy = Iy' =  
8

R4π
  

  :8-���6ل 
  CMم ا��53ر ا��ا�O أو��  

 738 C"ة ا�	�ا��  �5ل ا����س �
  .PR:	ه� 
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  A         A 
 
      ⅔h 
              h 
  x           x 
      ⅓h                
 
       b 

  
   ��)      )6-21( 


  : ا��
�� ا��!�ور ا��"5از��	8~ {
G:M 2
  ��8 أن  

  ا����س ���ا�	ة  �Oم ا��53ر ا��اCM �5ل
  ).20-6( (�� �;�وى

                   IT  =   Ix + Ad2   

       = 
4

1 πR4 + πR2 R2  

       =
4

5
 πR4 

  
  :9-���6ل 

  CMم ا��53ر ا��ا�O أو��  

!5ر ��v رأس ا����9 �5ل  

  .  M�O�P?و�5ازى
  


  : ا��
�� ا��!�ور ا��"5از��	8~ {
G:M 2
  
  ��8 أن �Oم ا��53ر ا��اCM �5ل


!5ر) A-A( 9�   ��	 &	أس ا���
   )M�O�P )6-21? (�� و�5ازي
  ى�;�و
  

     IAA  =   Ix + Ad2  

= 
23

h
3

2
*bh

2

1

36

bh 


+  

   = 
18

bh4

36

bh 33

+  = 
4

bh3
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               y 
    
 
 
 
       h 
 
                                        x 
                     b 
 

   ��)  )6-22(  

               y 
    
 
         dA  
                                      dy 
       h        (xe,ye) 
                                 y 
                                        x 
                     b 
 

   ��) )6-23(  

               y 
      x          dx 
  
 
 
       h       dA 
 
                                        x 
                     b 
 

   ��)  )6-24(  

 

  :10-6 ���ل
CMم ا��53ر ا��ا�O أو��  


� ا����ور:";��� C&	lأ�  
 ��))6-22(.  

  

  : ا��

�&��f"Kام 
� أ#�!�	) ��) )6-23(   
  :��8 أن

          dA  = b dy & 

           ye  = y   &    xe = 
2

b
 

  
C&	lم ا��53ر أ��b� 7�	b"2 ا�
  :��8 أن 

           Ixy = ∫ dAyx ee  

     ∴  Ixy =    ∫h
0

bdy*y
2

b
 = ∫h

0

2

ydy
2

b
 

      ∴  Ixy =     
h

0

22

2

y
*

2

b
 = 

4

hb 22

 

  
�f"Kوإذا ا
y �
Kرأ �!�	) ��) )6-24 (  
  : ��8 أن

  
           dA  = h dx & 

       ye = 
2

h
   &    xe = x  

      ∴  Ixy = ∫b
0

hdx*x
2

h
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        y 
                      
 
 
                               
        h 
 
        x 
                 b 
 

   ��))6-25(  

        y 
                      
 
              
             x        dx                            
              h 
       dA          y 
        x 
                 b 
 

   ��))6-26(  

    Ixy  =    ∫b
0

2

xdx
2

h
  = 

b

0

22

2

x

2

h
⋅  = 

4

hb 22

 

  :11-6 ���ل
C&	lأ� CMم ا��53ر ا��ا�O أو��  

2
G9 ا������� ��& ���)6-25(.  
  


  :ا��
�
b�د�C9 ه�   وM	 ا���

  �ـ+ م س = ص       
  


9 م 

� ا��;"�
m ، �ـ ا���ء �  

!5ر ا�3�دات أو 2
  ا���:5ع 

      y= mx + c 

�  #'C ه�L ا�!��
  m = 

b

h
 & c = 0  ⇒ y = 

b

h
 x 

     

�
Kرأ �   )�f"K�& ��) )6-26ام (	�!
  :��8 أن

         dA = y dx 

          ye  = 
2

y
   & xe = x 

           Ixy  = ∫ dAyx ee    

= ∫b
0

ydx*
2

y
x   

       = ∫b
0

2dxy*
2

x
 = ∫b

0

2

2

2

dxx
b

h
*

2

x
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        y 

           y= x
b

h
           

              
           dy                    
        h 
      y     x     b-x 
        x 
                 b 
 

   ��))6-27(  

            y 
              A(0,12) m 
 
                           B(6,9) m 
        6 
              C(12,6) 
 
 

6 D(6,3) m 
       x 

          0        6                6 m 
 

         ��))6-28(  

       = 
b

0

4

2

2

4

x
*

b2

h
= 

8

hb 22

 

  
�
� أ#�!�	) y
�f"Kوإذا ا ��)   

)6-27 (U�O �3!8:  
         dA = (b-x)dy = (b- y

h

b
)dy 

              xe = x+ 
2

xb−
 = 

2

bx +
   

     &      ye  = y 

 

     Ixy  = ∫ dAyx ee  = ∫ 


 −+h

0

dyy
h

b
b*y*

2

bx
 

  = ∫ 


 −


 +h

0

ydyy
h

b
bby

h

b

2

1
 = ∫ 


 −h

0

2

2

2
2 ydyy

h

b
b

2

1
 

  = 
h

0

4

2

22
2

4

y
*

h

b

2

y
b

2

1 


 −  = 


 −
4

h
*

h

b

2

h
b

2

1 4

2

22
2  

  = 
8

hb 22

 

� وا�
�وا�@"
� أو أ#�
Kرأ �  .��ة &��f"Kام (	�!
  
  
  
  

  :12-7-���6ل
CMم ا��53ر ا��ا�O أو��?G��   

  )ABDO  ��))6-28ا��@!	ف 
  وآ��� �Oم   Iy Ix & را����و

 C&	lأ� CMا��53ر ا��اIxy.  
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            y 
              A(0,12) m 
 
                           B(6,9) m 
        6         y2 

              C(12,6) 
 
        y1 

6  D(6,3) m 
       x 

          0        6                6 m 
 

     ��))6-29(  

          y 
    
    
 (3) 
 
 
                   (2) 
 
 
 
             (1) 

            x 
 

   ��) )6-30(  

�
  :  ا�
Cه �
� ا���N�& m

b�د�� ا��;"�:  

  
       y = mx + c 

  
 9
�m  �

   ا��;"�
M m;�وي 


2 ا��;"�
m ا��او�� �wو�;�وي&   
  ا���ء   M;�ويcو
!5ر ا�;
@�ت، و 


!5ر ا�3�دات 2

2ا���:5ع    
  :��8 أنّ) 6-29((�� 

  
     y1 = ½ x &  y2 = 12 - ½ x 

  
�
K�@$ل ا���)Yام ا�f"K�& ��) )6-30(:  

  
         Ix1  = Ix + Ad2 

 

      = 2
3

2*
2

3*6

36

3*6
+    = 40.5 m4 

         Ix2 = 2
3

6*6*6
12

6*6
+    = 1404 m4 

         Ix3 = 2
3

10*
2

3*6

36

3*6
+   = 904.5 m4 

    Ix Total = Ix1 + Ix2 + Ix3 

     = 40.5 + 1404 + 904.5 = 2349 m4 

     

    Iy1  = Iy + Ad2 

     =    2
3

2*
2

36

36

6*3 +
+  = 54 m4 
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          y 
    
          dx  
   
 
           ( xe,ye) 
                             dA 
 
 
   d=ye 

              

            x 
 

   ��)  )6-31(  

     Iy2 =    2
3

3*6*6
12

6*6
+  = 432 m4 

     Iy3 =    2
3

2*
2

3*6

36

6*3
+  = 54 m4  

  Ix Total = Ix1 + Ix2 + Ix3 

    Iy Total = 54 + 432 + 54 = 540 m4  

  
  

�
� ا�"����	:&:      

� ��8 أن &��f"Kام
Kرأ �!�	):  
  

         dA  = (y2- y1)dx  ,    xe = x  

    &   ye =  
2

yy 12 +  =     
2

2

x

2

x
12 +−

 = 6 

 

    dIx  = xI + A 2

ey  = 
( ) ( )

2

12
12

3

12

2

yy
*dxyydx

12

yy 


 +−+−
 

       =

23

2
2

x

2

x
12

*dx
2

x

2

x
12dx

12
2

x

2

x
12













 +−



 −−+



 −−
 

= 
( ) ( ) 2

3

6*dxx12dx
12

x12
−+

−
 

=   dx576x72x3
12

x 2
3




 +−+−  

∴   Ix =   ∫ xdI  = ∫ 


 +−+−6

0

2
3

dx576x72x3
12

x
   

  = 
6

0

234

x576
2

x72

3

x3

124

x
+−+

⋅

−
   = 2349 m4 
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      Iy =   ∫ dAx2

e  = ( )∫ −

6

0
12

2 dxyyx    

=  ∫ 


 −−6

0

2 dx
2

x

2

x
12x   =  ( )∫ −

6

0

32 dxxx12  

 =      
6

0

43

4

x

3

x12
−  =     

4

6

3

612 43

−
⋅

 = 540 m4 

     Ixy =    ∑ Ixy = Ixy1 + Ixy2 + Ixy3  

= ∑ 


 +− y*x*A
72

hb 22

 

= { } 



 +−+++



 +− 10*2*

2

3*6

72

3*6
6*3*6*602*2*

2

3*6

72

3*6 2222

 

 =     { } { } { }1805.4648365.4 +−+++−  = 855 m4 

     Ixy =   ∫ dAyx ee    =  ( )∫ −

6

0

dxx12*6*x   

= ( )∫ −

6

0

2 dxx6x72  = 
6

0

32

3

x
6

2

x
72 −  = 864 m4 

 

  :13-6  ���ل
  ��إذا آ�  

  Ixx = 10000 cm4, Iyy = 4000 cm4 & I xy = -4000 cm4   
  

	

�و:  
�Imax , Iminأ��� وأد�� ��م ���ر ذا��  -1�θm$�  وزاو"!  �

 
. 

Iuu , Ivv & I �'�م ا)('��ر ا)'&ا��    -2 uv    (  ,'�ل ا)$*'�ورu,v  ( �1او"'!  ا)0'� دارت 
 . در
!45 (	اره� 
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��
  :ا
 6��70�  :�;:ض أن)

A = 
2

II yyxx +  , B = 
2

II yyxx −   & C = Ixy 

<(&(:  
      R  = 22 CB + , Imax = A+R,  Imin = A-R &   Tan 2θm  = - 

B

C  

∴ A = 
2

400010000+
 = 7000 cm4 

 B = 
2

400010000−
 = 3000 cm4 

 C = - 4000 cm4 

 R = ( ) ( )22 40003000 −+  = 5000 cm4 

 Imax = 7000 + 5000 = 12000 cm4  

 Imin = 7000 – 5000 = 2000 cm4 

 Tan 2θm = - 
3000

4000−
 = 1.333 

∴ 2θm = Tan-1(1.333) = 53.13° ⇒ θm = 26.56° 

 

   Iuu = A + B Cos2θ – C Sin2θ  

= 7000 + 3000 Cos90°- (-4000) Sin90° 

= 7000 + 0 + 4000  = 11000 cm4 

 

    Ivv = A - B Cos2θ + C Sin2θ 

= 7000 - 3000 Cos90°+ (-4000) Sin90° 

= 7000 – 4000 = 3000 cm4 

 

    Iuv = B Sin2θ + C Cos2θ = 3000 Sin90° + (-4000) Cos90° 

  = 3000 cm4 
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           Ixy 

                    Imax 
 
                Y (Iyy,-Ixy) 
             U 
 
 
                Iuv 
           Iy               2θ=90°  Ix 

                    Ix , Iy 
             Imin               2θm 

     
              Ixy 

                       V 
                 Ivv 
       A 
 
 

         6=>)6-32(  
       
    

  :D0E�1	ام داC:ة  �ر �A	 أن
  FE:(س ا��)  : 6H$� FE:(�1 !�(�I ة	�1000;:ض أن آ6 و, cm4  

  FE:(ا J  6=> )6-32(أن K0L07� :  
1- Imax  = 12×1000 = 12000 cm4 

 Imin = 2×1000 = 2000 cm4 

 θm ≈ 26.5° 

 

2- Iuu = 11×1000 = 11000 cm4 

 Ivv = 3×1000 = 3000 cm4 

 Iuv = 3×1000 = 3000 cm4 

  
  

  
  

     
 

 

  

  
        

        

  
~~~~~~~~~~~~~~ 

 

  :14-6 ���ل
   Ixx = 8 m4  ,          Iyy = 2 m4      &         Ixy = -4 m4    ��إذا آ�  
	

�و:  

�$� Imax , Iminأ��� وأد�� ��م ���ر ذا��  -1�θm وزاو"!  �
 

. 
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 �1او"'!  ا)0'� دارت )  u,v(  ,'�ل ا)$*'�ور    Iuu , Ivv & Iuv �'�م ا)('��ر ا)'&ا��    -2
  . در
!45 (	اره� 

  
��
  :ا

 A  =   
2

II yyxx +  =    
2

28 +
 = 5 m4 

 B =  
2

II yyxx −   =    
2

28 −
 = 3 m4 

 C =  Ixy  = -4 m4 

 R = 22 CB + =   ( ) ( )22 43 −+  = 5 m4 

 

 Imax =     A+R =     5+5 = 10 m2 

 Imin =     A-R =     5-5 = 0 

 

 Tan2θm = -
3

4

3

4

B

C
=

−
−=  ⇒  

     2 θm = 53.13° ⇒         θm = 26.56° 

 

   Iuu = A + B Cos2θ – C Sin2θ  

= 5 + 3 Cos90°- (-4) Sin90° 

= 5 + 0 + 4  = 9 m4 

 

    Ivv = A - B Cos2θ + C Sin2θ 

= 5 - 3 Cos90°+ (-4) Sin90° 

=     5 – 4 = 1 m4 

 

    Iuv = B Sin2θ + C Cos2θ = 3 Sin90° + (-4) Cos90° 

  = 3 m4 

  : �A	 أن)D0E�1 6=> )6-33	ام داC:ة  �ر
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                Ixy 

                          Imax 
 
                      Y (Iyy,-Ixy) 
             U 
 
 
                Iuv 
           Iy               2θ=90°  Ix 

                    Ix,Iy 
             Imin               2θm 

     
              Ixy 

                       V 
                       Ivv 
            A 
 
 

       6=>)6-33(  
       
    

  FE:(س ا��)  : 6H$� FE:(�1 !�(�I ة	�1;:ض أن آ6 و, m4  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  
  : J ا):K0L07� FE أن

1- Imax  = 10 × 1 = 10 m4 

 Imin = 0 

 θm ≈ 26.5° 

 

2- Iuu =     9 × 1 = 9 m4 

 Ivv = 3 × 1000 = 3000 cm4 

 Iuv = 1 × 3 = 3  m4 

 

  :15-6 ���ل
  �E	L6 ه=> �
��Ixx =  Iyy = 14×104  cm4 & I  آ� xy = -12×104  cm4   


�و
	 D0E�1	ام داC:ة  �ر:  
�$� Imax , Iminأ��� وأد�� ��م ���ر ذا��  -1�θm وزاو"!  �

 
. 

 �1او"'!  ا)0'� دارت )  u,v(  ,'�ل ا)$*'�ور    Iuu , Ivv & Iuv �'�م ا)('��ر ا)'&ا��    -2
  .در
!) α=30°(  (	اره� 
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                Ixy 
 
                                                     Ivv 
 
                                   Iyy 
 
 
      
             V (Ivv,-Iuv) 
 
 
                         Iuu 

               Ixx,Iyy 
                                                          2θm 

     Imin 

              2α=-60° 
          Ixy             U 
 
 
 
 
             Ixx 
      Imax 

          6=>  )6-34(  

��
  :ا
  FE:(س ا��) : 6H$� FE:(ا �
 !�(�I ة	104×1 �;:ض أن آ6 و, cm4   
  FE:(ا J  6=> )6-34(أن K0L07� :  

1- Imax  = 26 × 104 cm4 

  Imin = 2 × 104 cm4 

  θm ≈ 45° 

 

2- Iuu =  3.6 × 104 cm4 

  Ivv = 24.4 × 104 cm4 

  Iuv = -6 ×104 cm4 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

M�)*ا)*6 �1)*�1�7ت� :  
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 A  =   
2

II yyxx +  =    410*
2

1414+
 = 14×104  cm4 

 B =  
2

II yyxx −   = 0   

 C =  Ixy  = -12×104   cm4 

 R = 22 CB + =  12×104  cm4 

 

 Imax =     A+R =  14×104  + 12×104   = 26×104  cm4 

 Imin =     A-R =   14×104  - 12×104   = 2×104  cm4 

 

 Tan2θm = - ∞=
B

C
 ⇒  

     2 θm = 90° ⇒         θm = 45° 

 

   Iuu = A + B Cos2θ – C Sin2θ  

= 14×104   - (-12×104  ) Sin(-60°) 

= 14×104 -10.39×104    = 3.61×104   cm4 

 

    Ivv = A - B Cos2θ + C Sin2θ 

= 14×104   + (-12×104  ) Sin(-60°) 

= 14×104 +10.39×104    = 24.39×104   cm4 

 

    Iuv = B Sin2θ + C Cos2θ = (-12×104  ) Cos(-60°) 

  = - 6×104   cm4 

  
 و�='�ن R,S(CCW)   !Q(�'E أن إ<�رة ا)�او"!  �
Q! إذا آ��� 
� ا�O=� P�A �('�رب ا)'��7!               

  . (CW)إذا آ��� 
� ا�P�A �(�رب ا)��7! 
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  :16-6 ���ل
  : ه�  � آ��� ��وم ا)(��ر ا)&ا�� )T=6إذا

     Ixx  = 11 m4 ,         Iyy  = 5 m4    &      Ixy = 4 m4 

	

�و:  
وإذا دارت . وزاو"!  �'6 ا)$*'�ور ا):C�7'�Imax, Imin (   !(أ��� وأد�� ��م ���ر ذا��   

�و
	 ) θ=45°( �1او"! �	ره� )  u, v ( إ)� )   x, y( ا)$*�ورIuu, Ivv & I uv   	'�1)*�7ب و��آ 

  . J ا)D0E�1 KC�0L	ام داC:ة  �ر
  

��
  :ا
 A  =   

2

II yyxx +  =    
2

511+
 = 8 m4 

 B =  
2

II yyxx −   =    
2

511−
 = 3 m4 

 C =  Ixy  = 4 m4 

 R = 22 CB + =   ( ) ( )22 43 +  = 5 m4 

 

 Imax =     A+R =     8+5 = 13 m2 

 Imin =     A-R =     8-5 = 3 m4 

 

 Tan2θm = -
3

4

3

4

B

C
−=−=  ⇒  

     2 θm = -53.13° ⇒         θm = -26.56° 

 

   Iuu = A + B Cos2θ – C Sin2θ  

= 8 + 3 Cos90°- 4 Sin90° 

= 8 + 0 - 4  = 4 m4 

 

    Ivv = A - B Cos2θ + C Sin2θ 

     = 8 - 3 Cos90°+ 4 Sin90°  =     8 + 4 = 12 m4 
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        Ixy 

 

 
                            A = Iave 

 

 
                                                                             X (Ixx. Ixy) 
                  U (Iuu, Iuv) 
 
    2θ=90° 
           2θm=-53°  
             Iyy                                                       Ixx       Ixx , Iyy 

 

 

   -Ixy 
                Imin                                                              
                                                                                  V (Ivv, -Iuv) 
             Y 
 
                      Iyy 

             Imax 
 
 

           6=>)6-35(  
  

 

         Iuv = B Sin2θ + C Cos2θ  

= 3 Sin90° + 4 Cos90° = 3 m4 

 

M�)*ة  �ر�:Cام دا	D0E�1  6=> )6-35(:  
FE:(س ا��)  : 6H$� !�(�I ة	�1;:ض أن آ6 و, m4.  

  : J ا):K0L07� FE أن
  

Imax = 13 m4 , Imin = 3 m4 

Tan(2θm) ≈ -53°  θm ≈ - 26.5° 

Iuu = 4 m4 , Ivv = 12 m4 & Iuv = 3 m4 
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                Ixy 

                          Imax 
 
                      U (Iyy,-Ixy) 
             X 
 
 
    2α=90°               Ixy 
         Iy              2θm                Ix 

                    Ix,Iy 
                             

     Imin    
             - Iuv 

                       Y 
                    Iyy 
          A                                   V 
 

        
 6=>)6-36(  

       
    

  :17-6 ���ل
Ixx = 4000 cm4 , Iyy = 800 cm4 & Iإذا آ���    xy = 1200 cm4   
	

�و :  
1-  F��  .  D0E�1	ام داC:ة  �رθmأ��� وأد�� ���ر ذا�� وآ&)> زاو"!  �
��Iuu , Ivv & Iوم ا)(��ر ا)&ا��  -2 uv  (,�ل ا)$*'�ور u , v (    ره�	ا)0'� دارت �1او"'! �'

)α = 45°.( 

��
  :ا
 FE:(س ا��)  :  

FE:(س ا��)  : 6H$� !�(�I ة	�400;:ض أن آ6 و, cm4.  
FE:(ا J  6=> )6-36(أن 	A� :  

 Imax = 11×400  = 4400 cm4 

 Imin = 1×400  = 400 cm4 

 2θm ≈ - 37° ⇒     θm = - 18.5° 

 Iuu = 3×400 = 1200 cm4 

 Ivv = 9×400 = 3600 cm4 

 Iuv = 4×400 = 1600 cm4 
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           Ixy 

                      Imax 
 
                      
             U 
 
 
                                                  Iuv 
         Y     Ivv              2α                   
                                                     Ix,Iy 
                                                     X 
   Imin    
             
                       V 
                  Ivv 
          A 
 
 

 6=>   )6-37(                                    
       
    

 
 
                
             5                3 

            2α 
                 4 

  :18-6 ���ل
     Ixx = 60000 cm4 ,        Iyy = 10000 cm4     &      Ixy = 0إذا آ���   
	

�و :  
1-  F��  .  D0E�1	ام داC:ة  �رθmأ��� وأد�� ���ر ذا�� وآ&)> زاو"!  �
�Iuu , Ivv & I'�وم ا)('��ر ا)'&ا��     -2 uv   (,'�ل ا)$*'�ور u , v ( �'0(دارت �1او"'! ا α  

   )¾ = *1)Tan2α�V آ�ن 
��
  :ا

('��ر ا)'&ا�� ا\'E�E�, !�V' أن         ]'�ة )Z'�وم ا)    W,X  YA"Z! أن ا)('�F ا)$     
� ه&ا ا)$�Hل      
  .��$! ا)�Zم أ)_:�1 ��7وي [;:

FE:(س ا��)  : 6H$� !�(�I ة	�5000;:ض أن آ6 و, cm4.  
FE:(ا J  6=> )6-37(أن 	A� :  

 Imax = 12×5000  = 60000 cm4 

 Imin = 2×5000  = 10000 cm4 

 θm = 0 

 Iuu = 11×5000 = 55000 cm4 

 Ivv = 3×5000 = 15000 cm4 

 Iuv = 3×5000 = 15000 cm4 
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6*�  :ا))*0�M ا�1�7*( )
 A  =   

2

II yyxx +  =    
2

1000060000+
 = 35000 cm4 

 B =  
2

II yyxx −   =    
2

1000060000−
 = 25000 cm4 

 C =         Ixy  = 0 

 R = 22 CB + =    25000  cm4 

 Imax =  A+R  =  35000+25000  =  60000 cm4 = Ixx  

 Imin =  A-R    =  35000-25000  =  10000 cm4 = Iyy 

  

 Tan2θm = - =
B

C
0 ⇒  2 θm = 0 ⇒         θm = 0 

 

   Iuu = A + B Cos2θ – C Sin2θ  

= 350000 + 25000(
5

4 ) = 55000 cm4 

 

    Ivv = A - B Cos2θ + C Sin2θ 

= 350000 - 25000(
5

4 ) = 15000 cm4 

 

    Iuv = B Sin2θ + C Cos2θ =  25000(
5

3 ) = 15000 cm4 

~~~~~~~~~~~~~~ 

 

  :19-6 ���ل
Ixx = 12000 cm4 , Iyy = 4000 cm4 & Iإذا آ���    xy = -3000 cm4     
	

�و :  
1 - F��  .  D0E�1	ام داC:ة  �رθm أ��� وأد�� ���ر ذا�� وآ&)> زاو"!  �
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           Ixy 

 
                                            Imax 

 
 
           U 
                               Y 
 
              Iuv 

                                Iyy         2α=90° 
                      Ixx , Iyy 
          2θm          Ixx 
                Imin           Ixy 

 

 

 

 

 

 

 

          6=>   )6-38(  

Iuu , Ivv & I �'''�وم ا)('''��ر ا)'''&ا��  - 2 uv  (,'''�ل ا)$*'''�ور u, v (�'''0(دارت ا 
 .)(�1α=45°او"!

 

��
  :ا
   FE:(س ا��)   1000  ≡  1 cm4  

  FE:(ا J  6=> )6-38(أن 	A� :  
 Imax = 13×1000  = 13000 cm4 

 Imin = 3×1000  = 3000 cm4 

  

2θm = 37°  ⇒         θm =18.5° 

 

 Iuu = 11×1000 = 11000 cm4 

 Ivv = 5×1000 = 5000 cm4 

 Iuv = 4×1000 = 4000 cm4 
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                    :�*(�M ا)*6 ,1�7��

 A  =   
2

II yyxx +  =    
2

400012000+
 = 8000  cm4 

 B =  
2

II yyxx −   =    
2

400012000−
 = 4000 cm4 

 C =  Ixy  = -3000 cm4 

 R = 22 CB + =   ( ) ( )22 30004000 −+ = 5000 cm4 

 

 Imax =     A+R =     8000+5000 = 13000 cm4 

 Imin =     A-R =     8000 - 5000 = 3000 cm4 

 

 Tan2θm = 
4

3

4000

3000

B

C
=

−
−=  ⇒  

     2 θm = 37°  ⇒         θm = 18.5° 

 

   Iuu = A + B Cos2θ – C Sin2θ  

= 8000 + 4000 Cos90°- 3000 Sin90° 

= 8000 + 0 + 3000  = 11000 cm4 

 

    Ivv = A - B Cos2θ + C Sin2θ 

= 8000 - 4000 Cos90°- 3000 Sin90° 

=     8000 - 3000 = 5000 cm4 

 

    Iuv = B Sin2θ + C Cos2θ = 4000 Sin90° - 3000 Cos90° 

  = 4000 cm4 
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        y                                     y                                      y 
            20       30 
  
 
                                                                      45                                   30 
                                                          
                                        x                             20     x                            20    x 
                                         30       20                       20       30  
 

 6=>      )6-39(     6=> )6-40(     6=>   )6-41(  
    

50 

       y                                                          y                               y 
 
                                                                                      40       40 
 
  40                                      60     x 
                                                                                    30        30 
        20       20   
                                                                                x                                           x 
               30            40                         40          40                           30           70 
 

           6=>)6-42(              6=>)6-43(     6=>     )6-44(  
                                                                                     

        y          y                                                    y 
                              B             C                            D             E 
 
                    4 m 
    6 m                                                 3 m                                                              C 
 
                               E              B 
         
                   8 m 
 
 
                                                    x                                                    x                                             x 
              2       3         3                                           4                                           3         3   

 6=>      )6-45(     6=> )6-46(       6=>)6-47(  

6 m      3 m 

  ر�����
6-1 =T��$�7,! وآ&)> ا)�Zم ا)���H )50-)6إ(6) 6-39 ( 6=> �(( ���H(م ا�Z(ا 	
 ا)�0)�! أو

 6)H(أ)_:�1 ,�ل ا)$*�ور ا)$�رة 1$:آ� ا
xy

I&I,I yyxx ور�*$(وا x , y)( xyxx I&I,I
yy

.  
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              y                                                          y                                                    y 
 
 
                                                                      4 m 
 
                                                                      2 m 
                                                               x                                                        x                                             x 
                    6 m               6 m                                2              6 m                                      6 m          2   

   6=>)6-48(     6=>      )6-49(       6=>)6-50(  

3 m 3 m 

3 m 3 m 

  
  
  
  
  
  
  
  
Ixx = 12 m4 , Iyy = 4 m4 & Iإذا آ���  6-2 xy = -3 m4  	

�و  :  

1 - F��  .  D0E�1	ام داC:ة  �رθm أ��� وأد�� ���ر ذا�� وآ&)> زاو"!  �
Iuu , Ivv & I �'''�وم ا)('''��ر ا)'''&ا�� - 2 uv (,'''�ل ا)$*'''�ور u , v ( �'''0(دارت ا

  .)(�1α=45°او"!
  . ��آ	  J ا)*6 ,1�7��– 3     
  
Ixx =  Iyy = 14×104 cm4 & Iإذا آ���  6-3 xy = -12×104  cm4  �����
�و
	 1����� و�*  :  

1 - F��  . θm أ��� وأد�� ���ر ذا�� وآ&)> زاو"!  �
Iuu , Ivv & I ��وم ا)(��ر ا)&ا�� - 2 uv (,�ل ا)$*�ور u , v (ا)�0 دارت �1او!"  

α=-30°)(.  
  

Ixx = 11 m4 , Iyy = 5  m4 & Iإذا آ���  6-4 xy = 4  m4  	

�و  :  
1 - F��  .  D0E�1	ام داC:ة  �رθm أ��� وأد�� ���ر ذا�� وآ&)> زاو"!  �
Iuu , Ivv & I �'''�وم ا)('''��ر ا)'''&ا�� - 2 uv (,'''�ل ا)$*'''�ور u , v ( ا)0'''� دارت

  .)(�1α=45°او"!
  . ��آ	  J ا)*6 ,1�7��– 3     
  
Ixx = 100  m4 , Iyy = 100  m4 & Iإذا آ���  6-5 xy = 50  m4  	

�و  :  

1 - F��  .  D0E�1	ام داC:ة  �رθm أ��� وأد�� ���ر ذا�� وآ&)> زاو"!  �
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Iuu , Ivv & I ��وم ا)(��ر ا)&ا�� - 2 uv  (,�ل ا)$*'�ور u , v (    V'�*1 !'"ا)0'� دارت �1او
 (�آ��

3

4α=½Tan-1(. 
  . ��آ	  J ا)*6 ,1�7��– 3     
  
Ixx = 90  m4 , Iyy = 30  m4 & Iإذا آ���  6-6 xy = -40  m4  	

�و  :  

1 - F��  . θm أ��� وأد�� ���ر ذا�� وآ&)> زاو"!  �
Iuu , Ivv & I ��وم ا)(��ر ا)&ا�� - 2 uv  (,�ل ا)$*'�ور u , v (    ره�	ا)0'� دارت �1او"'! �'

θ = 45°.  
     3 –J  	ة  �ر ��آ:Cام دا	D0E�1 6*(ا 	Z1 ��1�7, 6*(ا .  
  
Ixx = 12  m4 , Iyy = 4  m4 & Iإذا آ���  6-7 xy = -3  m4  	

�و  :  

1 - F��  . θm أ��� وأد�� ���ر ذا�� وآ&)> زاو"!  �
Iuu , Ivv & I ��وم ا)(��ر ا)&ا�� - 2 uv  (,�ل ا)$*'�ور u , v (    ره�	ا)0'� دارت �1او"'! �'

θ = 45°.  
  .��آ	  J ا)*1�7, 6�� Z1	 ا)*D0E�1 6	ام داC:ة  �ر – 3     
  
6-8 d�
 �E	L6 ه=> Ixx = 11  m4 , Iyy =  Ixy = 3  m4  �����1و �����*� 	

�و  :  

  . θm أ��� وأد�� ���ر ذا�� وآ&)> زاو"!  �6 ا)$*�ور - 1
Iuu , Ivv & I ��وم ا)(��ر ا)&ا�� - 2 uv (,�ل ا)$*�ور u , v ("ره� ا)�0 دارت �1او	� !   

θ = 45° ل ا)$*�ر�, xx.  
  

Ixx = 14×104 cm4, Iyy = 6×104 cm4 & Iإذا آ��'�   6-9 xy = -5×104  cm4    	'

�و 
�����  : 1����� و�*

1 - F��  . θm أ��� وأد�� ���ر ذا�� وآ&)> زاو"!  �
Iuu , Ivv & I ��وم ا)(��ر ا)&ا�� - 2 uv (,�ل ا)$*�ور u , v (!"ا)�0 دارت �1او  

α=-30°)(.  
  

6-10 d�
 �E	L6 ه=> Ixx =  Iyy = 10  m4 & I xy = 5  m4  	

�و  :  
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1 - F��  . θm أ��� وأد�� ���ر ذا�� وآ&)> زاو"!  �
Iuu , Ivv & I ��وم ا)(��ر ا)&ا�� - 2 uv  (,�ل ا)$*'�ور u , v (    ره�	ا)0'� دارت �1او"'! �'

θ = 45°.  
  .داC:ة  �ر ��آ	  J ا)*1�7, 6�� Z1	 ا)*D0E�1 6	ام – 3     
  
Ixx = 11 m4 , Iyy = 3 m4 & Iإذا آ���  6-11 xy = -3 m4  	

�و  :  

1 - F��  .  D0E�1	ام داC:ة  �رθm أ��� وأد�� ���ر ذا�� وآ&)> زاو"!  �
Iuu , Ivv & I �'''�وم ا)('''��ر ا)'''&ا�� - 2 uv (,'''�ل ا)$*'''�ور u , v ( ا)0'''� دارت

  .)(�1α=45°او"!
  .  ��آ	  J ا)*6 ,1�7��- 3     
  
��Ixx = 1000 cm4, Iyy = 400 cm4 & I  إذا آ� 6-8-12 xy = -400 cm4   

	

�و:  
�$� Imax , Imin أ��� وأد�� ��م ���ر ذا�� - 1�θm وزاو"!  �

 . 

Iuu , Ivv & I ��م ا)(��ر ا)&ا�� - 2 uv  (  ,�ل ا)$*�ورu,v  (اره�  ا)�0 دارت	�1او"!  (' 
45!
  . در

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  




