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Properties of Matrices  

  

�������	
:   ��      �
$�!#� �
+�"� ��A� 6� :�!�!$  ��@�1� �� ����%�
#) ���*����@ *&�� *�D!��   

         

11  12   13
5             

, , ,
1 1    2    3     

          

21  22   23  

a a a

a a a a b

c d
a a a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

�� *#) )f  (1�  ���!� ����,���  *#)�� �?� ����   ��@�a, b, c, 

d     ����,��� �,�+� (elements)      ����,
��� ���! ��=�1� D�D&��� 
 �$%����(rows or row vectors)  8�
��1� ���! ������� D�D&���  
 �$%����(columns or column vectors)   

 
�? 
����,���m � L��,  n  ���  ����� F�D� 8�( )m n matrix 

(m by n) matrics or  .   
$ �=$���� ����,��� �� �$"� or  ( )
ij

A a 
    	��aij     ��%���� ��"�� �,+"�� ��     ��    �@� L,��i    ���"��� j   �� 
 *#))g (�!��C  ���
� D=� ���� ���� ��� (column vector or 

column matrix).  ��  *#))h (�!��C  ����� D=� ���� L, ��� 
(row vector or row matrix).   
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   �1,
��� �#�5����Square matrix  

����,��� �� �!��  ��!���� ���C���� ����,��� �$!�� �����, ��� 
�� ���L��,��  ��  8���1�.  

  �����
11 22

( , ....., )
nn

a a a������ �D=��  � (principle diagonal).   

 ��
��:���! C  ��!���,� Equation of matrices   

 ��#�A = B�  C  ( ) ( )
ij ij
a h   ��
# �?�  A, B     ��
� 4
�+ �
���  

 8���1� ���� L��,��.  

   ��#� for  1,2,3,...., , 1,2,3,....,
jk jk

a b j m k n     

  ��#�5���� 6�3Addition of matrices  

�� D=� L�"� 
����,��� (��%
����,� �!��  L��,�� ��� 4�+ ���
��# �?7� 8���1� ��� 4�+� 

( ) ( ), ( )
jk jk jk

A a mB b C C    

 
����,��� �� *# ��#�A, B, C    matrix  ( )m n  

  for  1,2,3,...., , 1,2,3,....,
jk jk jk

C a b j m k n     

   �$�!# �#�� 6+7�C = A + B   

  *,�+ �++� 3�AA + B 8�3�+��� �,�+"�� (�%$    �����,���A, B   

-4    2 0    -1 -4    1
,

3     1 2     3 1      4
A B A B

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
  ⇒  ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

  �	
5��� �#�5����Zero matrix  

�����! ���,�+� *# ����,� C��,   

  

0    0
0    0

0(0,0,0), , 0    0
0    0

0    0

ij
a

⎛ ⎞
⎛ ⎞ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎜ ⎟

⎝ ⎠
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 7	
1�:  

    ;����$ ��$ ;���A �    ���         *
# :�
� �� ����� *,�+ ����,�
 �,�+� �� �,+�A �� (-1)� C  

  ( ) ( ) ( )
ij ij

A a A a ⇒     

!� ����,��� ���– A"�%�� 4�#"���  � ����,��� A .  

            G��& 4�+ ��� 
����,��� (�% G��& �� �%+  �=$���� 
����"!�� ��
1� (�% ����  

a)  A + B  = B + A 
b)  (A + B) + C = A + (B – C) = A + B + C 
     A + 0 = A 
     A + (-A) = 6 

   ��#�5���� 8
9difference of two matrices  

   ��# �?� ( ),     ( ),     ( )
ij ij ij

A a B b D d    

  �3+ 
�?  	0-�� 
����,��� �� *# ��#�matrix  ( )m n  

      for     1,2,.........,
ij ij ij

d a b j m    

 i  = 1,2,………,n 

   �$�!# �#�� 6+7�D = A – B   

����:  

  

3    2 1    2  2    0

1    4 , 0   -1  1    5

2    0 3    3 -1   -3

A A A B

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟  ⇒ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

�#�5���� �
; "# 
��+  

 �#��A�,�  ��"�� �#���  �����#��   

  
1 12 1

21 22 2

1 2

.

n

n

m m mn

a a a

A A a a a

a a a

  
    

  

⎛ ⎞
⎜ ⎟  ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠
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1 0 2 4

2
3 1 6 2

ijA A A A
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⇒  ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

  ����,��� �#�5����Transpose of a matrix   AT
  

  ��# �?�( )
ij

A a   matrix  ( )m n  �7�  (  matrix) T
in m A   

   
11 21 1

12 22 2

2

( )

m

T

ij m

in n mn

a a a

A a a a a

a a a

⎛ ⎞
⎜ ⎟  ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

   

1    4
1 5    2

5    8
3 8    4

2    4

T

A A

⎛ ⎞
⎛ ⎞ ⎜ ⎟ ⇒ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎜ ⎟

⎝ ⎠

 

  

�	�*+ �/�������� �/������� �#�5����  

Symmetric and skew symmetric matrices  

 �"$���� ����,��� *�=�( )
ij

A a  �  ��-��!� ��+symmetric  ��# �?�  
A
T
 = A   

  aij  =  aji   ,    for      i = 1, 2, …., n 

                                                        j = 1, 2, ....., n 

  �"$����  ����,��� *�=��( )
ij

A a  �  ��+skew symmetric �?�  
 ��#A

T
 = A  

  aij  = - aji   ,    for      i = 1, 2, …., n 

                                                        j = 1, 2, ....., n 
1    2    4 1    2    4

2    3    6 2    3    6

4    6    5 4    6    5

T

A A A

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⇒  ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

0    3   -8 0   -3   8

-3   0   -1 3    0   1

8    1    0 -8  -1   0

T

A A

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⇒ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
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   ����� ������� ������Skew symmetric matrix   

  �	/���� �#�5����Triangular matrix  

   �"$���� ����,���( )
ij

A a    �!�� �+�     �
����� �
D=�� ���� ���,�  ��
 ����,� ���# 6����.  

  

1    0     0 1    2    3

-2  1     0               0    2    4

5    0    2 0    0    3

A A

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

           ���� ������  ������        ���� ������ ������              

  

          �	
9!�� �#�5����The diagonal matrix  

   �"$���� ����,���( )
ij

A a   �!��   ���� ���,�+�     �
D=�� *��� ��D=��
���! ���#C ���! ����,� diagonal matrix   

  

2    0    0 3    0    0

0    1    0                       0    3   0

0    0    -3 0    0    3

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

         8����� ����,�the unit matrix     I  

  

1   0    0
1   0

,         ,     0   1    0
0   1

0   0    1

I

⎛ ⎞
⎛ ⎞ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎜ ⎟

⎝ ⎠

 

���! ���D@ �,�+� *# ���D@ ����,� ��C 8����� .  

  

   ��#�5���� �
;Multiplication of Matrices  

    
����,� �+���[ ]    ,    [ ]
jk ij

B b A a   

 �� L�"!�     :���� ��AB            ���  H����! �� �$A ��"� D�)$  "  ��
�
 ���1� ����,��� 8����A  C����  ��+�-�� ����,��� L��, ��� B. "  
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     ����,��� �� /��+ _�?�A       ��+ ��  m n   
����  6� 
#� �   F
=�!� 
      L��,�� ��� ��#! �� :%� ��#?��� D�)��   �� B        ��
"�� ������  n  

)8���1� �+� ��  A  (�C ����,��� �� B ��+ ��  n p.  

 ����,��� �$�+��$[ ]
ij

A a  ���  ��+ ��m n �� �%+    

  i  = 1, 2, ……., m       ,       j = 1, 2, ….., n 

  ����,���  �$�+��$ ���[ ]
jk

B b  ���   ��+ ��n p�� �%+    

 j  = 1, 2, ……., n           ,           k = 1, 2, ….., p 

  ����,��� L�"!AB   ����,���$  [ ]
ik

C c  

  
1 1 2 2

.....
ik i k i k in nk

C a b a b a b        

(=�  �,+"�� �?� �� ,��+ Li    ���"��� k   ��   ����,���c.    

  

                               

                

                              

A B B

m n n p m p


   
 

 

                    ������ ��	  
�B ��
	�� ��	  
�A  

   

����:   

  
2 1 1 3

        ,           
3 4 2 5

A B
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

  
1 3 1 3 4 1

2 5 2 5 11 11
AB

  ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

  
1 3 1 3 7 11

2 5 2 5 19 22
BA

   ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

  

  

o b e i k a n d l . c o m



 - 171 -

  

��#�5���� �
; <���  

Properties of Matrices Multiplication  

���:   

  F��+!�� ��+��=�  (��& 
����,���  :��(Associated lows)  
(�;�!��  ��+��@� 

 (distributive lows)
����,���  (�%� �$�+��$     

  (i)  ( ) ( ) ( )A B AB A B     

  (ii)  ( )A B C AC BC    

                                ( )C A B CA CB    

 �+#�� :���� ����� �� 8����� (�.  

�����:   

���$� 
����,��� :�� *,�� *�� �� Q�&� 8��$"$  

AB = BA   8��-#  :�$�1 A ($D��$ .  

f� ��#+ �� �#���� �� 4�� BA    ,    AB   ��   6��+  
@��� 20-��
 
+�#  �?�A  ��+ �� 2 3  � B  ��+ �� 3 5  ���#! �#��  6+7�  

AB  ���#!  �#��A  �  BA.   

g��!�  �� 
A���� �!��   ���� ���#! �#��BA   ,   AB �� 4���    
 ��#� �� Q������BA   ,   AB  ��+�� 4�+ ��.  

h�����     �����,��� ���#!  �#�� �?� BA   ,   AB   ��  �++Y#�
 �����$� ����� 
��� 
����,��� :�� �����  ��+�� 4�+.  

        

1 0 0 1
  

0 0 1 0

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
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0 1
 &

0 1

⎛ ⎞ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

0 1 1 0
  

1 0 0 0

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  

  0 0

1 0

⎛ ⎞ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

����� :The cancellation low  

B ���"�� ��� ^��, ��  

�C  ��#  �?�  6+� AB = 0������ ��  4�� 6+7�   C ��#! �� A  ��   

 B ����,�� ����,��� ������  .  

   
1 1 1 0 0 0

  
2 2 0 0 0 0

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 . 

���

:   

1C �"$�� ����,� A   ��+ ��  n n  

  A I  =  A  ,  I A  = A 

  	��I   ��   ����,� ��+�� 4�+ �� 8�����.  

�����:   

    ( )T T T

AB B A   

3���� ��	���� =�!��,�1,
��� �#�5��/� �  

 �"$�� ����,� �+��� 6+� /��+A   .   �������	 
��
A
2�?#�    

          �?#��2 3 2
.     ,    ( , ).A A A A A A A A A    

1 8���@C  �"$�� ����,� A  

  
. .

( )

m n m n n m

m n mn

A A A A A

A A

 


 

o b e i k a n d l . c o m



 - 173 -

  2 3 5 2 3 6
.    ,   ( )A A A A A   

 20-��  : ����,��� �$����� ����,�� Q�=��)��;"+��� ��B(  

  �"$���� ����,��� *�=�A  ���;"+� ��B  ����,� ��+  

(non – singular matrix)����� ��# �?�    

  det | | 0A A   

  ��# �?� ���| A | = 0  ��;"+�  ���!  (singular matrix)   

   ����,��� L��"!�  A
-1!d�  L��"!��  �+�;��  �:   

  �9,�
��� �#�5����adjoint  matrix  

 
11 12 1 11 12 1

21 22 2 21 22 2

1 2 1 2

,

n n

n n

n n nn n n nn

a a a a a a

A a a a a a a

a a a a a a

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

  �� /��+��Aij  F������ *��"�� ;���  (co-factor)  �,+"��  aij  
 ��  ������| A |  .  H?� ��� ���,�+� ��!"! Q�&� ����,� ��#+

����� *���"�� �?#� �=�.  

f� 6� F������ *��"��$ �,+� *# *�$!��  .  

g�  ����,��� ���� �%�+ (transpose) _�?� $�� *"%���,� 8���� �
 ����,��� �D$!���� ����,���$ ����,��� H?� ���!A ��� ;����  

  ;����$adj)   ��,!&� ��  ;���� �?��adjoint of A (  

��
��:   

  
+�# �?�A �"$��  ����,�    ����,�  _�+� 
+�#�B  ��#� 	��$  
AB = I = BA  	��  I  ��  ����,��� *�=� 
����,��� 8���B  � ��+

  ����,���  4�#"�A.   
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f�   A  adj    1 1

| |
A

A

   

g�� 4�#"� C �"$�� ����,� Ai) ��H��%� ����  ( ����.  

h���#��� �;0�� D�)�� �#� ����� ����,��� �%��  �� 4�#"� �"$
  ��;"+� ��B ��#!| | 0A   

i� ���#"� :�� *,�� �� ��!���,� :�� *,�� 4�#"�  
��!���,��� :�!�!��$ L��&��� 1 1 1( )AB B A

     

����:  

   ��# �?�3 2

1 4
A

⎛ ⎞ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

   �%��  ���@A
-1   

  1
4 21

| | 14   ,   
1 34

A A
 ⎛ ⎞  ⎜ ⎟⎝ ⎠

 

����:  

  ��# �?�
1    1    3

0    1    -1

2    0    -4

A

⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

    �%�� A
-1��  F=� �-    

  A A
-1

  =  I = A
-1

 A 

 :����A
-1  �� 2A�� �#Y!+ A  ��;"+� ��B ����,�  (| | 0)A   

  1

-4   4    -4
1 1

| | 12 -2  -10   1
12 12

-2    2    1

A A adjA

⎛ ⎞
⎜ ⎟  ⇒   ⎜ ⎟  ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

  

1    1    3 -4   4    -4
1

| | 0    1    -1 -2  -10   1
12

2    0    -4 -2    2    1

A

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

 

  

12    0    0 1    0    0

1
 0   -12   0 0    1    0

12
 0     0   -12 0    0    1

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟  ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
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�����:   

�����,��� 4�#"� ��%� �!��     ��+ ��    
2 2

    

a b

c d

⎛ ⎞
⎜ ⎟

⎝ ⎠
  

f� ������� �D=�� Q�,+� *�$!�+ )  ����a, d ( :�� ���+� *# Q�
�&d� ��#�  

g� ��`+ �!��)� ���� ���&1� ���,+"�� b  ,  c   

h�  8����  ���@ ��� �%!�+�� ����,��� �,�+� ��=+ A   

����:  

  1
2    1 5    -11

| | 7,
3    5 -3   27

A A A
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

 ⇒  ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

  ����,��� 4�#"� ���&!��$ ��!d� 
A��"��� *�A
-1   

d� 
A��"��� �#!���!  

  
11 1 12 2 13 3 1
  +   +    a x a x a x b  

  
21 1 22 2 23 3 2
  +   +    a x a x a x b  

31 1 32 2 33 3 3
  +   +    a x a x a x b  

!����8��,�� ��� ��!$�!# �#��   

  
1 111 12 13

21 22 23 2 2

31 32 33 3 3

X ba a a

a a a X b

a a a X b

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

A�$ ��   ��,!&A X  =  b   .........(1)    

	��  

 
1 111 12 13

21 22 23 2 2

31 32 33 3 3

,

X ba a a

a a a x X b b

a a a X b

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟  ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

  
A��"��� �� *# *� �� 
�$-� �#�� 6+7�)f  (��  
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  1

   X A b
  

!�"
�	
:   

  1 1

Ax b A Ax A b
  ⇒  ⇒  

  1 1        ( )I x A b A A I
    

  1            ( )x A b I x x
   

����:  

�!d� ��!���"��� *�����,��� 4�#"� ���&!��$ ��!  

 3 x1  - 2  x2  =  4 

   X1 +  4  x2 = 6 

 1

2

3    -2 4

1      4 6

X
Ax b

X

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
 ⇒ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
 

 1
4    21

-1   317
A

 ⎛ ⎞
 ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 1 1

2

4   2 4 28 21 1

-1  3 2 14 114 14

X
x A b

X

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
    ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
 

  �� ��!���"��� *� ��#��x1 = 2,   x2 =  1   

 ����:   

 ����,��� 4�#"�  ���&!��$ �%�� 
A��"��� *�:  

  
1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 2  2

10 3 5

  3

x x x

x x x

x x x

  
  

    
 

 8��,�� ��� 	0-�� 
A��"��� �$�!# �#��:  

A x = b   ��        
1

2

3

2    -1    2 2

1    10   -3 5

-1    1    1 3

X

X

X

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
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  1

2    -1    2 13    3    -17

1
1    10   -3  2    4      8

46
-1    1    1 11   -1     21

A A


⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⇒ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

1

1

2

3

13    3    -17 2 5
1

2    4      8 5 0
46

11   -1     21 3 1

X

X x A A b

X



⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟    ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟  ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 

 

x1  =  2    ,     x2  =  0    ,    x3  =  -1 

  

 �������	 
����	
 �	����	
)����	
�(  

Characteristic Equation for the matrices  

   
+�# �?�2 12

1 3
A

⎛ ⎞ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

�  �   �� 
$-A
2
 – 5 A – 6  I = 0   

  2
2 12 2 12 16 60

1 3 1 3 5 21
A

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

  2
16 60 2 12 1 0

5 6 5 6
5 21 1 3 0 1

A A I
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞     ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

  
16-10-6     60-60 0    0

505           21-15-6 0    0

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
 ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 ����,��� ��#! �d��A I)   	��I ������ �	�
��  2 2 ( �-
 ����,��� H?� ���� ��#���� ��#:   

 ` 
2-     12

|  | (2 )(3 ) 12
  1     3-

A I


  


       

  2
5 6     ………………….  (1) 

 ����,��� 8;����� ������ 8��-#$ H?� ������  8��-# ���!.  

 Characteristic polynomial  |  | ( ) det( ) A I D      

       Z!�+�� ����"��� ���! ��#  
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   (3)        ..................... 2 5 6 0      

  ����,��� 8;����� ����"���$characteristic equation of matrix   
����,��� 8;����� ��?%��$ ����"���  H?� ��?% ���!�  

 Characteristic roots – eigen values   |  | 0A I    

 �+��=�$�(1) & (3)  ����"��� ��� *�,��� �#�� 6+� 3�0+  (1) ��  
 ����"���(3)  (��$  A �� A�$   (��$  6I  ��  A�$ 6 .  *�=��

  ����,��� ��A ��� 8;����� ����"��� F=�! .  

��
#� !�����" $����:  

# �"$�� ����,� *A ��� 8;����� ����"��� F=�! .  

�%���:   

  
+�# �?�
2 1

,...., ,
n
    �� ����,��� 8;����� ��?%��A  ��!$�!# �#��  

 8��,�� ���  

 
1 2

( 1) ( )( )...........( )n

n
          

  

���� ������ ������� Kayli Hamelton  

 8��,�� ?&Y!  

 
1 2

(  )(  )............(  ) 0
n

A I A I A I       

��  

 
1

( ) 0
n

r

r

A I


   

�#�&��:   

 3�0� �� :%� �� (4)��    

 0 ; 1,2,......,A rI r n    
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�1 _�?� ��    
����,��� �$%AB = 0+"! A  ���   

      A = 0       ��      B  = 0   

����:   

          
+�#  �?�
2    -2    3

1     1    1

1     3   -1

A

⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

�%�Y�          :  

(i)���� 8��-#    ����,��  8;����� ��A   ��� 8;����� ����"����.  

(ii)  ����,��� 8;����� ��?%�� A���# ���3+ F=��  � – ��!���� .  

  3 2

2-     -2     3

|  |   1    1-     1 2 5 6

  1      3   -1-

A I


    


        

����,��� 8;����� ����"��� �� )g (3 22 5 6 0       

e 3�0+ 8;����� ��?%�� ��%�1  ����"��� F=�� ��"�� *���"�� ���  
  _�? �+"�)1  (����"��� �� ���1� L�D�� *���  

 3 2 2
2 5 6 ( 1)( 6)a               

  *��"� �+��=�$2 �� �� �%+ ����D��  

 -1 + a  = - 2    &    a  =  - 1 

���!��$� ����"��� �$�!# �#�� (2)8��,�� ���    

 2( 1)( 6) 0,( 1)( 3)( 2) 0              
 

1 2 3
1     ,     3     ,          2       

�!� �$�+��$�F�=��# ���3+ �� ��!���� C��   

 A
3
  -  2 A

2
 -  5 A +  6 I = 0 

 2

2    -2    3 2    -2    3 5    3     1

1    1     1 1    1     4    2     3

1    3    -1 1    3    -1 4    -2    7

A

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
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3 2

2    -2    3 5    3     1 14    -4    17

1    1     1 4    2     3 13    4     11

1    3    -1 4    -2    7 13    11    3

A Aa

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 

3 3 2

14    -4    17 5    3     1 2    -2    3

1 5 13    4     11 2 4    2     3 5 1    1     1

13    11    3 4    -2    7 1    3    -1

A A A A

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟     ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 
-6    0    0 1    0    0

0    -6    0 6 0    1    0 06 

0    0    -6 0    0    1

I

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟   ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

!�
��:  

 �� 
$-�  

A  4 = 9 A 2 + 4 A – 12 I  

����:  

   
+�# �?�A    ��    8��#?��� ����,���  ��*�-�:) f (  �(n)    ^��, ���  
�� 
$-��  :%��  

230 (5 2 ) (8 5 ) 6(5 )n

A A A I          

	��  

 3 1   ,    3 ( 2)
n n n       

�&	
:   

8;����� ��?%�� �� -2, 3, 1  8;����� ������ 8��-# ��#!�  � ����  

 ( 1)( 3)( 2)       

  ��%��A
n  30UD&  ��$"!#  � ��A�$ A

2
 , A,  I��!d� 
��D&�� ($!+  :  

f�     ��=+ 30
n            �
� ���
=�� b��& �� /��+�� ������ 8��-# ���  

( )p   �@�$��    ��+�-�� �%���� �� ��#��    ��  )     6��� ���=��� �� 3�A
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�-��-�� �%���� ��  ( �#����@�$��     2
2a b     

g��@0"�� �$�!# �#��   

 2

30 ( )( 1)( 3)( 2)
n

P a b c              

h�  (�+  A  �� A�$    

 
2

2

30 ( )( )( 3 )( 2 )

        ( ) 0

n

A P A A I A I A I A bA cI

P A x aA bA cI

      
   

 

���# ���3+ �� _�?��� ��!���� C��   

 2
30

n

A aA bA cI    

i�e   
$��-�� ��%�a, b, c �� /��"!��$    ��=��$  1, 3, -2  ��� 
 8;����� ��?%��.  

 

30             
8 2 30(3 1)

30(3) 9 3

5 5 30(3 ( 2) )
30( 2) 4 2

n

n

n n

n

a b c
a b

a b c

a b
a b c

   ⎫
  ⎬

⎭

  

⎫
  ⎬    ⎭

 

 
4 15

5 2 , 8 5
6

a b
a b

a b


   


  ⎫

   ⎬  ⎭
 

 30 30 6c a b      ⇒  

  �� /��"!��$a, b, c ��� *,�+    

 230 (5 2 ) (8 5 ) 6(5 )n

A A A I           

����:  

  ��+ �� �"$�� ����,�3 3  8;����� ����?%  2, 1, 0�� 
$-�   

 1 2 1

(2 1) (2 2 )
n n n

A A A
      

 	�������,��� 8;����� ��?%�� � �� 2, 1, 0   ���
��� 8��-# ��#!�  
��  
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 ( 0)( 1)( 2)       

�=$���� 
��D&�� ��$!�$ �� ��*�-�F$���� :  

 2

( ). ( 1)( 2)
n

P a b c                (1) 

 A
n
  = 0   2

a b cI     

e��%�  a, b, c/�"!   �� )f  (  ��   ��=��
$  2, 1, 0  *,
�+  
���  

 0  =  c 

 1 a  +  b + c 

 2
n
  =  4 a  + 2 b  +  c 

 a  =   2
n-1

 – 1                ,    b = 2 – 2
n-1

   

 A
n
 =  (2

n-1
 – 1)  A

2
 + (2 – 2

n-1
) A 

  

   �������	 
����	
 ������	
Eigen vectors  

 �#��A = (aij)  ��+ �� ����"� ����,� n n �#��� Ax x  
 *-�! ��%�� ����"�n ��"� ��x �� , ��B ����  ����,���C �� 

 ��+1n   

 0     0Ax x Ax Ix A Ix                (1) 

 
+�# �?�x ��
1 2

( , ,....., )
n

x x x  �7�  ����"���)f ( 8��,�� ��� :!#!.  

 Ax x  

 
11 1 12 2 1 1

......
n n

a x a x a x x     

 
21 1 22 2 2 2

......

n n
a x a x a x x     

 
1 1 2 2

......

n n nn n n
a x a x a x x     

!����8��,�� ��� ��!$�!# �#��   

 
11 1 12 2 1

( ) ...... 0
n n

a x a x a x      

 
21 2 22 2 2

( ) ...... 0
n n

a x a x a x      
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1 1 2 2
...... ( ) 0

n n nn n
a x a x a x      

 ( ) 0A I X   

d� ��!����� �$!"+���!�!  

 | | 0a A I    

�� ������ H?�  ��D&�� 
A��"��� *�� ���# 8���@ ���&!��$ 8�)�$� �%+
��  

 x1 = 0   ,   x2  =  0      ,    xn  =  0 

  �+�D"� �?��x = 0  ��� *���6��!��   

�� *� �%�� ������ H?� n ��B �&x = 0 �#�| | 0A I   �� ����"���
 ����,��� 8;�����A � � ���@ ?&Y! �� �#�� C ��?%�� �� ���� 
 ����,��� 8;�����.  

     �� /��+�    �� �    ��?%�� H?� Q�� .     �
���"��� F
=�!! ���=�� H?�� 
(1) �(2) ��B *� �� 	�$+ �� �+����  *�������,��� ����"��� 6��!�� .  

1
( ) 0A I x    

111 1 12 1

21 22 2 2

1 2 3

0.....

..... 0

..... 2 0

n

n

n n nn

Xa a a

a a a X

a a a X




 ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 

 
��%���� ��� F�D��x  ��=� 8�3�+���     eigen vectors   

����:  

 �%������,��� ��!�?�� 
��%����� ��!�?�� ��=��  

 

5    4

1    2
A

⎛ ⎞
 ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
5-     4

( ) 0 (5 )(2 ) 4 0
  1     2-

D


  


  ⇒      
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��?%�� ��#!� ��             
1 2

1       ,            6    

1
6   

1

2

1 4 0

1 4 0

X

X

 ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 

1 2
4 0X X    

1 2
4 0X X   

1 2

4
4

1
X X x

⎛ ⎞
 ⇒  ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

1
1   

1

2

4 4 0

1 1 0

X

X

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
 

1 2
4 4 0X X   

1 2
0X X   

1 2

1

1
X X x

⎛ ⎞
 ⇒  ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

����:   

 �%������,��� 8;����� 
��%!���� 8;����� ��?%��  

 
2    12

1    3
A

⎛ ⎞
 ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

����:  

 �%������,��� ��!�?�� 
��%����� ��!�?�� ��=��  

 

-2    2    -3

2     1    -6

-1    -2    0

A

⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

����:  

 �%��
��%!���� 8;����� ��?%������,��� 8;�����   

 

2    -2     3

1     1      1

1     3     -1

A

⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

               ����,��� 8;����� ����"���| | 0A I   

 
3 2

1 2 3

2-    -2     3

  1    1-    1 0 2 5 6 0

  1      3   -1-

                                1, 2, 3


   


  

 ⇒    

   
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1

1 2

3

1    -2    3 0

1 1     0    1 0

1     3   -2 0
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