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Linear Programming 

����� :  

  ��� ���� :����  *#�)��� *��    �!��  ��!B��, �#��   �� #)  
WD& *� 

�+��$!��� F��D ��.  

��	��
���
� ��������
  

Planes& Inequalities 

����!���� x = b 	��     Rb)  b�!$�- ���@   (�D=+ *-�! ��  ���b 
  ��         ��=�=��� ����r� ��=!�� D& ��� C� ���� �"$ �? s��� .   *
-�! ��+�$

 ;��� ���=!��C   ���� y    ��  ? s���C   ���"$)   �!�
� C�C xy ( ?C 
��"$� �-0-   . 0                        b       

                                     z  

    x=b                                              b x                  

                                                
             x                            c           0                              

 
                                             b=X 

  

                                             y 
  �+��$!���b>x  ��   x<b  

 	��R  b  �� *-�! �    �
D=+�� ���
� �
�� �"@���� D=+�� (��% ) �� 
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 ��=!���� �� Q�!���� (s����� �"�$D :��.  

�������	
  

 x≥b  ��  x≤b	��    R  b   ��� �"@���� D=+�� (��% ��� *-�!   

 x = b  ������ ����    )*#)�� �3+�.(  

���!��� *-���$�� �!��  ���1� �%���� ��  

4x + 3y = 120                                        (1)  

  ���=!�� �D& *-�!   ��  ? s���C   ���"$  )   Q�!�
� (     ��!D=+��
$ �
���
(0,40), (30,0)�� �&n �+"�$� � D=+�� (��% ��� *-�! (x,y) �"@����  

 ��=!���� ���(1)6!����!� F=�! C�  .  

  ��=!����(1)      Q�!���� ��=� xy    ���  FD�+� 	0-[   �
�+� ���1�    �
� 
 6��+ ��=!����� ��+�-���    ��  Q�!���� L,+   C?��  �
!��C     �
D=+ �
�� 

 *,1�(0,0)  D=+�� (��%� (x,y) �!�� �+��$!��� F=�!  

4x + 3y < 120                                          

����
������:   

4x + 3y ≤120             
-�!D=+�� (��% ��� �0 �� ���1� �=D+���� ��+�-��.  

����
������:  

4x + 3y ≥120               
  

    �"@���� D=+�� (��% ��� �0-�!   ��    �
-��-��� ���1� ��!=D+��� .   �� �
�$�

���!����  

 12034  yx  

o b e i k a n d l . c o m



 - 125 -

 *#�λ             ��=!���� 4�+ *-�!                 4x + 3y = 120      
 
�+��$!��� ���  

 12034  yx  

                              ��!�+��$!��� ���+�"$ ���4x + 3y ≤120            

 
+�# �?�λ�$%��  ��� ��$!��� ����++��!�  

 12034  yx  

 
+�# �?�  λ �$��� .  

� D=+�� (��% ��� 
  4x + 3y ≤120     

� ��!$�!# �#���8��,�� �� :  

 012034:),(
1

 yxyxpA  

  

  

                                     y            

                                        A2 

                                             (0,40) 
                                      4x+3y=120   

  

                      x     (30,0)                     o 
                                A1 
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������                                              12034  yx   

8��,�� ��� ��!$�!# �#��  

 012034:),(
2

 yxyxpA  

 D=+�� (��% ��� ���"�� ����p(x,y)  �� ? s�����C n!��� �"$  � 

                           ��!+��$!��� F=�!∑




n

i

biii
xxa

1

,  

 	��ai ,  b���,� �"��% ����� 
$��-  .  

������� �	
��
� ��
�:  

                                   (0,0,b/a3)  

  

(0,b/a2,0)                                           0        

  

  

                                             (b/a1,0,0)  

 


0...

..:),...,,(
221121




bxa

xaxaxxxpA

nn

nn

  

 �+�n=1   

   0:)(
1111

 bxaxpA  

 �+�n=2            0:),(
2211212

 bxaxaxxpA   

 �+�n=3  

 


0

:),,(

33

22113213




bxa

xaxaxxxpA
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 �+�n=n 


0...

..:),...,,(
221121




bxa

xaxaxxxpA

nn

nn

  

a1 ,a2 ,a3  

 
���"@���� D=+�� (��% *-�!� ���,� ��"��% ��  L,+
       s����� L,+��� Q�!���� ���� ��"$� �-0-�� Q? s�����   C?��   F
=��

                               ��!+��$!���bxaxaxa 
332211  

  

���� ����	
 �����	 ��
������	 ��� ����� �� �������  

��������	
 ��
 �
���:  

f�� *���! �+��$!�� ���  ���$!�� ��0� ���&!��$ _�?� ����"�
������!� ���  ��0�(=)�+��$!��� �+��� �� 0-�� :  

     

g� (��$ _�?� �+��$!��� *� 0=x1 ���@ ��%���   x2  (�� �- 
x2=0 ���@ ��%���  x1 ��!D=+ ��� *�,��� �#�� _�?$�    

h� D�=+�� *�-�! �!� � �=�1� ������ ��� �����x1 ��� Q�&1�� � 
��� ���������  x2���+�$ D&�� *�,�!  �-  .  

                                                         x2 

  

                                               x1               0 
  

i��+��$!��� 
+�# �?� D&�� ���� *��3!��  �$#�  ��.  

 *��3!���?� D&�� *���+��$!��� 
+�# � *@� ��.  
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����:  
  ��!d� �+��$!��� ����:  

,00,1642
2121
 xxxx  

��	
 :   

���+��$!��� *���!  ��� ����"�  

1642
21
 xx  

g� (�� 0
1
x ���@ ��%��� 2

x    

)4.0(4
4

16
1642

220
⇒ xxx  

 (�� �-0
2
x ���@ ��%��� 

1
x    

8162
11
⇒ xx  

��+�-�� �D=+�� �?� �� (0,8)  

h�                                            ����"��� ��� (0,4) 

i� 1 *��3!��                                                *��3   

1�+��$!��� � *@�    ��                                          2            
  

        1                                                                 (8,6) 
  

  

  

  

 6         7    8                                                                    5   4   3   2    1    0             

  

����:    

 �+��$!��� *"%� 
21

32 xx  *@� D�)$ �#�� ��   

0,1

,2,82

21

2121




xx

xxxx
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��	
:  

f� ����� �- ���� �- ������! �- 
�+��$!��� ���:  

               2,82
2121
 xxxx  

Put  

2

0

80

)2,0(0)4,0(0

00

1

2

12

22

11


⇒

⇒
⇒⇒

⇒⇒

x

x

xxat

x

xatx

 

   ��+�-�� �D=+�� �?�(2,0)=+��                   ��+�-�� �D(8,0) 

   �?�x1 = 1���� D& *�"$ 8�)�$� ���!   � �+� (1) ���  
��� ������ ��;��� �=�1� ���������.  

� *#)�� 4�+ ��� 
�+��$!��� ���:  

����!�� D�=+�� (�+ �+��:  

)3,1(),0,8(),0,2(),1,1(  dcba
  

                                                                 x2  

                                                        d       4 
  

  

  

                      ������� �	
��� ��
��                        2 
  

  

                                                          a     1 
  

                        x1  8                      2    1    0 
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At  a=(1,1) →   2(1)+3(1)=5  

At  b= (2,0) →  2(2)+3(0) = 4 

At  c= (8,0) →  2(8)+3(0) = 16 

At  d= (1,3.5) → 2(1) + 3(3.5) = 12.5 

*-�1� *��� �D=+ �?� ��   �D=+��b (2,0)
D�� ��+1  *@�  ���@
  ������4!���  �
+�#  *@� �#�� ��.  

����:  �+��$!��� *"%�                                 
21

64 xx   

�#�� �� �3���� D�)$ :  

,123557

,7289

2121

21




xxxx

xx

  

����:                   

3557,7289
2121
 xxxx  

728,0
21
⇒ xxat  

355,0
21
⇒ xxat  

)7,0(7),9,0(,0
22

⇒⇒ xx  

)0,5(5357),0,8(8

0,729,0

111

212


⇒

⇒

xxx

xatxxat

  

 �?�x1= 2   �� 8�)�$� ���!� *�!A(2)    ��
=�1� ��
���� ��� 
x2= 1� D&$  ���  �� (1)��� ������ ���   ���  
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                                                                9 
                                        2 =x                   8  

  

                                                                4 
�+#���� *����� �=D+�                                  

  

  

              x2= 1 
  

  

      1    2     3     4     5     6    7     8                                    
  

  a(4.2,1),b(7,1),c(2,6.5),d(2,4)  

a(4.2,1) ) →  4(4.2) + 6(1) = 22.8  

At   b (7,1)→  4(7)+6(1)= 34 
At   c (2,6.5) ) →  4(2)+6(6.5)=47 
At d (2,4)→ 4(2)+ 6(4) = 32 

��	  أآ�� ��� أ�
� �c(2,6.5)ا���
	   ه� إذن ��
	 ا��� ا�����
�ا�	 �(47)�.  

����::��+� ���$ _!$�%� ����� ����!�� �+��$!��� *�   

 ,13:),(
1

pyxyxpA   

 ,6:),(
2

 yxyxpA  

 2:),(
3

fyyxpA   

��	
:  (D�=!�� I I 321
AAAL   
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                      y-2=0                  L        +      2   

  

                          X+y-6=0                    - 
  

     

                                            3x-y-1=0  

  

���3��� �=D+��� *-���  

 02,6,13::),( ff  yyxyxyxpL  

����:   

:��+� ���$ X���e� (� ��!d� 
�+�$!��� *�  

 ,062:),(
1

 yxyxpA  

 ,6:),(
2

pyxyxpA   

 1:),(
3

fyyxpA   

��	
:   

  �=D+��� �+�D"� (D�=!��L����+0�� �.  

                                                          y 
  

                                                          L 

                                                           +  

  

x                                                              - 
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����:   

� *�+��$ X���� (� ����!�� 
�+��$!��� :��+�   

  ,1
916

:),(
22

1
p

yx
yxpA   

 .4:),( fyxyxpA   

                                      y 

                                   +    

                                                �     
  

x                       

                                               

  

  

��	
:  

(D�=!��   

I 21
AAL   

���3��� �=D+��� �+�D"�.  

������� �	
 �� 
����
����  

��# �?�  

1)   a> b,   a> 0,  b> 0,  c> 0,  d< 0, m>0           
�7 �  

2) a+c> b+c,  a-c >b-c b-c   .          .(1) 
a.c> bc ,  a/c> b/c   .                         (2)  

o b e i k a n d l . c o m
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�$%�� ���# ���@� :��� X�D� (�% �� C� ��  ��`! A ����D��
���$!�� 8��)�.  

Ad< bd  , a/d < b/d                           (3) 
c/a< c/b                                             (4) 

1  � a/ab >b/ab Q� 1/b > 1/a 
am > bm                 am > bm 

:�� C� �� ���@ �� ���$!�� 8��)� ��`� :��� 41 (��.  

)k (   
+�# �?� ���a,b,c ��#� �$%�� ���#    

a< c , b< d                                                                          

 �7� a/b<  c/d         

)t (=�=� ��� *#�� a  �=�D��� ���=�� L�"+   

 | a|       ) د��  أو��	ا ���
  آ�� ���) ا	

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧





0

0

paa

aa

a  

����:   

00,22   

d��  ����"�� ��# �?� �a,b=�=�  � � ��b>0� 7�  

baba

babba

aa

aa








,

,

2

ppp
  

����  :'�+��$ ^��� ��!+��$!��� *��  
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3

2
23234

242133

234,133

ppf

fff

ff

xxx

xxx

xx

⇒⇒

⇒⇒


  

�� �� C� �����$ *-�� *�  

 3/22: pp xRx   

  

                                   1      0       -1      -2 
������ ��	
���:  

�� ba  ��!D=�� ��$ ������� *-�! )0,(),0,( ba  

:� �+��$!��� *� bax p+"�  � D=+�� ����+� x  

 ��$� ��+�$ ������� 	��a  *@�  ��b1 �  

baxba

baxbbax




pp

ppp

  

b�   ��# �?� 
n

aaa ,...,,
21

    �a������ ��=�=� 7�  

nn
aaaaaa  ...,...,,

2121
  

����  :  �%�� ��"���=�=��� :%����  M��#� 	��$    

Mxxxx p5432
234   

 ��@ (��%�x �!�� (=! �� ���!�� 8�!��� �22 pp x  

��	
:  





5432

5432

234

234

xxxx

xxxx
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5752.42.32.22

5432

234

234





p

pxxxx

  

��$!�� �#�� ���!��$�  ��"�� ��M=57  

����:    

�+��$!��� *�  

345
32 xxx  f  

                        �+���032
345
fxxx   

0)
2

1
)(1(2 3

f xxx
  

���1� L�D�� ��"+�� )  0-�L (  ��=�� �+�  

x=0,1/2,1 
�&� ��@ ��$!��$�Q  ��`!��� x�� �%+ �=$���� ��=�� ��$  :  

   �f 1/4      3/4     2     x      

    � +        � +     8��)�L

  

�� C�:  

1,01
2

1
ffpp xLx  

2

1
0,01 ppfp xLx  

2/10

1

32
345

pp

f

f

xor

x

xxx 
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��$ *��� *�-�! �#�������!�� ���  

 1,2/10: fpp xxRx  

 ��+��$ 6��-�! �#�� _�?#���� ��#   

   +      ++       +++                       � �              - - - 

  

(+)                             (1)    (-)     1/2    (+)     0       (-)  

����:  

   �+��$!��� *�   

 
xx

50

23

210 


  

��	
:  

 ����	       

)1(0
)23(

10060
0

50

23

210
pp




 xx

x

xx

  

  �+� D�$�� ��"+��x =- 5 / 3 ��=�� �+� ��=��� ��"+��  x= 0,  x =2/3  

  

1 1/2 -1  -2 x 
+ - + - � ���� ���	
 ���

)f(  

�� C�:  

3

2
0,

3

5

50

23

210





xorx

xx

p

  

o b e i k a n d l . c o m



 - 138 -

 *�-�! �#���*�������!�� �����$   

 3/20,3/5:  xxRx p  

�?#� ��+��$ 6��-�! �#�� _��� ��#   

  

++       +++                        �   +             � �      - - - 
                   x 

(+)                             (1)    (-)     1/2    (+)     0       (-)  
  

����� ���	�
��
� ��� �	
����:  

  ����	
 ���
�	
Linear Programming  

    '�% G�& ��+ *�$ �!�!�   !��� *������ �� ��     ��!���`!� ��$ �@0"�� ��#! 
�	��  ������ ������    ��%��        D��)
�� _�?#� ��� Q�`,��� ��3"�� ����+��

������ _�! ��� �"@����.  

  �+� �$!"+ L���   ��         D
=� �����`!� ��� ���!���� *������ 9;%�� �?�
 X���� �#���*���+�� �?�� ��+��$ *������ �� ��.  

 ����������:  

 �3�0� (� �� F$� �++� �+��� �*��� C�$%����#  �� �=$���� ��-�1�  

����:  

  �%��*�����+��� X���e�� ���� Y����!�� ��D&�� �%��$�� ��:  

yxyxfy

xyxyx

35),(.max,0

,,1025,1553




  

  C�  �%��  ��@(x,y)   �!��    8�D"��� �-0-�� 
�+��$!��� F=�! � D"!�   �
���+ 
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�� ��3� ����f.   

��	
:    �=D+��� A�� ���+ L��    �!��   ����"��� 
�+��$!���$ F=�!!   �
�� 
��!�� *#)�� �� ���3����.  

�����:�D"��� ����� ��� *�,��� �=$���� 
��D&�� 4�+ ($!� .  

d�� ��`!��� �!$�- ���@ C1 �f                    �� Q�+ 5x+3y = f 

 �� 	��$ ���=!�� �D& *-�!� �D=+ Q���6D"! �  ���=�� f ���@ ��`!$�   
f;��� �&n D& ��� *,�+ C1 �?#�� �F$���� D&��  D& C� *�� �

8��,�� ��� ��#� ��+� ��=!��                  : ycxcf
21

 

�C����  ���=�� 
21

/ cc@�!� A ��� L *���� �?�� 
$�-�� ��� 
C����-3/5                                                      y 

                                                                      5 
  

  

                                                                 A  3  
            B                                                       

  

                                     2                                           
   

  

  

                        x               5    4    3  c 2    1    0    

                           +    - 
  

  

 d� ��+�  ��=!���� ���"� �   C?�� �+�D"�   �$#�   ���@f ?���C    Q�
�� ��#! 
�D=+ �� ���3��� �=D+��� �� ��=!���� �� �?� _�? F=�!�� ������  

F = 5 x + 3 y 
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  4����$B  (����� OABC �� �%+�   

37.12
.max
f  

 	���  ���=�� �B��  B(10.53, 3.368) 

�"�� ���=�� �� �+� 3�0� ���=��� ���ycxc
21

  

��=!����$ 
���,�� ���� �� ��D=��� 9;%�� *�D (� ����D :��+!!  

 ycxctconsf
21

)tan(  

1 ��D=��� 9;%�� �C���� 2/ cf (� :��+!� C�  f �#�� �- ���  
������! ��%�� ����, ����!�� ��=�� ��:  

37.12)(,..9)(,..10)(,..0)0( bfafcff 
  

  �D=+�� �� Q�+BD"! �  �D=+�� ���3� ����+ oD"! �Q�`, ����+ .  

����:  

     �%��                          ������ ��3"�� ����+��)5.2( yx   

 
==� �?�),( yx
�+��$!���   

0,..0,..1025,..1553  yxyxyx 

��	
:  

�� *-�*�-� F$����  ) *#)�� �3+�F$���� ( ��=!���� �� Q�+ �++#�� �  

)tan(5.2 tconsfyx  

       (���� ��� 6���!$ F$D+� �� �#��BC 1     ^���� 6�;��� 6+�6+   ��  �?�
   ���+ ��� *,�+ (�����            (��
�� �
�� �D=+ C� �� C� ������ ��3� 

BC        A ��� �+��� ��#� _�?$� ��3� ����+ �+�D"!  ���+�   ��  *�
���� �
 �� 3�0��  

3)(,..5)(,..5)(  AfBfcf  
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����:   

 �%�������� Q�`,�� ����+��  

yx 32  

  
==� �?�x,y��!An 
�+��$!��� :  

3,3,45

,826,432



yxyx

yxyx
  

��	
:  

 �� Q�+� �!d� *#)�� �3+�  

 )tan(32 tconsfyx  

;���C                        25.0  yx _�?#� 4
.max
f 

  ��=!���� ��� �D=+ C1BC C?�� �!�� ��� �� A ����+.  

                                                              y 
  

                                      2y-x=f(constant) 
                             C   

  

                                                    B  
                                                       

                                                                 A 
 
  

x                                                                    c  

  

  

J����J����J� �
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������  

 
 �������	
�� 
���	�� ���: 

 

x

x

x

xxx

xxx

xxxxx

xxxx

5

25

86

10
)7

62

1

2

3

3

2
)62)5

)46)3

0262)2012)1

2

23

3345

22









p

pp

pp

fp

 

 ����
��������� ������� �����	�� ������ ��
���� 
���
� :  

               
yxMaxZyx

yxyx

5.1,0,

,..44,..632
)8




 

yxMinWyx

yyxyx




2,0,

4,..1,..50105
)9 

yxMinFyx

yxyx

102,0,

,.55,..0
)10




 

yMaxWyx

yxyx

5,0,

,..105,..2
)11




  

� �

J����J����J� �

� �

� �
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