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 
 

Sequences and infinite series 
  

 Sequence  
   :فتعاري

   :المتتابعة) 1
  ن هذه الأعداد    إ فZn يوجد عدد n ي إذا كان لكل عدد طبيع

 Z1, Z2…….,ZN  
 يسمى عنصر من عناصر    ZNالعدد  و تسمى متتابعة لا نهائية

   {Zn}المتتابعة وللاختصار نكتبها على الصورة  
  :تقارب المتتابعة) 2

 C إذا وجد عدد     Convergence متقاربة   {Zn}ن المتتابعة   إ : يقال
  :وله الخواص التالية
 ابسلن يمكن أن يكون صغيرا صـغرا كافيـا         (ε أنة لكل عدد موجب     

   بحيث أن Nعدد طبيعى  إيجاد يمكن)   الصفريساويلكنة لا و
  NnCZn ≥∀≤− ,ε                                                  (1) 

يمكــن كتابتهــا علــى الــصورة         ونهايــة المتتابعــةحيــث تــسمى 
 CZLim n

n
=

∞→
    

خر                           آأو بمعنى   
at   Zn →C   

 إذا لـم    Divergentمتباعـدة   وتكون المتسلسة   )  n→∞(عندما  
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  .يتحقق هذا الشرط
  أمثلة

  : 1مثال
  : المتتابعة التالية من حيث التقارب والتباعدختبرا

1) 
n

Zn
21}{ +=  

   :الحل
     :الطريقة الأولى للحل

   أخذنا نهاية المقدار عندماإذا يمكن حل هذا المثال بمجرد أننا 
  nفتكون متقاربة     1 يكون الناتج ∞ إلى   تؤول       

    1)21( =+
∞→ n

Lim
n

           

      :الطريقة الثانية للحل
  تقتـرب    ∞  مـن     n كلمـا اقتربـت        ه أن ملاحظة  وذلك عن طريق    
  )1( فمن المعادلة ، فتكون متقاربة1المتتابعة من العدد 

ε
ε 2,2121 ≥⇒≤=−+=− n

nn
cZn  

01.02 فيكون     ε =0.01كمثال إذا أخذنا القيمة    
〈

n
  

     n >    200عندما  
   .1 فتكون المتتابعة متقاربة من العدد 

    : المتتابعة التالية من حيث التقارب والتباعداختبر:    2مثال 
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                                                   { }
1+

=
n

nZn 

   :الحل

}المتتابعة   }
1+n

n 1(من المعادلة    و "1"العدد   إلى   تتقارب و  متقاربة   (

  ن أنجد 

1
11

1 +
−=−

+
=−

nn
nCZn           

,
1

11
1

1 ε〈
+

=−
+
−=−

nn
cZn  

11111
1

1 −〉⇒〉+⇒〉
+

εεε
nnn  

11مـن    أكبر   صغر عدد صحيح  أهو  و  N نختار العدد      يوبالتال −
ε

 . 

  نإ   فε = 0.01كمثال إذا كانت    

  99  =  11 −
ε

   .1   فالمتتابعة متقاربة من العدد N=99ذن     إ  

  تمارين
  :تباعد المتتابعات أو   تقارباختبر  

1) 
1

2}{
2

+
=

n
nZn        

2) 
3

1}{
−

=
n

Zn  

3) 
3

1}{
−
−=

n
Zn  
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  Seriesالمتسلسلات : ثانيا
   :هناك ثلاث أنواع من المتسلسلات

  .متسلسلة عادية) أ
  .متسلسلة متبادلة الإشارة) ب
  .متسلسلة القوى) ج

  المتسلسلة العادية) أ
  تعاريف

  : المتسلسلة-1
متتابعة لا نهائية من الأعـداد   {w1, w2,……,wn}إذا كانت 

  ن المقدارإمركبة ف أو سواء كانت حقيقية

)1...(321
1

wwwwn
n

++=∑
∞

=
        

   infinite series    اللانهائيةةيسمى بالمتسلسل
   حيث  Sn  من الحدود الأولى  nأما مجموع 

nn wwS ++= .......1  

  "ي النونيالمجموع الجزئ"يسمى هذا التعبير 
  S1,S2….,Sn} {فتتكون لدينا المتتابعة على الشكل  

  :ارب المتسلسلات وتباعدها تق-2
  إذا كانت هذه المتتابعة متقاربة بمعنى) 1
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SSLim nn
=

∞→
)(   

ويكـون مجموعهـا   Converge  متقاربة ) 1(ن المتسلسلة إ : يقالهنإف
  ن أ أي S يساوي

...21
1

++==∑
∞

=

wwwS
n

n  
  :           إذا كانت) 2

                           ∞=
∞→

)( nn
SLim           

  . Divergent فأن المتسلسلة اللانهائية تكون متباعدة  
  . تكون تباعديةيمحدودة فه (Oscillating) تذبذبية Snإذا كانت ) 3
ن المتسلسلة تذبذبية غير إ ف,∞∞−  تذبذبية بين Snإذا كانت ) 4

 .تباعدية وهي محدودة

      :3مثال   
  :ةائي المتسلسلة اللانهاختبر     

)1......(
2
1

2
11

2
1

2
1

1 +++=∑
∞

=
−

n
n  

  :الحل
  هو) 1(للمتسلسلة     Sn ي النونيالمجموع الجزئ

12 )
2
1(...)

2
1(

2
11 −++++= n

nS   

أساسها  و 1هذه متوالية هندسية حدها الأول 
2
1  

   فيكون مجموعها  nوعدد حدودها 
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( ) ( ) 122
12)

2
1(1/)

2
1(1 −−=−−= n

nS  
  هو) 1(مجموع المتسلسلة التعريف المعطى يكون  على بناء و

2)
2

12()( 1 =−== −∞→∞→ nnn
n

LimSLimS  

   2 يساويمجموعها  وتقاربية) 1(ن المتسلسلة إعليه ف و
  : 4مثال

  ة المتسلسلة اللانهائياختبر 

)1......(...21
1

++++=∑
∞

=
nn

n
  

  :الحل
   هو  Snعبارة عن متوالية عددية فنجد أن) 1( المتسلسلة 

2
)1(...21 +=+++= nnSn  

  : هو)  1(موع المتسلسلة ن مجإ فيوبالتال

∞=+== ∞→∞→ 2
)1()( nnLimSLimS nn

n
  

  .  المتسلسلة متباعدة∴  
    :5 مثال

  : المتسلسلةاختبر  

)1...()1(...111)1( 1

1

1 +−+−+−=− −
∞

=

−∑ n

n

n
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   :  الحل
  ذا كانت المتسلسلةإواضح أنه 

  n=1⇒ زوجية    
n=0⇒فردية    

{ 1
0

1

1)1( =−=∑
∞

=

−

r

r
nS  

) 1(  فالمتسلـسلة وبالتـالي    ليست قيمـة محـدودة     Sن  إ ف هوعلي  
  .تباعدية

   المتسلسلة التوافقية -3
Harmonic Series  

متسلسلة  وهي   المتسلسلة التوافقية  هي   على الصورة التالية   التي   المتسلسلة
  متباعدة 

...
3
1

2
111

1
+++=∑

∞

=n n           
  ن ذلك لأ وتكون متباعدة و

        
n

Sn
1...

3
1

2
11 ++++=  

   :يمكن كتابتها على الصورة و  

nnS 1...)
8
1

7
1

6
1

5
1()

4
1

3
1(

2
11 +++++++++=  

     بمقارنتها بالمتسلسلة الأخيرة       
2

)1(1 ++ n       

  : وبالتالي
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∞=++= ∞→∞→ 2
)1(1)( nLimSLim nn

n
  

  التقارب المطلق -4
    المتسلسلة العادية

                ...321 +++ www  
إذا كانت المتسلسلة المنـاظرة     ) التقارب المطلق ( تسمى متقاربة القياس    

  :لها

)3(...21
1

++=∑
∞

=
www

n
n        

 Absolutelyمطلقـة التقـارب  تسمى هذه المتسلسلة أيـضا  .  متقاربة
convergenceإذا كانت المتسلسلة    

        ...321 +++ www   
مـشروطة  ن المتسلسلة تـسمى     إ  متباعدة ف   (3)لكن المتسلسلة    و متقاربة

     Conditionally Convergent)(التقارب  
   :ةملاحظ

  .نها تكون متقاربةإإذا كانت المتسلسلة متقاربة مطلقا ف
  

  تباعد المتسلسلات العادية أو الاختبارات لدراسة تقارب
  

  :6مثال
  المتسلسلة المتقاربة شرطيا ومطلقا

   :لة المتسلس

                           
16
1

8
1

4
1

2
1 −+−  
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  :نوذلك لأ" 1"متقاربة وقيمتها 

nnnS
2
11

2
1...

4
1

2
1 −=+++=  

  ½ساسها أ عبارة عن متتابعة هندسية حدها الأول ويفه

ومجموعها هو                                      
r
ra n

−
−

1
)1(   

   :نإ  وبالتالي  ف
   1=

∞→
n

n
SLim  

      بينما المتسلسلة

                    ...
4
1

3
1

2
11 +−+−=nS  

ن المتسلسلةا وذلك لأ  متقاربة شرطي  
      ...21 ++ ww    

  .  متقاربة فإنها تكون متقاربة
   :1نظرية

  إذا كانت المتسلسلة  
                              ...21 ++ ww     

  .متقاربة مطلقا فإنها تكون متقاربة
   :2نظرية

21...إذا كانت المتسلسلة                              ++ ww    
  :نإ متقاربة ف
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            0=
∞→

n
n

wLim 

  .لا تحقق هذا الشرط تكون متباعدة التي  المتسلسلةوبالتالي
   :اختبار النهاية - 1

 وهو بأن نقوم بأخذ النهاية للحد العام إذا كانت النهاية مـساوية للـصفر        
   .تكون غير معلومة بمعنى يفشل الاختبار وغير ذلك تكون متباعدة

 أكبر يكون فيها درجة البسط التي حالة المسائل في  ويطبق هذا الاختبار  ( 
  ) درجة المقاميتساو أو من
  

divotherwise
failstest

SLim nn

.0
)(

⎩
⎨
⎧

=
∞→  

           
  Cauchy test  :ي اختبار الجذر النون-2

∑بفرض أن 
∞

=1n
na نأ متسلسلة حدودها موجبة وبفرض  

    LaLim n
n

n
=

∞→
  

  :نإ فيوبالتال

failstest
div

conv
SLim nn

...........1
..................1
................1

=
=

∞→
;
≺

 
  :ياختبار كوش

ا  صغير جدε   المتسلسلة تكون متقاربة إذا وفقط إذا كان لكل عدد موجب         
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 Nمـن    أقل    حدين مختلفين  ي الفرق بين أ   إن بحيث   Nعدد  د   إيجا يمكن
 للتقـارب وهـذا     ي  وهذا ما يسمى بنظرية كوش      εمن أقل   يكون مقدار 

  .الاختبار ليس للتطبيق وإنما كتعريف
  : 7مثال
   المتسلسلةاختبر   

                        ∑
∞

=1

1

n
nn

           

 متباعدة  أو  من حيث كونها متقاربة

    :الحل
  :  نجد أنكوشي باستخدام اختبار 

101

1

<=

==

∞→

∞→∞→

n
Lim

n
LimaLim

n

n
nn

n
n

n

   

  .                                                 إذن المتسلسلة تقاربية
  Comparison test:  اختبار المقارنة-3

  :ليةقبل توضيح هذا الاختبار لابد من سرد النظرية التا
  : 1نظرية  

  إذا كانت    

      1)(            ...                                       ,
1
∑
∞

=n
na           
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              …                                                           (2)∑
∞

=1n
nb           

وهو اختبار عن طريق مقارنة المتسلسلة بأخرى معلومة من النظرية من           
يطبق في المسائل التي يكون فيها بسط       (متباعدة     أو   حيث كونها متقاربة  

  )من درجة المقام أقل كون درجة البسطتومقام و
If  nn ba ≤  and  nb  convergent then na  convergent, 
If  nn ba ≥  and  nb  divergent then na  divergent 

  Division Test:  اختبار القسمة-4
  :نوعين من المسائل في ويعتبر من أهم الاختبارات ويطبق هذا الاختبار

    .مسائل الأعداد ذات الأسس)  1(
  :كما يليمسائل المضروب وهو يطبق ) 2(

  إذا كانت لدينا

∑
∞

=1n
na  

failstest
div

conv

a
aLim

n

n
n

.........1
................1
..............1

1

=
=+

∞→
;
≺

 

 Integral Test:اختبار التكامل -5
  :يالمسائل القابلة للتكامل ويطبق كما يل في  ويطبق

  إذا كانت لدينا 

∑
∞

=1n
na  

∫
∞

∞−∞⎩
⎨
⎧

=
0 ...............,..,...

............................
divor

conva
dnan  
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 يمثله دالة الحـد     ي أنه يوجد المساحة ما تحت المنحنى والذ       يوهو ما يعن  
 وغيـر   ،ذا كانت هذه المساحة محدودة تكون متقاربة      إ و ،العام للمتسلسلة 

  .ذلك تكون متباعدة
  أمثلة

  :1مثال
   :ةمتباعد أو  المتسلسلة الآتية من حيث كونها متقاربةاختبر

 ∑
∞

=
−

1
12

1

n
n   

  : الحل
  اختبار القسمة  هو  من الظاهر أن الاختبار المناسب هنا 

12
1
−= nna ,   nna

2
1

1 =+    

:                                                      نإ فوبالتالي  

1
2
1

2
2

2
1

2
1

1

1
1

≺==

÷=

−

∞→

−∞→

+

∞→

n

n

n

nnnn

n
n

Lim

Lim
a

a
Lim

  

∑
∞

=
−

1
12

1

n
n    (convergent)    فتكون المتسلسلة متقاربة 

  : 2مثال
   :ةمتباعد أو  المتسلسلة الآتية من حيث كونها متقاربةاختبر
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∑
∞

=1n
n 

   : الحل
لأن درجة البسط   (  من الواضح أن الاختبار المناسب هو اختبار النهاية         

  ) أعلى من درجة المقام
nan = ,   0)( ≠∞=⇒

∞→
nLim

n
     

                                       divergent )متباعدة(  
  : 3مثال
   :ةمتباعد أو  المتسلسلة الآتية من حيث كونها متقاربةاختبر

∑
∞

=

+

1
2
2

n n
n

  

  :الحل
لأن درجـة   (    من الواضح أن الاختبار المناسب هو اختبار المقارنـة          

  ) من درجة المقام أقل البسط

2
2

n
nan
+= ,      

n
bn

1=  ,  

 ∑
∞

=1

1

n n
 divergent 

 ومن النظرية                                        

∑∑
∞∞

=
≥+

⇒

≥+=+

11
2

22
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,1212

nn
n

nnnn
n

n

∵
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∑وبما أن 
∞

=1

1

n n
  لة  متباعدة من النظرية ومن هذا تكون المتسلس

∑
∞

=

+

1
2
2

n n
n    

 . متباعدة باستخدام اختبار المقارنة

  :4مثال
   :ةمتباعد أو  المتسلسلة الآتية من حيث كونها متقاربةاختبر

 ∑
∞

= +
++

1
5

2

1
13

n n
nn

 

   :الحل
   من الواضح أن الاختبار المناسب هو اختبار المقارنة 

  ) من درجة المقام أقل لأن درجة البسط( 

∴
1

13
5

2

+
++=

n
nnan ,   3

1
n

bn = ,    ∑
∞

=1
3

1

n n
      

convergent Theorem ومن نظرية التقارب 

∑∑
∞∞

=
≤

+
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⇒

≤
+
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1
3

1
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2

35

2

1
1
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,1
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13
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nn
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n

∵
 

∑وبما أن   
∞

=1
3

1

n n
 تكـون المتسلـسلة     وبالتـالي  متقاربة مـن النظريـة       
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∑
∞

= +
++

1
5

2

1
13

n n
nnختبار المقارنةام   متقاربة  باستخدا . 

   :5 مثال
    :ةمتباعد أو  المتسلسلة الآتية من حيث كونها متقاربةاختبر

                                          ∑
∞

= +1
2 1
1

n n
  

  :الحل
هذا المثال تطبيق اختبار التكامل على أساس أن دالة الحد العام            في   يمكن

  التكامل في شكلها معلوم لدينا

454590

]1tan[tan
1

tan
1

111

1
2

=−=

−∞=
∞

=
+

−−−
∞

∫ n
n

dn

  

  .  متقاربةي أن المساحة محدودة ولذلك فهيوهذا عدد محدود أ
  :6 مثال

                        :ةمتباعد أو  المتسلسلة الآتية من حيث كونها متقاربةاختبر 

         ∑
∞

=13n
n

n
 

  :الحل
  )نإعدد أس ( هنا هو اختبار القسمة  من الواضح أن الاختبار المناسب 

nn
na
3

=∵ ,   11 3
1

++
+= nn

na    
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1
3
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+∞→

+

∞→

n
nLim

nnLim
a

a
Lim

n

n

n

nnnn

n

n
     

∑
∞

=13n
n

n
 (convergent)  

.                     ن المتسلسلة  متقاربةإ فوبالتالي  

  :7 مثال
   :ةمتباعد أو ربة المتسلسلة الآتية من حيث كونها متقااختبر 

∑
∞
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n
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   :الحل
  )نإعدد أس (  من الواضح أن الاختبار المناسب هنا هو اختبار النسبة 

,3
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a
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+

=
+

+ 2

1

1 )1(
3

n
a

n

n    

13
)1(3

3

3
)1(

3

2

21

22

1
1

;=
+

×=

=÷
+

=

+

∞→

+

∞→

+

∞→

n
nLim

nn
Lim

a
a

Lim

n

n

n

nn

nn

n
n

 

o b e i k a n d l . c o m



 - 88 -

  divergent ن المتسلسلة  إ فوبالتالي∑
∞

=1
2
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n
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n
    

  .ةمتباعد
  : 8 مثال
                         :ةمتباعد أو  المتسلسلة الآتية من حيث كونها متقاربةاختبر

  ∑
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=1 )]([
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n
nnLn

 

  النونيهذه الحالة هو اختبار الجذر  في   الاختبار المناسب:الحل
  ) نإذلك لأن الكل أس  (
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    .     متقاربة   
  : 9 مثال
   :ةمتباعد أو  المتسلسلة الآتية من حيث كونها متقاربةاختبر

 ∑
∞

=1 )]([
1

n nLnn
 

   :الحل
 من الواضح أن الاختبار المناسب هو اختبار التكامل وذلك لأنهـا دالـة             

  سهلة التكامل
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ة غير محدودة   المساح أو   الناتج كمية غير محدودة وعلى ذلك يكون الناتج       
 .  تكون متباعدةوبالتالي

  :10 مثال
   : ةمتباعد أو  المتسلسلة الآتية من حيث كونها متقاربةاختبر 
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   :الحل
 في  الواضح أن الاختبار المناسب هو اختبار القسمة لأنه يوجد مضروب         

  المثال
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 convergent       الدالة   المتسلسلة  فإن وبالتالي

.                          متقاربة  
  : 11 مثال
  :ةمتباعد أو  المتسلسلة الآتية من حيث كونها متقاربةاختبر
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...........
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1 ++  

   :الحل
   أولا يمكن كتابة الحد العام للمتسلسلة على الشكل   

∑
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= +0 2
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n n
  

   ويمكن حل هذا المثال باستخدام التكامل 
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المـساحة غيـر     أو   الناتج كمية غير محدودة وعلى ذلك يكـون النـاتج         
  .محدودة، وتكون المتسلسلة متباعدة

  
  تمارين

   : مما يأتى وضح ما إذا كانت المتسلسلة متقاربة أم متباعدةكلٍّ في 
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  )المتعاقبة(المتسلسلة المتبادلة الإشارة ) ب(
Alternating Series 

  :ف تعري
   تسمى المتسلسلة الآتية بالمتعاقبة وتأخذ الشكل

       ...)1( 210
0

−+−=−∑
∞

=

aaaa
n

n
n

  
 أننا نقـوم باختبـار       وهو :)اختبار وحيد  ( كما يلي ويكون الاختبار فيها    

  :المتسلسلة

  ∑
∞

=0n
na  

هذه الحالة تسمى المتسلسلة متقاربة       وفي    فإذا كانت متقاربة انتهى المثال    
 فإذا  na أما إذا كانت متباعدة نقوم بأخذ النهاية للحد العام           ،ارب مطلق تق

تكون متباعدةف أما غير ذلك ، تكون متقاربة تقارب مشروطاساوى صفر .  
  

  :أمثلة عامة 
  :التباعد أو  المتسلسلات الآتية من حيث التقارباختبر
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  :الحل

∑ أن المتسلسلة     بما
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1
n n      ي المقارنة العاد  اختبار  متسلسلة متقاربة من 
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∑ المتسلسلة المتعاقبة  تكونعلى ذلكو
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nمتقاربة تقارب مطلق  .  
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  :الحل

∑ بما أن 
∞

= −0 12
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n n ن  المقارنة نجد أاختبار  باستخدام  
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n n  (divergent) 

∑ويكون على ذلك المتسلسلة         
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= −0 12
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n n        متباعدة وعلى ذلك نقـوم   
  بأخذ نهاية الحد العام 

0
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∑وعلى ذلك تكون المتسلسلة المتعاقبة الإشارة       
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0 12
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n   متقاربة تقارب 
  .مشروط
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   :الحل

∑واضح أننا سنطبق على المتسلسلة      
∞

=0

3
n

n

n تباعديـة   وهي    النسبة اختبار
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=∞ لذلك نقوم بأخذ النهاية للحد العام             )تمرين(
∞→ n
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n

3   

  . متباعدةفعلى ذلك تكون 

  متسلسلة القوى) ج(
Power series  

  : تعريف
   تسمى المتسلسلة ذات الشكل
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xaxaaxa
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  نه متغير والأعدادإ حيث x في بمتسلسلة القوى
 ,...210 ,...,,, naaaa  

 لهـا   يتباعدية على فترات ينتم    أو   وهذه المتسلسلة تكون تقاربية   .  ثوابت
  :  وذلك يخضع لثلاث حالاتxالمتغير 

المقام كـان النـاتج      في    على مضروب  يإذا كانت المسألة تحتو   ) 1
 .R  وتكون تقاربية على كل قيم 0 صفر =

  .∞وفى هذه الحالة نصف قطر التقارب هو  
البسط كـان النـاتج       في    على مضروب  يإذا كانت المسألة تحتو    )2

  .R وتكون تباعدية على ∞=

 . صفر=  هذه الحالة نصف قطر التقارب يوف

البسط والمقام   في   مضروب أو    على مضروب  يإذا كانت لا تحتو    )3
 .[a, b]كانت هناك فترة تقارب 
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  . وفى هذه الحالة يكون نصف قطر التقارب هو نصف الفترة
تطبق هنا ولكن الأكثـر     التي   هي    الخمس السابقة  تاختبار والا :ملاحظة
القسمةاختبار هو ااستخدام  .  

  أمثلة 
  :) ن فترة التقاربعي أو (ن نصف قطر التقارب  عيي مما يأتكلٍّ في 
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  :الحل
  ومن الواضح أيـضا      x من الواضح أنها متسلسلة قوى لوجود المتغير        

 اختبـار أنه لا يوجد مضروب، لذلك الناتج سيكون فترة وعـن طريـق             
  النسبة 
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11 ≺≺ x−⇒  
   هذه الفترة تكون متقاربة ولكن يبقى أن ندرس ذلك عندمايف
 x = 1    أو x=-1   

  x = 1: ا عندم:أولا
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∑ فتصبح المتسلسلة 
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n n وبعدها ) ؟لماذا( متباعدة  

∑    تكون المتسلسلة  x = -1 عندما
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   المتبادلة الإشارة متقاربة

11 هـي    وعلى ذلك تكون فترة التقارب    ) ؟لماذا ( ≺x≤−   ونـصف 
  . 1قطر التقارب هو 
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  :الحل
ا   ومن الواضح أيـض     x من الواضح أنها متسلسلة قوى لوجود المتغير        

 وستكون تباعديـة    ∞البسط  لذلك الناتج سيكون       في   أنه يوجد مضروب  
   صفرياكون نصف قطر التقارب مساوي وRعلى كل 
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 يارب مـساو  كون نصف قطـر التقـا     ي و Rلذلك تكون تباعدية على كل      
  .صفر
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 :الحل
  ومن الواضح أيضا أنه       xمن الواضح أنها متسلسلة قوى لوجود المتغير        

 صفر وتكون فتـرة     ياالمقام لذلك الناتج سيكون مساو     في   يوجد مضروب 
  .∞ ويكون نصف قطر التقارب Rالتقارب 
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 ونصف قطر   Rأنها متقاربة على كل قيم       إلى   ياوعلى ذلك يكون هذا مؤد    
  . ∞ التقارب مساويا

  
*   *   * 
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  تمارين
  : فترة التقارب لكل من المتسلسلات الآتيةأوجد 
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