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 
  Algebra of Matrices  

    :تعريف
منظومة من الأعداد تتكون من مجموعة من الـصفوف          هي    المصفوفة
   .العمليات الجبرية في سلك كل منها سلوك العنصر الواحديوالأعمدة و

كل عناصرها أصفار    التي   المصفوفة هي   :المصفوفة القياسية  )1
   .وعناصر القطر الرئيسى كلها متساوية

  :وتأخذ الشكل الآتي
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هذه الحالة مصفوفة الوحدة ويرمز      في     تسمى  k=1وإذا كانت الواحد    
  .  Iلها بالرمز 

  :مجموعة المعادلات الخطية
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:     مـن المجاهيـل مـن      n فـي      من المعـادلات    mعبارة عن      وهي   
nxxx ,...,,   :   ويمكن كتابتها على الصورة21
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  :الصورة في    وبشكل عام يمكن وضع المصفوفة
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mnaaaوالأعداد     ,...,,  ةفقي تسمى عناصر المصفوفة والخطوط الأ     2211
 (columns)سية تسمى أعمـدة  أ  والخطوط الر (rows)تسمى صفوف 
يمكـن  و.  مـصفوفة  (mxn) عمود تسمى    n و   صف  mالمصفوفة ذات   

mnija أو Aكتابة المصفوفة بالرمز  يدل علـى  i  حيث الرمز الأول )(
  ن إحيث .  على رقم العمودالثانيرقم الصف و

nj ,...3,2,1=  ,,...3,2,1 mi =  
)...,(والمصفوفة   21 naaa      مـصفوفة  تسمى   واحد   ذات صف

  .صف

 :   بينما المصفوفة
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  .مصفوفة عمود  تسمى 

 مصفوفة مربعة لها نفس عدد الصفوف والأعمدة تسمى        التي   المصفوفةو
)Square Matrix(.ــر ــذي  والقط ــو ال ــرييحت ــى العناص  : عل

nnaaa ,...,,    . القطر الأساسي يسمى 2211
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  : على الصورة)2( يمكن كتابة مجموعة المعادلات
                                                                         (3)  Ax = h  

matrixmxnisA
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  عبارة عن مصفوفة مـستطيلة مـن         A نلاحظ أن      (3)المعادلة   وفي   
  مـن    n عبارة عن مصفوفة العمـود وتتكـون مـن               mxn   ، xرتبة  

  .من العناصر m  مصفوفة العمود وتتكون من  ي  فهh أما  ،العناصر
قد ف مصفوفتين وجمع المصفوفات وخواصها      ي  بالنسبة لتساو   :ملحوظة

  .المرحلة الثانوية في تم دراستها
  مجموعة المعادلات الخطية وطريقة جاوس

System of Linear Equations &  
Gauss Elimination Method 

 مـن   nفي   m   نفرض أن لدينا مجموعة من المعادلات الخطية عددها         
nxxxلمجاهيل  ا ,...,,   :   الصورة في  21
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  معطاة إذا كانت     jb  معطاة وكذلك أيضا المعاملات       ija  المعاملات  
لك  صفر فالمعادلات  تسمى معادلات متجانسة وما عدا ذ  ي  تساو  jbكل  

  هو عبارة عن مجموعة      (1)ويكون حل المعادلات    . تسمى غير متجانسة  
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nxxxمن الأعداد    ,...,, عبـارة  (متجه الحل   . تحقق المعادلات  التي   21
مركباته الذي    x  هو المتجه     )1(للمعادلة  ) عن مصفوفة من عمود واحد    

nxxxعبارة عن  ,...,, 21 .    
  لها على الأقل فإن المعادلات متجانسة  إذا كانت مجموعة 

  : أي أن)Trivial solution( الحل التافه 
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 علـى   (1) وضربها يمكن كتابة المعادلات      ت   ومن تعريف المصفوفا  
  :الصورة

      AX = b 
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      Aن     أ أصـفارا كلهـا بمعنـى        ي  لاتساو  ija    سوف نفرض أن    
  :تسمى المصفوفة الآتية.  صفريلا تساو
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. (1) للمعـادلات  (Augmented Matrix)   المطولة ة  بالمصفوف

ن سوف نناقش والآ.  bليها العمود إ  مضافا Aمصفوفة مركبة من هذه ال
 بداية سـوف    .الحذف لجاوس بطريقة   (1)طريقة حل هذه المعادلات     

  .ينشرحها عن طريق مثال توضيح
  :  مثال

  :أربعة مجاهيل في  حل المعادلات الخطية الآتية
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 : الحل
  : بتكوين المصفوفة المطولة:أولا •
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   من المعادلتين الثانية والثالثة x1  حذف :الخطوة الثانية
 [و بطرح 

0.3
6.02.0 =  x مـن المعادلـة الثانيـة ،     ]  المعادلة الأولى 
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[ طرح ثم
0.3
2.14.0 = x  من المعادلة الثالثة نحصل على      ]المعادلة الأولى 

  :يدة التاليةالمجموعة الجد
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  : هيالمصفوفة المطولة و
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 ـ     x2حذف  : الخطوة الثالثة      وذلـك بطـرح    ة مـن المعادلـة الثالث
]

1.1
1.11 −=− x  من المعادلـة الثالثـة فنحـصل علـى          ]المعادلة الثانية

  :المجموعة الجديدة
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  : هي  والمصفوفة المطولة
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  : أند  من المعادلة الثانية نج
                               (1)432 41 xxx +−=  

  :  ومن هذه المعادلة الأولى نجد أن
)2(241 =+ xx  
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32  وبما أن   ,xx ,نه يمكن الحصول على عدد لاإن فيتياري يظلان اخ 
  .ية قيمة لهماأ من الحلول إذا فرضنا ينهائ

  حالة عدم وجود حل في طريقة جاوس
 التـي   مجموعة من المعـادلات    في    يحدث لو طبقنا طريقة جاوس       ماذا

  ليس لها حل؟
  .المسألة في نه سوف يظهر تعارضأ ي ه:هذه الحالة في الإجابة
  :ت الآتيةحل المعادلا : 2 مثال
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  : هي المصفوفة المطولة:الحل
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  :   من المعادلتين الثانية والثالثةx1  بحذف 
وذلك بضرب   

3
 ولى ثم طرحها مـن المعادلـة الثانيـة        المعادلة الأ   في 2

  :فنحصل على
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  وذلك بضرب  من المعادلة الثالثةx1بحذف  ثم نقوم 
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3
62 =    xعلى المعادلة الاولى ثم طرحها من المعادلة الثالثة نحصل :  
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   من المعادلة الثالثة وذلك بطرح  x2 وبنفس الطريقة نقوم بحذف  
]  

3
21 −=−  x  من المعادلة الثالثة نحصل على]ولىالمعادلة الأ :  
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  .ومن التعارض من المعادلة الثالثة يؤكد أن المعادلات ليس لها حل

  حالة وجود حل وحيد في طريقة جاوس
   :3مثال

  :حل المعادلات الآتية
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 :الثالثة نحصل على و من المعادلتين الثانية  x1    بحذف  
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  : من المعادلة الثالثة نحصل على  x2بحذف   و  
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     = 12x3  22 من المعادلة الثالثة نجد أن          

     ومن المعادلة الثانية نجد أن = x3 11/6 تكون    وبالتالي
   x2 = -5/6 -        

  :نإحيث 
2x + 7.2 = 12 ⇒ x2 = -1   

  ومن المعادلة الأولى نجد أن 
x1 = -5/6 + 2(11)/6-12/6=5/6    

  .المعادلات لها حل وحيد ∴ 
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  تمارين
  :     حل المعادلات الآتية باستخدام طريقة جاوس
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  معكوس المصفوفة
Inverse of the Matrix     

  . فقطالمصفوفة المربعةهذا الفصل سوف نتعامل مع  في 
هو مصفوفة أيضا ويرمز لهـا  mxn   من درجة  Aمعكوس المصفوفة 

    ولها خاصيةA-1بالرمز 
(1)                                         AA-1 = A-1 A =I 

   لإيجـاد هـذا    nxn  هو مصفوفة الوحدة مـن درجـة   Iن  إ حيث 
 في  المعكوس سنبدأ بفرض أن لدينا مجموعة من المعادلات يمكن كتابتها         

  :الصورة
 Y = AX                                                               (2) 

     مركب nعبارة عن هي   X,Yن  المتجهات إ   حيث 

 ),,...,,(
),,...,,(

1

21

nn

n

yyyY
xxxX

=
=

  

  فـي     (2)  فإننا يمكن ضرب المعادلة       A إذا وجد معكوس المصفوفة     
A-1ونحصل على    

(3)                                X =A-1 Y                                   
  .Yبدلالة X     والتى تشتمل على  

 

   جوردان للحذف–طريقة جاوس 
Gaues - Jordan Elimination Method  

   مثلثيةهذه الطريقة تعتمد على جعل المصفوفة  مصفوفة  
 أو  يجميع عناصرها فوق القطر الرئيـس     التي   هي   المصفوفة المثلثية ( 

  : يمكن اختصاره أي أن)هتحت أصفار
   AX = Y = I Y ⇒ I X = X = A-1 Y  
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  I, A-1 إلى    ووصولا A , Iا بالمصفوفة  ءوذلك بد
  .معكوس المصفوفة بطريقتين ى علويمكن الحصول

سنشرح طريقة الحل للمصفوفة من الدرجة الثانية والأخرى في الدرجـة           
  .الثالثة

  

  ة معكوس المصفوفة من الدرجة الثاني:أولا
   : كآلاتي2x2   معكوس المصفوفة من درجة
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  نإحيث 
21122211det aaaaA −=  

  :وبالمثل معكوس المصفوفة القطرية
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   :مثال
    للمصفوفة A-1المعكوسأوجد  
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   :الحل
  :ييعتمد على القانون التال

 adjA
A

A
det

11 =−  
det A = (3)(4) – (1)(2) = 10  
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    نشارة عنصرين ومكان عنصريإوذلك بتغير 

       adjA
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  معكوس المصفوفة من الدرجة الثالثة: ثانيا
   :مثال

  :معكوس المصفوفة التاليةأوجد  
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    :الحل
وذلك  عن طريق العمليات الأولية على المـصفوفة ومعهـا مـصفوفة             

ا كمـا هـو     مصفوفة وحدة وسنجريه   إلى   الوحدة حتى تتحول المصفوفة   
  :                  موضح من اليسار لليمين
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   .المصفوفة المعكوسة هي وعلى ذلك تكون المصفوفة الأخيرة

  :3مثال
   :معكوس المصفوفة القطريةأوجد 
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⎜
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  :الحل
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⎜
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  تمارين
  : معكوس المصفوفات الآتيةأوجد 

1) 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

163
045
003

  

2) 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

161
015
321

  

3) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− 50
12

   

4) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−10
02

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
32
51

5)   

JJJ
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  الجذور المميزة والمتجهات المميزة
Eigen values and Eigen vectors 

 nxn        عبـارة عـن      A = ( aij )نفرض أن لدينا المصفوفة 
  : هيمصفوفة ونفرض أن المعادلة المتجهة

   (1)                                              XAX λ= 
  . الجذر المميزويسمى أي عدد ثابت λ  حيث أن 

  نقوم بحل المعادلة A مصفوفة ي لأλين الجذور المميزة يلتع )1
0=− IA λ 

   نقوم بحل المعادلة      Xلتعيين المتجهات المميزة  )2
XAX λ=    

    لأي قيمـة  (1)   هو حل للمعادلـة   X = 0من الواضح أن المتجه 
 أو     تسمى الجـذور المميـزة           X≠0عندها الحل     التي   λوالقيمة  

  X≠0  والحل المقابـل   Characteristic valueالقيمة الخاصة  
  .λ المناظر للجذر الموجة المميزيسمى 

  :الدالة فإن    إذا كانت المصفوفة المربعة

)2(,0
...
...
...

)(

21

22212

11211

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=

=−=

−λ

λ

λλ

nnnn

n

n

aaa
aaa
aaa

IAF

  

  .الدالة المميزة أو تسمى كثيرة الحدود المميزة
 A.  تسمى المعادلة المميزة المناظرة للمصفوفة (2)والمعادلة 
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  :مثال
  : الجذور المميزة والمتجهات المميزة للمصفوفةأوجد 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛=
21
45

A  

    :الحل
  دلة نعين الجذور المميزة وذلك باستخدام المعا:أولا

067

21
45

)(

2 =+−=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=−=

λλ

λ
λ

λλ IAF
  

6,1
06704)2)(5(

21

2

==⇒
=+−⇒=−−−∴

λλ
λλλλ  

  وتكون هذه القيم هما قيمتا الجذور المميزة 
   λ=1 :ثانيا

   نعين المتجهات المميزة عن طريق المعادلة  
  XAX 1λ=       

  ويكون عندنا قيمتان 

1) ⇒=11λ    ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

2

1

2

1

21
45

x
x

x
x

 

  ومنها نحصل على المعادلتان

 
221

121

2
,45

xxx
xxx

=+
=+
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   وبجمع هاتان المعادلتان نحصل على      
           1:4: 21 =xx    

  وعلى ذلك تكون قيمة أول متجه هو 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

1
4

1X  

                                                   6=λ :ثالثا    

2) ⇒= 62λ    ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

2

1

2

1

6
6

21
45

x
x

x
x

 

  نحصل على                              
 1:1: 21 −=xx    

   متجه هويوعلى ذلك تكون قيمة ثان

 ⎟⎟⎠
⎞

⎜⎜
⎝

⎛
−

=
1

1
2X  

  : مثال 
  :  وفةالجذور المميزة والمتجهات المميزة للمصفأوجد    

 ⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
=

544
101
121

A  

   :الحل
   نعين الجذور المميزة وذلك باستخدام المعادلة  : أولا
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0
544

11
121

=
⎟
⎟
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⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−

−−
=−

λ
λ

λ
λIA  

  ونحصل على المعادلة بعد فك المحدد
0)65)(1( 2 =+−− λλλ  

  :يوتكون الجذور المميزة ثلاثة وه

3
,2

,1

3

2

1

=
=
=

λ
λ
λ

   

  ة عن طريق المعادلة نعين المتجهات المميز:ثانيا
XAX λ=  

  ويكون عندنا قيمتان
  λ=1:  عند:أولا

 ⇒  ⎟
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  ومنها نحصل على 

3321
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xxxx
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⇒=+

=−+
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32

31

2
1

,
2
1

xx

xx

=

−=

   

  :   المميزهفنحصل على الموج)  x3  (2-يو     تسا3xوبوضع قيمة   

⎟
⎟
⎟
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⎜
⎜
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⎛ −
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1X  

:                                      عند:ثانيا  
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  ومنها نحصل على المعادلات 
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=−+

  

  وبالجمع  نحصل على 
4:1:2:: 321 −=xxx  

   متجهيوعلى ذلك تكون قيمة ثان  
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⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −
=

4
1
2

2X  

 
                                      : عند:ثالثا
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  ومنها نحصل على المعادلات
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::4:1:1وبجمع المعادلات  نحـصل علـى         321 −=xxx  

  وعلى ذلك تكون قيمة ثالث متجه 
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  تمارين
يالموجهات المميزة لكل مما يأتوالدالة المميزة والجذور أوجد     
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