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 
 

Linear Programming 
  : تعريف

 ـ  في   يمكن صياغتها  التي    لحل المشاكل  يسلوب رياض أهى    يشكل خطٍّ
  .عن طريق المتباينات

  المستويات والمتباينات
Planes& Inequalities 

 bعدد  أو تمثل نقطة)   قيمة ثابتةR∈b)  b     حيث x = b ةالمتساوي
بينما تمثـل   . فراغ ذو بعد واحد أي على خط مستقيم للأعداد الحقيقية         في  

 يذ ) xy يأي مـستو   ( بعدين   يفراغ ذ  في    y محور   يمستقيما يواز 
       b                        0 .   ثلاثة أبعاد

                                     z  
    x=b                                              b∈ x                  

                                                
             x                            0           0                              

 
                                             b=X 

  
                                             y 

  x<b   أو  b>xالمتباينة  
 أو ( جميع النقط الواقعة علـى يـسار النقطـة    ة تمثل فئ  R ∈ bحيث 
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  .حسب طبيعة الفراغ) المستوى أو المستقيم 
  المتباينة

 x≥b  أو  x≤bحيث    R ∈ b   تمثل فئة جميع النقط الواقعة على   
 x = b  انظر الشكل(    وعلى يسارها.(  

  من الدرجة الأولى  التي اويةبالمثل المتس
4x + 3y = 120                                        (1)  

ويمـر بـالنقطتين     ) مـستوى   (  بعدين   يفراغ ذ  في   تمثل خطا مستقيما  
  الواقعة (x,y) تمثل فئة جميع النقط ي وبمعنى آخر فه(30,0) ,(0,40)

  .  أي تحقق متساويته(1)على المستقيم 
 هـي    الأولى منهـا   ؛ثلاث مناطق  إلى    xy يقسم المستوى      (1)المستقيم  

 علـى نقطـة     ييحتـو  الذي   نصف المستوى  هي    والثانية ،المستقيم نفسه 
  تحقق المتباينة التي (x,y) وجميع النقط  (0,0)الأصل 

4x + 3y < 120                                          
   :المتباينتان

4x + 3y ≤120             
  .الثانية والمنطقة الأولى في مثلان فئة جميع النقطت

  :المتباينتان
4x + 3y ≥120               

  
وبمـا أن   . المنطقتين الأولى والثالثـة    في   تمثلان فئة جميع النقط الواقعة    

  المستويات
λλλ 12034 ≤+ yx  
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      4x + 3y = 120                 تمثل نفس المستقيم             λلكل 
  فان المتباينات 

λλλ 12034 =+ yx  
            4x + 3y ≤120هما بعينهما المتبايناتان                              

  اتانننفسها المتباي وهي  موجبةλإذا كانت 
λλλ 12034 ≥+ yx  

  . سالبة λ  إذا كانت 
 فئة جميع النقط -

  4x + 3y ≤120     
  :  على الصورةويمكن كتابتها

{ }012034:),(1 ≤−+= yxyxpA  
  
  

                                     y            
                                        A2 

                                             (0,40) 
                                      4x+3y=120   

  
                      x     (30,0)                     o 

                                A1 
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12034                                              ةوالفئ ≥+ yx   
  يمكن كتابتها على الصورة

{ }012034:),(2 ≥−+= yxyxpA  
 ي  بعد والتn يالفراغ ذ في  p(x,y)وعلى العموم فئة جميع النقط 

∑تحقق المتباينتين                           
=

≤

n

i
biii xxa

1
,  

  .  ثوابت ليسوا جميعا أصفارai ,  bحيث 

  :يمكن كتابتها بالصورة
                                   (0,0,b/a3)  

  
(0,b/a2,0)                                           0        

  
  

                                             (b/a1,0,0)  
 

{
}0...

..:),...,,( 221121

≤−+
++=

bxa
xaxaxxxpA

nn

nn  

   n=1عند 
  { }0:)( 1111 ≤−= bxaxpA  

}           n=2عند  }0:),( 2211212 ≤−+= bxaxaxxpA   
  n=3عند 

 
{

}0
:),,(

33

22113213

≤−+
++=

bxa
xaxaxxxpA
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 n=nعند 
{

}0...
..:),...,,( 221121

≤−+
++=

bxa
xaxaxxxpA

nn

nn  

a1 ,a2 ,a3  نصف  في ت جميعها أصفار وتمثل جميع النقط الواقعةلس
يحقـق   الذي   الفراغ ذى الثلاثة أبعاد وعلى المستوى المنصف للفراغ       

bxaxaxaالمتباينتان                                ≤++ 332211  
  

  متغيرين في أمثلة على المتباينات الخطية والغير خطية
  :خطوات رسم المتباينات

معادلة وذلك باستخدام علامة التباين  إلى  المتباينة تحويل- 1
  : فمثلا لو لدينا المتباينة(=)علامة  إلى وتحويلها

     
 ثم وضع  x2   وإيجاد قيمة x1=0 حل المتباينة وذلك بوضع - 2

x2=0 وإيجاد قيمة  x1 وبذلك يمكن الحصول على نقطتين    
 ، والأخرى على x1 حدهما على المحور الأفقيأ يتم تمثيل النقاط - 3

  .  ثم  توصيل الخط بينهماx2  يسأالمحور الر
                                                         x2 

  
                                               x1               0 

  
  .من  أكبر  التظليل أعلى الخط إذا كانت المتباينة- 4

  .من أقل إذا كانت المتباينةسفل الخط أالتظليل 
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  :مثال
  :ارسم المتباينة الآتية  

,00,1642 2121 ≥≥≤+ xxxx  
   : الحل

  معادلة إلى  تحويل المتباينة-1
1642 21 =+ xx  

01 وضع - 2 =x 2 وإيجاد قيمةx    

)4.0(4
4

161642 220 ==⇒=+ xxx  
02ثم وضع  =x 1 وإيجاد قيمةx    

8162 11 =⇒= xx  
  (0,8) هي إذن النقطة الثانية

 (0,4) رسم المعادلة                                            - 3

   3سفل                                                التظليل لأ - 4
            2                                            من  أقل ن المتباينةلأ

  

        1                                                                 (8,6) 
  
  

  
  

 6         7    8                                                                    5   4   3   2    1    0             
  

    :مثال
21 اجعل المتباينة  32 xx    ما يمكن بشرط أقل +

0,1
,2,82

21

2121

≥≥
≥+≤+

xx
xxxx
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  :الحل
  :رسم المتباينات ثم تحويلها ثم حلها ثم الرسم - 1

               2,82 2121 =+=+ xxxx  
Put  

2
0

80
)2,0(0)4,0(0

00

1

2

12

22

11

=
⇒=

=⇒=
⇒=⇒=

⇒=⇒=

x
x

xxat
x

xatx

 

 (8,0)طة الثانية                   النق(2,0)إذن النقطة الثانية   

  على (1) عند ي   ترسم مباشرة بعمل خط حراسx1 = 1إذن   
  .يسأالمحور الأفقي موازيا للمحور الر

  :رسم المتباينات على نفس الشكل -
  :دعنا نضع النقاط التالية

)3,1(),0,8(),0,2(),1,1( →→→→ dcba  
                                                                 x2  

                                                        d       4 
  

  
  

 2                        منطقة الحلول الممكنة                      
  

  

                                                          a     1 
  

                        x1  8                      2    1    0 
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At  a=(1,1) →   2(1)+3(1)=5  
At  b= (2,0) →  2(2)+3(0) = 4 
At  c= (8,0) →  2(8)+3(0) = 16 
At  d= (1,3.5) → 2(1) + 3(3.5) = 12.5 

قيمة  أقل  لأنها أعطتb (2,0)النقطة   هي إذن نقطة الحل الأمثل
  .ما يمكن أقل  كانتي  والت4للدالة  

21                                 اجعل المتباينة  :مثال 64 xx +  

  : بشرط أننعظم ما يمكأ

,123557
,7289

2121

21

≥≥≤+
≤+

xxxx
xx

  

                   :الحل

3557,7289 2121 =+≤+ xxxx  
728,0 21 =⇒= xxat  
355,0 21 =⇒= xxat  

)7,0(7),9,0(,0 22 ⇒=⇒=∴ xx  

)0,5(5357),0,8(8

0,729,0

111

212

=∴==
⇒

==⇒=

xxx

xatxxat
  

 على المحـور الأفقـي،    (2)لاتحل وترسم مباشرة من   x1= 2إذن 
x2= 1يسأ   على المحور الر(1) من  يسأ  بخط ر  
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                                                                9 

                                        2 =x                   8  
  

                                                                4 
                                  منطقة الحلول الممكنة

  
  

              x2= 1 
  
  
      1    2     3     4     5     6    7     8                                    

  
  a(4.2,1),b(7,1),c(2,6.5),d(2,4)  
a(4.2,1) ) →  4(4.2) + 6(1) = 22.8  
At   b (7,1)→  4(7)+6(1)= 34 
At   c (2,6.5) ) →  4(2)+6(6.5)=47 
At d (2,4)→ 4(2)+ 6(4) = 32 

قيمة  أآبر نها أعطت لأc(2,6.5)النقطة   هي إذن نقطة الحل الأمثل
  .(47)للدالة 
   حل المتباينة التالية موضحا إجابتك برسم مناسب:مثال

{ },13:),(1 ≺yxyxpA −=  
{ },6:),(2 ≤+= yxyxpA  
{ }2:),(3 ;yyxpA =  

∩ التقاطع  :الحل ∩ 321 AAAL =  
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                      y-2=0                  L        +      2   
  

                          X+y-6=0                    - 
  

     
                                            3x-y-1=0  

  
  ويمثل المنطقة المظللة

{ }02,6,13::),( ;; −≤+−= yyxyxyxpL  
   :مثال

  حل المتبينات الآتية مع الإيضاح برسم مناسب
{ },062:),(1 ≤−−= yxyxpA  
{ },6:),(2 ≺yxyxpA +=  
{ }1:),(3 ;yyxpA =  

   :الحل
  .ة اللانهائيLالتقاطع يعطينا المنطقة  

                                                          y 
  

                                                          L 
                                                           +  

  
x                                                              - 
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   :مثال
   مناسب يلمتباينات التالية مع إيضاح بيانحل ا

 { },1
916

:),(
22

1 ≺yxyxpA +=  

{ }.4:),( ;yxyxpA +=  
                                      y 

                                   +    
                                                -     

  

x                       
                                               

  
  

  :الحل
   التقاطع

∩ 21 AAL =  
  .يعطينا المنطقة المظللة

  المتباينات في بعض القواعد
  إذا كان

1)   a> b,   a> 0,  b> 0,  c> 0,  d< 0, m>0           
  ن إف

2) a+c> b+c,  a-c >b-c b-c   .          .(1) 
a.c> bc ,  a/c> b/c   .                         (2)  
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الطرفين لا تغير  في أي أن جمع وطرح وضرب وقسمة كمية موجبة
  .إشارة التباين

Ad< bd  , a/d < b/d                           (3) 
c/a< c/b                                             (4) 

 b > 1/a/1 اى a/ab >b/ab ن  لأ
am > bm                 am > bm 

  .رفع لأس سالب يغير إشارة التباين أو قسمة أو أي ضرب
    كلها موجبة وكان a,b,cأما إذا كانت   ) 6(

a< c , b< d                                                                          
         a/b<  c/d فإن 

   نعرف القيمة المطلقة  a يلكل عدد حقيق) 7(
 | a|       ) آما يلي) القيمة العددية  أو  

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
−

≥
=

0
0
≺aa

aa
a  

   :مثال
00,22 ==±  

  نإ فb>0ين ، ي  حقيقa,bن إذا كان العددين  والآ

baba

babba
aa

aa

≤≤−⇔≤

−⇔
=

=−

,

,
2

≺≺≺  

  احل المتباينتين ووضح بياني:  مثال
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3
223234

242133
234,133

≺≺;

;;;
;;

xxx

xxx
xx

⇒⇒−

−⇒−⇒−+
−−+

  

  حل يمثل بالفئة أي أن ال
{ }3/22: ≺≺ xRx −∈  

  
                                   1      0       -1      -2 

  :يالمعنى الهندس
ba -أ ),0,(),0( تمثل المسافة بين القطتين − ba  

bax حل المتباينة -ب   x هندسيا النقط ي  يعن−≻
  ن لأbمن  أقل  aحيث المسافة بينها وبين 

baxba
baxbbax

+−⇔
−−⇔−

≺≺
≺≺≺

  

naaa إذا كان   -ج ,...,,   نإ حقيقية فاعدادأ    21
nn aaaaaa ++≤ ...,...,, 2121  

    بحيث يكونM  الموجب الحقيقيالعدد أوجد  :  مثال
Mxxxx ≺5432 234 +−+−  

22ة الفترة التالي في تقع التي xلجميع قيم  ≺≺ x−  
  :الحل

=+−++−+

≤+−+−

5432

5432
234

234

xxxx

xxxx
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5752.42.32.22

5432
234

234

=++++

++++=

≺

≺xxxx
  

  M=57أن العدد  وبالتالي يمكن اعتبار
    :مثال

  حل المتباينة
345 32 xxx −− ;  

032لدينا                         345 ;xxx +−  

0)
2
1)(1(2 3 ;−− xxx  

  عند القيم  ) Lمثلا  ( وينعدم الطرف الأيسر
x=0,1/2,1 

  :  بين القيم السابقة نجد أنx للمتغير  ىوباعتبار قيم أخر
   -1 1/4      3/4     2     x      

Lإشارة     + -        + -    

  
  :أي أن

1,01
2
1 ;;≺≺ xLx  

2
10,01 ≺≺;≺ xLx  

2/10
1

32 345

≺≺
;

;

xor
x

xxx ⇔−−∴
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  فئة التاليةويمكن تمثيل الحل بال
{ }1,2/10: ;≺≺ xxRx∈  

   كما يليوكذلك يمكن تمثيله بيانيا 
   +      ++       +++                       - -              - - - 

  
(+)                             (1)    (-)     1/2    (+)     0       (-)  

  :مثال
   حل المتباينة   

 
xx

50
23

210 −
−

  

  :الحل
       لدينا 

)1(0
)23(

10060050
23

210 ≺≺
−
+⇔−

− xx
x

xx  

  x= 0,  x =2/3  وينعدم المقام عند القيم x =- 5 / 3وينعدم البسط عند  
  

1 1/2 -1  -2 x 
  )1(الطرف الأيسر شارة إ - + - +

  :أي أن

3
20,

3
5

50
23

210

<<−<⇔

−

xorx

xx
≺
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   بالفئة التاليةالحلويمكن تمثيل 
{ }3/20,3/5: <<−∈ xxRx ≺  

   كما يليك يمكن تمثيله بيانيا وكذل
  

++       +++                        -   +             - -      - - - 
                   x 

(+)                             (1)    (-)     1/2    (+)     0       (-)  
  

  :وكتطبيق على المتباينات سندرس
  Linear Programmingالبرمجة الخطية  

    تكون العلاقة بين متغيراتها     يا من المسائل والت   وتهتم بحل نوع خاص جد 
النهاية العظمى والصغرى لها وكذلك للـشروط        إيجاد    للدالة المراد  خطية

  .الواقعة على تلك الدالة
هذا الجزء المسائل المحتوية على متغيريين فقـط         في   وسوف نعتبر هنا  

  .وع من المسائل بيانيا لهذا النالحلويمكن إيضاح 
  :همةمملحوظة 

  الأمثلة السابقة في  كماالجبري الحلن درسنا أننا سبق وأ مع ملاحظة 
  :مثال

  :لة البرمجة الخطية التاليةأ لمسي والإيضاح الهندسالحلأوجد  

yxyxfy
xyxyx
35),(.max,0

,,1025,1553
+=≥

≤+≥+
  

 نهايـة   يتعط و تحقق المتباينات الثلاثة المعطاة    التي   (x,y)قيم  أوجد  أي  
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   .fدالة عظمى لل
 وهـي   تتحقق بالمتباينات المعلومة   التي    سوف نرسم أولا المنطقة    :الحل

  .يالمظللة في الشكل التال
  . اتبع نفس الخطوات السابقة للحصول على الرسم المعطى:ملاحظة

 5x+3y = f نرى أن                    fن لأي قيمة ثابتة للمتغير والآ

   وبتغير قيمة f القيمة  ي تعطهعليى نقطة أتمثل خطا مستقيما بحيث أن 
fن ميل أي خط  للخط السابق، وهكذا لأي نحصل على خط آخر مواز

ycxcf :                  مستقيم منها يكون على الصورة 21 += 

21 القيمة  يساويو / cc−على الثابت وهذا الميل ف وهو لا يتوق 
 y                                                      3/5-يساوي

                                                                      5 
  
  

                                                                 A  3  
            B                                                       
  

                                     2                                           
   

  

  

                        x               5    4    3  c 2    1    0    
                           +    - 

  
  

 تكون إحـدى    يوالذ fقيمة   أكبر   يعطينا الذي   ن معرفة المستقيم  ونود الآ 
  حدودها ويتحقق ذلك إذا مر المستقيم أو المنطقة المظللة في نقطة

F = 5 x + 3 y 
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   فنجد أن OABC للمضلع  Bبالرأس  
37.12.max =f  

 B(10.53, 3.368)  هيBن القيمة  إحيث 

ycxcدية للمقدار يلاحظ هنا أن القيمة العد 21 +  
  تتناسب طرديا مع طول الجزء المقطوع من محور الصادات بالمستقيم

 ycxctconsf 21)tan( += 
/2 يساوين الجزء المقطوع لأ cf أي يتناسب مع  f ومن ثم يمكن  

  :أن القيم التالية صحيحة إيجاد تحليليا
37.12)(,..9)(,..10)(,..0)0( bfafcff ===  

  . نهاية صغرىي تعطo نهاية عظمى، النقطة  ي تعطBنرى أن النقطة  
  :مثال
)5.2(النهاية العظمى للدالة                          أوجد      yx +  

),(إذا حققت  yxالمتباينات   
0,..0,..1025,..1553 ≥≥≤+≤+ yxyxyx 

  :الحل
  ، ولكننا نرى أن المستقيم ) السابقانظر الشكل (  السابق مثالمثل ال

)tan(5.2 tconsfyx =+ 
هذا  في   نهأنه يوازيه وواضح     لأ BCيمكن أن ينطبق بتمامه على الضلع       

 عظمى للدالة أي أن أي نقطة علـى الـضلع            ةالوضع نحصل على نهاي   
BC        الحلـول  من   ينهائ  تعطينا نهاية عظمى وبذلك يكون لدينا عدد لا ،

  ويلاحظ أن 
3)(,..5)(,..5)( === AfBfcf  
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   :مثال
  النهاية الصغرى للدالةأوجد 

yx 32 + 
  : المتباينات آلاتيةx,yإذا حققت  

3,3,45
,826,432
≤≤≥+

≥+≤+
yxyx

yxyx  

  :الحل
  انظر الشكل الآتي فنرى أن 

 )tan(32 tconsfyx =+ 
25.0                        ييواز =+− yx 4 وكذلك.max =f 

  .نهاية لا ما إلى يمتد الذي BCلأي نقطة على المستقيم  
                                                              y 

  

                                      2y-x=f(constant) 
                             C   

  

                                                    B  
                                                       

                                                                 A 
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  تمارين
 

 :نات الآتيةحل المتبايأوجد 
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  : لمسائل البرمجة الخطية التاليةي والإيضاح الهندسالحلأوجد 

               
yxMaxZyx

yxyx
5.1,0,
,..44,..632

)8
+=≥
≤+≤+

 

yxMinWyx
yyxyx

+=≥
≤≥+≤+

2,0,
4,..1,..50105

)9 

yxMinFyx
yxyx

102,0,
,.55,..0

)10
−=≥
−≥−≥−

 

yMaxWyx
yxyx
5,0,

,..105,..2
)11

−=≥
−≥−−≤+  

 
JJJ 

 
 
  

o b e i k a n d l . c o m




