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 
 
 

Properties of Matrices  
  

مجموعة من الأرقام  بترتيب له دلالة معينـة مكتوبـة      هي   :المصفوفات
   مستطيل داخل قوسينلعلى شك

         
11  12   13

5             
, , ,

1 1    2    3    
          
21  22   23  

a a a

a a a a b
c d

a a a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 ,a, b, cرقام   يسمى هذا الشكل  المصفوفة وتسمى  الأ)  1( شكل يف

d     عناصر المصفوفة (elements)      والخطوط الأفقية تسمى المـصفوفة 
  والخطوط الرأسية تسمى الأعمـدة  (rows or row vectors)الموجبة 
   (columns or column vectors)الموجبة 

)دة يطلق عليها  عمأ  n  صفوف ، mالمصفوفات ذات  )m n× matrix 

(m by n) matrics or  .   يعبر عن المصفوفة السابقة بـ or  ( )ijA a 
 في   j والعمود    iالصف رقم    في     هو العنصر العام الموجود     aijحيث    
 column vector or) على عمود واحد فقط يـسمى  ييحتو) 2(شكل 

column matrix).  على صف واحد فقط ويسمى  ييحتو) 3(شكل  في 
(row vector or row matrix).   
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  Square matrixالمصفوفة المربعة   
 عدد صفوفها ورتبة المصفوفة يساويعدد أعمدتها  التي هى المصفوفة

  .الأعمدة  أو  الصفوفدهو عد
11ويسمى   22( , ....., )nna a aي  القطر الرئيس (principle diagonal).   
   Equation of matrices مصفوفتين  ي تساو:تعريف 
)  ي  أA = Bيكون  ) ( )ij ija h=   إذا كـان  A, B     لهمـا نفـس عـدد  

  .الصفوف وعدد الأعمدة 
,....,for  1,2,3  وكان    , 1,2,3,....,jk jka b j m k n= = =   

  Addition of matricesجمع المصفوفات  
لها نفس عدد الصفوف  التي مصفوفاتجميع المصفوفات يعرف فقط لل

 ونفس عدد الأعمدة فإذا كان

( ) ( ), ( )jk jk jkA a mB b C C= = =  
)  A, B, C    matrixوكان كل من المصفوفات  )m n×  

  for  1,2,3,...., , 1,2,3,....,jk jk jkC a b j m k n= + = =  
   C = A + Bفإنه يمكن كتابة   
   A, Bللمصفوفين    بجمع العناصر المناظرة A + Bلاحظ أننا نحصل  

-4    2 0    -1 -4    1
,

3     1 2     3 1      4
A B A B⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = ⇒ + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

  Zero matrixالمصفوفة الصفرية  
   صفري مصفوفة كل عناصرها تساويه

  
0    0

0    0
0(0,0,0), , 0    0

0    0
0    0

ija
⎛ ⎞

⎛ ⎞ ⎜ ⎟= ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎜ ⎟
⎝ ⎠
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  :تعريف 
مصفوفة نحصل عليها من ضـرب كـل         وهي    - Aيرمز بها بالرمز    

  ي أ(1-) في Aعنصر من عناصر 
  ( ) ( ) ( )ij ijA a A a= ⇒ − = −  

  . A للمصفوفة ي  المعكوس الجمعA –سمى المصفوفة وت
من التعريفات السابقة  نجد أن خواص جمع المصفوفات لها نفس خواص            

  عداد جمع الأ
a)  A + B  = B + A 
b)  (A + B) + C = A + (B – C) = A + B + C 
     A + 0 = A 
     A + (-A) = 6 

  difference of two matricesطرح المصفوفات   
) إذا كان    ),     ( ),     ( )ij ij ijA a B b D d= = =  

)  matrixوكان كل من المصفوفات الثلاث  ذات نظم   )m n×  
      for     1,2,.........,ij ij ijd a b j m= − =  
 i  = 1,2,………,n 

   D = A – Bفإنه يمكن كتابة   
  :مثال

  
3    2 1    2  2    0
1    4 , 0   -1  1    5
2    0 3    3 -1   -3

A A A B
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = ⇒ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

  عنصر في ضرب المصفوفة
   فيكونλوفة  وليكن العدد  مصفAليكن 

  
1 12 1

21 22 2

1 2

.
n

n

m m mn

a a a
A A a a a

a a a

λ λ λ
λ λ λ λ λ

λ λ λ

⎛ ⎞
⎜ ⎟= = ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠
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   1 0 2 4
2

3 1 6 2
ijA A A A⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⇒ + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

  Transpose of a matrix   ATالمصفوفة المبدولة  
)إذا كان   )ijA a=   matrix  ( )m n×  فإن  (  matrix) Tin m A×   

   
11 21 1

12 22 2

2

( )
m

T
ij m

in n mn

a a a
A a a a a

a a a

⎛ ⎞
⎜ ⎟= = ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

   
1    4

1 5    2
5    8

3 8    4
2    4

TA A
⎛ ⎞

⎛ ⎞ ⎜ ⎟= ⇒ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

  
  المصفوفة المتماثلة والمتماثلة عكسيا

Symmetric and skew symmetric matrices  
)يقال للمصفوفة المربعة  )ijA a=  نها متماثلة  إsymmetric  إذا كان  

AT = A   
  aij  =  aji   ,    for      i = 1, 2, …., n 
                                                        j = 1, 2, ....., n 

)ويقال للمصفوفة  المربعة   )ijA a=  نها  إskew symmetric إذا  
  AT = Aكان 

  aij  = - aji   ,    for      i = 1, 2, …., n 
                                                        j = 1, 2, ....., n 

1    2    4 1    2    4
2    3    6 2    3    6
4    6    5 4    6    5

TA A A
⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= ⇒ = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

0    3   -8 0   -3   8
-3   0   -1 3    0   1
8    1    0 -8  -1   0

TA A
⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= ⇒ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
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   Skew symmetric matrixمصفوفة متماثلة عكسيا   
  Triangular matrixالمصفوفة المثلية  

)المصفوفة المربعة    )ijA a=    أو  يصرها أعلى القطـر الرئيـس     عنا التي
  .أسفله كلها أصفارا 

  
1    0     0 1    2    3
-2  1     0               0    2    4
5    0    2 0    0    3

A A
⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

              مصفوفة مثلثية عليا        مصفوفة  مثلثية سفلى           
  

  The diagonal matrixالمصفوفة القطرية          
)المصفوفة المربعة    )ijA a=   القطر، أسفل القطـر     عناصرها أعلى   التي

   diagonal matrix أصفارا تسمى يكلها تساو

  
2    0    0 3    0    0
0    1    0                       0    3    0
0    0    -3 0    0    3

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

  the unit matrix   ≡  Iمصفوفة الوحدة         

  
1   0    0

1   0
,         ,     0   1    0

0   1
0   0    1

I
⎛ ⎞

⎛ ⎞ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎜ ⎟

⎝ ⎠

 

  . الوحدة يهى مصفوفة قطرية كل عناصر قطرها تساو
  

  Multiplication of Matricesضرب المصفوفات   
]لدينا مصفوفات     ]    ,    [ ]jk ijB b A a= =  

عـدد  "  بشرط معين لابد من توافره  وهو            ABية الضرب     لتعرف عم 
  " .B عدد صفوف المصفوفة الثانية  يساوي  Aأعمدة المصفوفة الأولى 
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m  من نوع       Aلذلك نفرض أن المصفوفة      n×  ـ   ـ،ه  وعلي  يتحقـق   ي لك
  n  مساوية العـدد        B في   الشرط المذكور يجب أن تكون عدد الصفوف      

n  من نوع B أن المصفوفة يأ)  A  في عند الأعمدة( p×.  
]بالنسبة للمصفوفة  ]ijA a=  من نوع  وهيm n× نجد أن    

  i  = 1, 2, ……., m       ,       j = 1, 2, ….., n 
]أما بالنسبة  للمصفوفة   ]jkB b=  من نوع   وهيn p×نجد أن    

 j  = 1, 2, ……., n           ,           k = 1, 2, ….., p 
]  بالمصفوفة   ABتعرف المصفوفة   ]ikC c=  

  1 1 2 2 .....ik i k i k in nkC a b a b a b= × + × + + ×  
    .cالمصفوفة   في   k والعمود    iف نالص في هذا العنصر  يقع

  
                               

                
                              

A B B
m n n p m p

=
× ↔ × ×
↓ ↓

 

  Aفي  عدد الأعمدة Bفي  عدد الصفوف                    

   
   :مثال

  2 1 1 3
        ,           

3 4 2 5
A B

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

  1 3 1 3 4 1
2 5 2 5 11 11

AB
− − −⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

  1 3 1 3 7 11
2 5 2 5 19 22

BA
− − − −⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
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  خواص ضرب المصفوفات

Properties of Matrices Multiplication  
   :أولا

  (Associated lows)ضرب  المصفوفات خاضع  لقوانين التنسيق  
 وقوانين  التوزيع

 (distributive lows)بالنسبة لجمع  المصفوفات     
  (i)  ( ) ( ) ( )A B AB A Bλ λ λ= =  
  (ii)  ( )A B C AC BC+ = +  
                                ( )C A B CA CB+ = +  

  .مع مراعاة أن عملية الضرب ممكنة 
   :ثانيا

  بعبارة أخرى أو يهل حاصل ضرب المصفوفات إبدال
AB = BA   بالطبع لا لأسباب  كثيرة .  

فمثلاً الوقت  نفسه   في   BA    ,    AB ليس من الممكن أن نكون - 1
2 من نوع  Aإذا  كانت  3×  ، B  3 من نوع   فإنه  يمكن تكوين  ×5

AB  لايمكن  تكوين  ،  BA.   
    فليس من BA   ,   ABيمكن تكوين فيها   التي الحالات في  حتى- 2

  .من نفس النوع  BA   ,   ABالضرورى أن يكون 
وكأننا  من نفس   BA   ,   AB إذا أمكن  تكوين المصفوفين     أيضا- 3

  .النوع  عملية ضرب المصفوفات ليست عملية إبدالية 
        1 0 0 1

  
0 0 1 0
⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
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        0 1
 &

0 1
⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

  
0 1 1 0

  
1 0 0 0
⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  

  0 0
1 0
⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

  The cancellation low: ثالثا
  ير صحيح على العموم غ
   أو  A أن تكون ي   فإنه ليس  من الضرورAB = 0 أنه  إذا  كان  يأ
 B مساوية للمصفوفة الصفرية  .  

   1 1 1 0 0 0
  

2 2 0 0 0 0
−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞=⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 . 

   :رابعا
n  من نوع   A مصفوفة مربعة يلأ n×  

  A I  =  A  ,  I A  = A 
  .الوحدة من نفس النوع مصفوفة   هي   Iحيث  
   :خامسا
    ( )T T TAB B A=   

  ة للمصفوفة المربعةبالقوى الصحيحة الموج
    هكذاA2تعرف المصفوفة   .   Aنفرض أنه لدينا مصفوفة مربعة 

2وهكذا           3 2.     ,    ( , ).A A A A A A A A A= = =  
  A مصفوفة مربعة  يقاعدة لأ

  . .
( )

m n m n n m

m n mn

A A A A A
A A

+= =
=
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  2 3 5 2 3 6.    ,   ( )A A A A A= =  
  )غير المنعزلة(القوى الصحيحة السالبة للمصفوفة :  فمثلاً 

  نها مصفوفة  غير منعزلةإ  Aيقال للمصفوفة المربعة  
(non – singular matrix)إذا كان محددا    

  det | | 0A A= ≠  
   (singular matrix)  تسمى  منعزلة  A | = 0 |أما إذا كان  

   :ي  يلزمنا  التعريف  الآتA-1  لتعريف المصفوفة   
  adjoint  matrixالمصفوفة المرتبطة  

 
11 12 1 11 12 1

21 22 2 21 22 2

1 2 1 2

,
n n

n n

n n nn n n nn

a a a a a a
A a a a a a a

a a a a a a

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

  aij  للعنصر  (co-factor)  يرمز للعامل المرافق  Aijولنفرض أن  
نكون مصفوفة أخرى تعتمد عناصرها على هذه  .  | A |المحدد  في 

  .فقة هكذا العوامل المرا
  .  يستبدل كل عنصر بالعامل المرافق له - 1
ة أعمدة فصفومجعل الب وذلك (transpose) نوجد محور المصفوفة  - 2

  ويرمز لها Aتسمى هذه المصفوفة بالمصفوفة المرتبطة للمصفوفة 
  ) adjoint of Aوهذا الرمز  هو اختصار   (adjبالرمز  

   :تعريف
  بحيث يكون  Bوكانت هناك  مصفوفة    مصفوفة  مربعة Aإذا كانت  

AB = I = BA  حيث  I  وحدة المصفوفات يقال للمصفوفة  هيB  نها إ
   .Aمعكوس  للمصفوفة  

o b e i k a n d l . c o m



 - 174 -

1 -   A  adj    1 1
| |

A
A

− =  

  .وحيد )  حالة وجودهيف (Ai مصفوفة مربعة ي معكوس أ- 2
بعة معكوس أن  يوجد للمصفوفة المري لكي الشرط اللازم والكاف- 3

|تكون غير منعزلة   | 0A ≠  
  معكوس حاصل ضرب مصفوفتين هو حاصل ضرب معكوسى - 4

1 المخالف بالترتيب المصفوفتين 1 1( )AB B A− − −=   
  :مثال

3إذا كان    2
1 4

A
−⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
   A-1قيمة  أوجد   

  1 4 21| | 14   ,   
1 34

A A− ⎛ ⎞= = ⎜ ⎟−⎝ ⎠
 

  :لمثا

إذا كان  
1    1    3
0    1    -1
2    0    -4

A
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

    ثم حقق  أنA-1 أوجد    

  A A-1  =  I = A-1 A 
|)  مصفوفة غير منعزلة  A نتأكد أولاً أن  A-1لحساب  | 0)A ≠  

  1

-4   4    -4
1 1| | 12 -2  -10   1
12 12

-2    2    1
A A adjA−

⎛ ⎞
⎜ ⎟= − ⇒ = = ⎜ ⎟− − ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

  
1    1    3 -4   4    -4

1| | 0    1    -1 -2  -10   1
12

2    0    -4 -2    2    1
A

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟= =⎜ ⎟⎜ ⎟− ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

 

  
12    0    0 1    0    0

1  0   -12   0 0    1    0
12

 0     0   -12 0    0    1

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠
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   :ةقاعد
    من نوع     التي يجاد معكوس المصفوفةإ

2 2
    

a b
c d
⎛ ⎞

×⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

أى كل منهما يحب ) a, dوهما  ( نستبدل عنصرى القطر الرئيسى - 1
  مكان الآخر

   b  ,  c العنصرين الأخرين وهما يشارتإ نغير - 2
   A نقسم عناصر المصفوفة الناتجة على قيمة  محددة  - 3

  :مثال
  12    1 5    -11| | 7,

3    5 -3   27
A A A−⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= ⇒ = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

   A-1حل المعادلات الآتية باستخدام معكوس المصفوفة  
  تيةلتكن المعادلات الآ

  11 1 12 2 13 3 1  +   +    a x a x a x b=  
  21 1 22 2 23 3 2  +   +    a x a x a x b=  

31 1 32 2 33 3 3  +   +    a x a x a x b=  
   يمكن كتابتها على الصورةيوالت

  
1 111 12 13

21 22 23 2 2

31 32 33 3 3

X ba a a
a a a X b
a a a X b

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

    A X  =  b   .........(1)ختصار   أو بالا
  حيث

 
1 111 12 13

21 22 23 2 2

31 32 33 3 3

,
X ba a a

a a a x X b b
a a a X b

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

  هو)  1(فإنه يمكن إثبات أن حل كل من المعادلات  
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  1   X A b−=  
   :البرهان

  1 1Ax b A Ax A b− −= ⇒ = ⇒  
  1 1         ( )I x A b A A I− −= =  
  1            ( )x A b I x x−== =  

  :مثال
  تين باستخدام معكوس المصفوفةحل المعادلتين الآتي

 3 x1  - 2  x2  =  4 
   X1 +  4  x2 = 6 

 1

2

3    -2 4
1      4 6

X
Ax b

X
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= ⇒ =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 

 1 4    21
-1   317

A− ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 1 1

2

4   2 4 28 21 1
-1  3 2 14 114 14

X
x A b

X
−⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= = = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 

   x1 = 2,   x2 =  1فيكون حل المعادلتين هو  
   :مثال 

  :حل المعادلات أوجد باستخدام  معكوس المصفوفة 

  
1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 2  2
10 3 5

   3

x x x
x x x

x x x

− + =
+ − =

− + + = −
 

  :يمكن كتابة المعادلات الثلاث على الصورة 
A x = b   أو        

1

2

3

2    -1    2 2
1    10   -3 5
-1    1    1 3

X
X
X

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟=⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ −⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
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  1

2    -1    2 13    3    -17
11    10   -3  2    4      8
46

-1    1    1 11   -1     21
A A−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= ⇒ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

1
1

2

3

13    3    -17 2 5
1  2    4      8 5 0
46

11   -1     21 3 1

X
X x A A b
X

−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = = = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ − −⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 

 
x1  =  2    ,     x2  =  0    ,    x3  =  -1 

  
  )ةالمربع(المعادلة المميزة للمصفوفة 

Characteristic Equation for the matrices  
2إذا كانت    12

1 3
A ⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
   A2 – 5 A – 6  I = 0ثبت أن   ا  ف

  2 2 12 2 12 16 60
1 3 1 3 5 21

A ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞= =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

  2 16 60 2 12 1 0
5 6 5 6

5 21 1 3 0 1
A A I ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − = − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

  16-10-6     60-60 0    0
505           21-15-6 0    0
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

Aوالآن تكون المصفوفة  Iλ−)   حيثI 2  مصفوفة الوحدة ثم ) ×2
   :كما يلييكون محدد هذه المصفوفة 

 ` 2-     12
|  | (2 )(3 ) 12

  1     3-
A I

λ
λ λ λ

λ
− = = − − −  

  2 5 6λ λ= − −  ………………….  (1) 
  .تسمى كثيرة  الحدود هذه بكثيرة الحدود المميزة للمصفوفة 

 Characteristic polynomial  |  | ( ) det( ) A I Dλ λ λ− = =  
  كما تسمى المعادلة الناتج       
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   (3)        ..................... 2 5 6 0λ λ− − =   
   characteristic equation of matrixبالمعادلة المميزة للمصفوفة  

  وتسمى جذور هذه  المعادلة بالجذور المميزة للمصفوفة
 Characteristic roots – eigen values   |  | 0A Iλ − =  

  من (1)  نلاحظ أنه يمكن الحصول على المعادلة  (3) & (1)وبمقارنة 
ويقال  . 6 بدلا  من  6I  بوضع λ  بدلا من A  بوضع  (3)المعادلة 

  . تحقق المعادلة المميزة لها Aإن المصفوفة  
  :كايلي هاملتون نظرية

  . تحقق المعادلة المميزة لها Aل مصفوفة مربعة ك
   :نتيجة

2إذا كانت   1,...., ,nλ λ λ  الجذور المميزة للمصفوفة هيA  يمكن كتابتها  
  على الصورة 

 1 2( 1) ( )( )...........( )n
nλ λ λ λ λ λ− − − −  

  
  Kayli Hamelton هاملتون ينظرية كايل

  تأخذ الصورة 
 1 2(  )(  )............(  ) 0nA I A I A Iλ λ λ− − − =  

  أو
 

1
( ) 0

n

r
r

A Iλ
=

− =∏  

   :ملحوظة
    أن(4) في يجب أن يلاحظ 

 0 ; 1,2,......,A rI r nλ− ≠ =  
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   أني  لا تعنAB = 0جبر المصفوفات    في وذلك لأن
      A = 0       أو      B  = 0   

   :مثال

إذا  كانت          
2    -2    3
1     1    1
1     3   -1

A
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

  :          فأوجد

(i)ود المميزة  لمصفوفة    كثيرة الحدA   والمعادلة المميزة لها.  
(ii)  الجذور المميزة للمصفوفة Aهاملتون – ي  وحقق نظرية كايل .  

  3 2

2-     -2     3
|  |   1    1-     1 2 5 6

  1      3   -1-
A I

λ
λ λ λ λ λ

λ
− = = − + + −  

3) 2( هي المعادلة المميزة للمصفوفة 22 5 6 0λ λ λ− − + =  
1λيجاد الجذور المميزة نلاحظ لإ   احد العوامل للعدد يحقق المعادلة −

1λ(معنى ذلك     عامل للطرف الأيسر من المعادلة) −
 3 2 22 5 6 ( 1)( 6)aλ λ λ λ λ λ λ− − − + = − + −  

  الطرفين نجد أن في 2λبمقارنة معامل  
 -1 + a  = - 2    &    a  =  - 1 

    على الصورة(2) يمكن كتابة المعادلة وبالتالي
 2( 1)( 6) 0,( 1)( 3)( 2) 0λ λ λ λ λ λ− − − = − − + =  
 1 2 31     ,     3     ,          2λ λ λ= = = −  

   أني هاملتون أي نظرية كيلقيقوبالنسبة لتح
 A3  -  2 A2 -  5 A +  6 I = 0 

 2

2    -2    3 2    -2    3 5    3     1
1    1     1 1    1     4    2     3
1    3    -1 1    3    -1 4    -2    7

A
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
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3 2

2    -2    3 5    3     1 14    -4    17
1    1     1 4    2     3 13    4     11
1    3    -1 4    -2    7 13    11    3

A Aa
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 

3 3 2

14    -4    17 5    3     1 2    -2    3
1 5 13    4     11 2 4    2     3 5 1    1     1

13    11    3 4    -2    7 1    3    -1
A A A A

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = − − − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 
-6    0    0 1    0    0
0    -6    0 6 0    1    0 06
0    0    -6 0    0    1

I
⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= = − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

  :تمرين
  اثبت أن 

A  4 = 9 A 2 + 4 A – 12 I  
  :مثال

  عدد صحيح    (n)،  ) 1 (:مثالفي  المصفوفة المذكورة    هي    Aإذا كانت   
  موجب  فاثبت أن

230 (5 2 ) (8 5 ) 6(5 )nA A A Iα β β α β= − − = −  
  حيث

 3 1   ,    3 ( 2)n n nα β= − = − −  
   :الحل

  يلها ه  فتكون كثيرة الحدود المميزة  1 ,3 ,2- هي الجذور المميزة
 ( 1)( 3)( 2)λ λ λ− − − +  

  :  نتبع الخطوات الآتيةA2 , A,  I بدلالة ي  كتعبير  خطAn  30ِّإيجاد  
30 نقسم     -1 nλ            على كثيرة الحدود ولنفرض أن خارج القـسمة هـو  

( )p λ  في    سيكون من الدرجة الثانية    الباقي  λ)     لاحظ أن المقسوم عليه

o b e i k a n d l . c o m



 - 181 -

2     الباقيوليكن )  من الدرجة الثالثة 2a bλ λ+ +   
   يمكن كتابة العلاقة- 2

 230 ( )( 1)( 3)( 2)n P a b cλ λ λ λ λ λ λ= − − + + + +  
  λ  بدلا من  A  نضع  - 3

 
2

2

30 ( )( )( 3 )( 2 )
        ( ) 0

nA P A A I A I A I A bA cI
P A x aA bA cI

= − − − + + +
= + + +

 

   أني هاملتون أيوذلك من نظرية كايل
 230 nA aA bA cI= + +  

 وهي  2- ,3 ,1  بالقيم  λ  بالتعويض عن a, b, cيجاد الثوابت   لإ-4
  .الجذور المميزة 

 

30             
8 2 30(3 1)

30(3) 9 3

5 5 30(3 ( 2) )
30( 2) 4 2

n

n

n n
n

a b c
a b

a b c

a b
a b c

= + + ⎫
+ = −⎬

⎭
= + +

⎫
+ = −⎬− − − + ⎭

 

 4 15
5 2 , 8 5

6
a b

a b
a b

α
α β β α

β
+ = ⎫

+ − = −⎬+ = ⎭
 

 30 30 6c a b β= − − = − ⇒  
    نحصل على a, b, cبالتعويض عن  

 230 (5 2 ) (8 5 ) 6(5 )nA A A Iα β β α β= − + − + −  
  :مثال

3مصفوفة مربعة من نوع      اثبت أن0 ,1 ,2  جذورها المميزة  ×3
 1 2 1(2 1) (2 2 )n n nA A A− −= − + −  

  فتكون كثيرة الحـدود   0 ,1 ,2 هي ن الجذور المميزة للمصفوفةإحيث 
  هى
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 ( 0)( 1)( 2)λ λ λ− − − −  
  : السابقمثالال في باتباع الخطوات السابقة

 2( ). ( 1)( 2)n P a b cλ λ λ λ λ λ= − − + = +      (1) 
 An  = 0   2a b cIλ λ+ + +  

  نحـصل  0 ,1 ,2  بـالقيم   λعن  )  1( في   تعوضa, b, c  يجادلإ
  على

 0  =  c 
 1 a  +  b + c 
 2n  =  4 a  + 2 b  +  c 
 a  =   2n-1 – 1                ,    b = 2 – 2n-1   
 An =  (2n-1 – 1)  A2 + (2 – 2n-1) A 

  
  Eigen vectorsالمتجهات المميزة للمصفوفة   

n مصفوفة معلومة من نوع  A = (aij)ليكن  n× وليكن Ax xλ=  
 من يرفمصفوفة  عمود غير ص هي xلة معاد nمعادلة موجهة تمثل 

   ×1nنوع 
 0     0Ax x Ax Ix A Ixλ λ λ− = − = − =         (1) 

1هي xإذا كانت  2( , ,....., )nx x x  تكتب على الصورة ) 1(المعادلة  فإن.  
 Ax xλ=  
 11 1 12 2 1 1...... n na x a x a x xλ+ + + =  
 21 1 22 2 2 2...... n na x a x a x xλ+ + + =  
 1 1 2 2 ......n n nn n na x a x a x xλ+ + + =  

   يمكن كتابتها على الصورةيوالت
 11 1 12 2 1( ) ...... 0n na x a x a xλ− + + + =  
 21 2 22 2 2( ) ...... 0n na x a x a xλ+ − + + =  
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1 1 2 2 ...... ( ) 0n n nn na x a x a xλ+ + + − =  
 ( ) 0A I Xλ− =  

  تيتينلنعتبر الحالتين الآ
 | | 0a A Iλ− − ≠  

نجد مباشرة باستخدام قاعدة كرام لحل المعادلات الخطية  هذه الحالة يف
  أن

 x1 = 0   ,   x2  =  0      ,    xn  =  0 
   التافهالحل وهو  x = 0وهذا يعطينا  

|لكن x = 0خر غير آ هذه الحالة يوجد حل يف | 0A Iλ− المعادلة هي  =
 واحد من الجذور ي يمكن أن تأخذ قيمة أA ، λالمميزة للمصفوفة 
  .المميزة للمصفوفة 

 لهذه القيمة تتحقـق المعادلـة     . حدى هذه الجذور    إ هي    λلنفرض أن     
  . التافه للمعادلة المصفوفةالحل  وعلينا أن نبحث عن حل غير (2)، (1)

1( ) 0A I xλ− =   
111 1 12 1

21 22 2 2

1 2 3

0.....
..... 0

..... 2 0

n

n

n n nn

Xa a a
a a a X
a a a X

λ
λ

− ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟− =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 

   λ   eigen vectors  المناظرة لقيم  xويطلق على الموجهات 
  :مثال

  القيم الذاتية والموجهات الذاتية للمصفوفةأوجد 
 5    4

1    2
A ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 5-     4
( ) 0 (5 )(2 ) 4 0

  1     2-
D

λ
λ λ λ

λ
= = ⇒ − − − =  
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1             هي فتكون الجذور 21       ,            6λ λ= =  
1 6λ =  

1

2

1 4 0
1 4 0

X
X

− ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
=⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 

1 24 0X X− + =  

1 24 0X X+ =  
1 2

4
4

1
X X x ⎛ ⎞

= ⇒ = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

1 1λ =  
1

2

4 4 0
1 1 0

X
X

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
=⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
 

1 24 4 0X X+ =  
1 2 0X X+ =  

1 2

1
1

X X x
−⎛ ⎞

− ⇒ = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

   :مثال
  الجذور المميزة والمتجهات المميزة للمصفوفةأوجد 

 2    12
1    3

A ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

  :مثال
  القيم الذاتية والموجهات الذاتية للمصفوفةأوجد 

 
-2    2    -3
2     1    -6
-1    -2    0

A
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

  :مثال
   المميزة للمصفوفةالجذور المميزة والمتجهاتأوجد 

 
2    -2     3
1     1      1
1     3     -1

A
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

|المعادلة المميزة للمصفوفة                | 0A Iλ− =  

 
3 2

1 2 3

2-    -2     3
  1    1-    1 0 2 5 6 0
  1      3   -1-
                                1, 2, 3

λ
λ λ λ λ

λ
λ λ λ

= ⇒ − − + =

= = − =
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1

1 2

3

1    -2    3 0
1 1     0    1 0

1     3   -2 0

X
X
X

λ
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟= ⇒ =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 

 1 2 32 3 0X X X− + =  
 1 2 30. 0X X X+ + =  

 31 2

-2   3 3    1 1   -2
0    1 1    1 1    0

XX X= =  

 31 2

2 2 2
XX X= = ⇒

− − −
 

 31 2

1 1 1

a
XX X a x a

a

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= = = ⇒ = ⎜ ⎟− ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
1

2 2

3

4    -2    3 0
2 1     3    1 0

1     3    1 0

X
X
X

λ
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − ⇒ =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 

 
 1 2 34 2 3 0X X X− + =  
 1 2 33 0X X X− + =  

 31 2

-2   3 3    4 4   -2
3    1 1    1 1    3

XX X= =  

  

 31 2
2

11    6
       6

11 1 14
-14  6

XX X b x
⎛ ⎞
⎜ ⎟= = = − ⇒ = ⎜ ⎟− − ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

  

3  ثوابت اختيارية     a, b, cحيث  33
c

X c
c

λ
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⇒ = ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠
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